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АПАРАТ НЕКЛАСИЧНИХ МАЖОРАНТ I ДIАГРАМ НЬЮТОНА
ДЛЯ ФУНКЦIЙ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМIННОЇ

У статтi розглядається побудова апарату некласичних мажорант i дiаграм Ньюто-
на для неперервних функцiй комплексної змiнної, заданих на замкненiй опуклiй обла-
стi. Запропоновано геометричний пiдхiд до дослiдження модуля комплексної функцiї
шляхом переходу до тривимiрного простору та побудови опуклої оболонки вiдповiд-
ної множини точок. Введено поняття дiаграми Ньютона та мажоранти Ньютона для
комплексної функцiї, дослiджено їх властивостi, а також визначено числовi характе-
ристики у виглядi нахилiв i вiдхилень. Обґрунтовано можливiсть використання за-
пропонованого апарату для побудови чисельних алгоритмiв знаходження екстремаль-
них значень функцiї. Окреслено перспективи практичного застосування у чисельному
аналiзi, оптимiзацiї та комп’ютерному моделюваннi.

Ключовi слова: комплексна функцiя, дiаграма Ньютона, мажоранта Ньютона, чи-
сельний аналiз, опукла оболонка, оптимiзацiя.

1. Вступ. У сучасному чисельному аналiзi та прикладнiй математицi важливу
роль вiдiграють методи дослiдження функцiй, заданих таблично або у вигля-
дi дискретних значень. У таких випадках класичнi аналiтичнi методи часто є
непридатними або малоефективними, що зумовлює необхiднiсть розробки аль-
тернативних пiдходiв до оцiнювання поведiнки функцiй.

Вiдомий апарат мажорант i дiаграм Ньютона [1] довiв свою ефективнiсть
для функцiй однiєї дiйсної змiнної [2, 3]. У [4] отримано оцiнки точностi набли-
ження функцiй некласичною мажорантою Ньютона. Однак розширення цього
пiдходу на випадок функцiй комплексної змiнної потребує врахування специфi-
ки комплексної площини та особливостей модуля функцiї.

У данiй роботi розглядається побудова апарату некласичних мажорант i
дiаграм Ньютона для неперервних функцiй комплексної змiнної. Запропонова-
ний пiдхiд базується на геометричнiй iнтерпретацiї значень функцiї та дозволяє
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отримати ефективнi оцiнки, що можуть бути використанi при побудовi чисель-
них алгоритмiв.

2. Побудова апарату некласичних мажорант i дiаграм Ньютона для
однозначних неперервних функцiй комплексної змiнної. Розглянемо
однозначну неперервну функцiю комплексної змiнної

𝑓 (𝑢) = 𝑓 (𝑥+ 𝑖𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,

де 𝐷 замкнута опукла множина комплексної площини, а |𝑓 (𝑢)| ≤ 𝑀 , де 𝑀 —
деяка стала.

Нехай (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) ∈ 𝐷, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚), тодi через 𝑢𝑘𝑗 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑗
позначимо точку комплексної площини 𝐶.

Через 𝜉𝑘𝑗 позначимо значення модуля комплексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢) у точцi
𝑢𝑘𝑗 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑗, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) iз множини 𝐷, тобто

𝜉𝑘𝑗 = 𝜉 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) = |𝑓 (𝑢𝑘𝑗)| =
√︁

[𝜙 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗)]
2 + [𝜓 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗)]

2,

(𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) .

Точка (𝑥𝑘, 𝑦𝑗, 𝜉𝑘𝑗) ∈ 𝑅3, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) є точкою на поверхнi
модуля комплексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢).

Означення 1. Точку 𝑃𝑘𝑗(𝑥𝑘, 𝑦𝑗 − ln 𝜉𝑘𝑗) з координатами

𝑥 = 𝑥𝑘, 𝑦 = 𝑦𝑗, 𝑧 = − ln 𝜉𝑘𝑗

у просторi 𝑥𝑦𝑧 назвемо точкою зображення значення комплексної функцiї
𝑤 = 𝑓 (𝑢) у точцi 𝑢𝑘𝑗 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑗, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚).

Припустимо, що точки зображення 𝑃𝑘𝑗 значень комплексної функцiї 𝑤 =
= 𝑓 (𝑢) у точках 𝑢𝑘𝑗 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑗, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) побудованi. З
кожної точки 𝑃𝑘𝑗 проведемо пiвпряму в додатному напрямi осi 𝑂𝑧, перпенди-
кулярно до площини 𝑥𝑦. Множину цих пiвпрямих позначимо через 𝑆, а її опуклу
оболонку — через 𝐶 (𝑆) . Для кожної точки (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, де
𝐷 = {𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑛, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑚} , визначимо точку 𝐵 (𝑥, 𝑦, 𝜅 (𝑥, 𝑦)), де 𝜅 (𝑥, 𝑦) =
= inf 𝑧

(𝑥,𝑦,𝑧)∈𝐶(𝑆)
.

Множина точок 𝐵 (𝑥, 𝑦, 𝜅 (𝑥, 𝑦)) , де (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, утворює багатогранну по-
верхню 𝛿𝑓 , яка обмежує 𝐶 (𝑆) знизу. Ця поверхня є неперервною, опуклою, i її
рiвняння має вигляд:

𝑧 = 𝜅 (𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.

Означення 2. Поверхня 𝛿𝑓 , визначена на 𝐷, називається дiаграмою Нью-
тона комплексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢) на 𝐷.

Дiаграма Ньютона 𝛿𝑓 функцiї 𝜉 (𝑥, 𝑦) (комплексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢)) має
такi властивостi:

– кожна вершина 𝛿𝑓 розмiщена в однiй iз точок зображення 𝑃𝑘𝑗 значення
комплексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢) в точцi 𝑢𝑘𝑗 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑗, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛;
𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚);

– кожна точка зображення 𝑃𝑘𝑗 знаходиться на 𝛿𝑓 або розмiщена вище за неї;
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– кожнiй точцi (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) ∈ 𝐷 вiдповiдає 𝐵𝑘𝑗 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗, 𝜅𝑘𝑗) — точка дiаграми Нью-
тона 𝛿𝑓 , де 𝜅𝑘𝑗 = 𝜅 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗).

Позначимо 𝑀𝑓 (𝑥, 𝑦) = exp (−𝜅 (𝑥, 𝑦)), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.
Тодi для кожної точки (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) ∈ 𝐷, (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) виконує-

ться нерiвнiсть
|𝑓 (𝑢𝑘𝑗)| = 𝜉 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) = 𝜉𝑘𝑗 ≤𝑀𝑓 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) .

Справдi, з побудови 𝛿𝑓 випливає, що

− ln 𝜉𝑘𝑗 ≥ 𝜅 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) ,

або
𝜉𝑘𝑗 ≤ exp (−𝜅 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗)) =𝑀𝑓 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) .

Означення 3. Функцiя 𝑧 = 𝑀𝑓 (𝑥, 𝑦), визначена на 𝐷, називається ма-
жорантою Ньютона комплексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢) на 𝐷.

При побудовi дiаграми Ньютона будемо припускати, що в усiх вузлах розгля-
дуваної сiтки значення модуля функцiї є додатними, тобто 𝜉𝑘𝑗 = |𝑓 (𝑢𝑘𝑗)| > 0.
Ця умова забезпечує коректнiсть логарифмiчного перетворення, яке викори-
стовується для переходу до просторового зображення значень функцiї. У та-
кому випадку точки 𝑃𝑘𝑗(𝑥𝑘, 𝑦𝑗 − ln 𝜉𝑘𝑗) є коректно визначеними, а побудована
на їх основi нижня межа опуклої оболонки вiдповiдної множини вертикальних
пiвпрямих задає функцiю 𝜅 (𝑥, 𝑦) через яку визначається мажоранта Ньютона
𝑀𝑓 (𝑥, 𝑦) = exp (−𝜅 (𝑥, 𝑦)).

Таким чином, побудований апарат застосовується до модуля комплексної
функцiї та забезпечує його геометрично iнтерпретовану верхню оцiнку.

Нехай 𝑀𝑓 (𝑥𝑘, 𝑦𝑗) = 𝑇𝑘𝑗 (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚).

Означення 4. Величини

𝑅𝑘𝑗 (𝑥) =

(︂
𝑇𝑘−1,𝑗

𝑇𝑘𝑗

)︂ 1
𝑥𝑘−𝑥𝑘−1

(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚; 𝑅0𝑗 = 0),

i

𝑅𝑘𝑗 (𝑦) =

(︂
𝑇𝑘,𝑗−1

𝑇𝑘𝑗

)︂ 1
𝑦𝑗−𝑦𝑗−1

(𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑅𝑘0 = 0),

називаються (𝑘, 𝑗)-ми числовими нахилами мажоранти Ньютона
𝑀𝑓 (𝑥, 𝑦) вiдповiдно в напрямку осей абсцис i ординат, а величини

𝐷𝑘𝑗 (𝑥) =
𝑅𝑘+1,𝑗 (𝑥)

𝑅𝑘𝑗 (𝑥)
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚; 𝐷0𝑗 = 𝐷𝑛𝑗 = ∞) ,

i

𝐷𝑘𝑗 (𝑦) =
𝑅𝑘,𝑗+1 (𝑦)

𝑅𝑘𝑗 (𝑦)
(𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝐷𝑘0 = 𝐷𝑘𝑚 = ∞) ,

називаються (𝑘, 𝑗)-ми вiдхиленнями мажоранти Ньютона 𝑀𝑓 (𝑥, 𝑦) вiд-
повiдно в напрямку осей 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦.
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Iз опуклостi вниз дiаграми Ньютона 𝛿𝑓 випливають такi нерiвностi:

𝑅𝑘𝑗 (𝑥) ≤ 𝑅𝑘+1,𝑗 (𝑥) (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) ,

𝑅𝑘𝑗 (𝑦) ≤ 𝑅𝑘,𝑗+1 (𝑦) (𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛) ,

𝐷𝑘𝑗 (𝑥) ≥ 1 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1; 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚) ,

𝐷𝑘𝑗 (𝑦) ≥ 1 (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛) .

Враховуючи, що неперервна функцiя комплексної змiнної 𝑓 (𝑢) = 𝑓 (𝑥+ 𝑖𝑦)
досягає свого найбiльшого й найменшого за модулем значення в замкненiй обла-
стi 𝐷, то для побудови алгоритмiв знаходження цих значень можемо скориста-
тись властивостями числових нахилiв та вiдхилень мажоранти Ньютона ком-
плексної функцiї 𝑤 = 𝑓 (𝑢) на 𝐷.

Запропонований апарат некласичних мажорант i дiаграм Ньютона може бу-
ти ефективно використаний у задачах чисельного аналiзу функцiй комплексної
змiнної, зокрема при дослiдженнi їх модуля на дискретних множинах.

У межах чисельного аналiзу даний пiдхiд дозволяє здiйснювати пошук екс-
тремальних значень модуля функцiї, заданої таблично, без необхiдностi вiднов-
лення її аналiтичного вигляду. Це є принципово важливим у випадках, коли
функцiя отримана як результат експерименту або чисельного моделювання.

У задачах оптимiзацiї використання мажоранти Ньютона дає змогу будува-
ти верхнi оцiнки функцiї та, вiдповiдно, звужувати область пошуку екстрему-
мiв. Такий пiдхiд дозволяє зменшити обчислювальнi витрати за рахунок вiдсi-
кання пiдобластей, у яких досягнення екстремуму є неможливим.

У комп’ютерному моделюваннi запропонований метод може застосовуватись
для аналiзу поведiнки функцiй, заданих на сiтках, зокрема для дослiдження їх
глобальних характеристик та виявлення областей з найбiльшими значеннями
модуля.

3. Висновки. У роботi запропоновано узагальнення апарату мажорант i
дiаграм Ньютона на випадок функцiй комплексної змiнної. Основою пiдходу є
геометрична iнтерпретацiя значень функцiї через побудову опуклої оболонки
у тривимiрному просторi. Введено поняття дiаграми Ньютона та мажоранти
Ньютона для комплексної функцiї, дослiджено їх основнi властивостi та вста-
новлено зв’язок мiж геометричними характеристиками i поведiнкою функцiї.

Отриманi результати мають як теоретичне, так i прикладне значення. Во-
ни можуть бути використанi у чисельному аналiзi для дослiдження функцiй,
заданих на дискретних множинах, у задачах оптимiзацiї для звуження обла-
стi пошуку екстремумiв, а також у комп’ютерному моделюваннi для аналiзу
складних функцiональних залежностей. Запропонований пiдхiд також створює
основу для побудови адаптивних чисельних алгоритмiв, у яких геометричнi
характеристики мажоранти можуть використовуватися для локалiзацiї екстре-
мальних значень функцiї та звуження областi їх пошуку, що розширює можли-
востi практичного застосування розробленого апарату.

Перспективи подальших дослiджень пов’язанi з розробкою конкретних чи-
сельних алгоритмiв на основi запропонованого апарату, дослiдженням їх об-
числювальної ефективностi, а також узагальненням пiдходу на багатовимiрнi
випадки та бiльш загальнi класи функцiй.
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Lomaha M. M., Hlebena O. V., Herych M. S., Chubyrka V. V. The ap-
paratus of nonclassical majorants and Newton diagrams for functions of a complex
variable.

This paper presents the construction of the framework of nonclassical majorants and
Newton diagrams for continuous functions of a complex variable defined on a closed convex
domain. A geometric approach to the analysis of the modulus of a complex function is
proposed, based on embedding the problem into three-dimensional space and constructing
the convex hull of a corresponding set of points. The concepts of the Newton diagram
and the Newton majorant for a complex function are introduced, and their fundamental
properties are investigated. Numerical characteristics, including slopes and deviations, are
defined and analyzed. The applicability of the proposed framework to the development
of numerical algorithms for determining extremal values of a function is demonstrated.
Potential applications in numerical analysis, optimization, and computer modeling are also
discussed.

Keywords: complex function, Newton diagram, Newton majorant, numerical analysis,
convex hull, optimization.
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