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СТIЙКIСТЬ ТИПУ ISS ДЛЯ ГЛОБАЛЬНОГО АТРАКТОРА
ПАРАБОЛIЧНОГО ВКЛЮЧЕННЯ ВIДНОСНО ЗБУРЕННЯ

КРАЙОВИХ УМОВ

Дослiджується якiсна поведiнка розв’язкiв нескiнченновимiрного еволюцiйного вклю-
чення параболiчного типу з лiпшицевою багатозначною правою частиною за наявно-
стi неавтономних збурень 𝑑(𝑡) на границi просторової областi. У незбуреному випадку
(𝑑 ≡ 0) така задача у фазовому просторi 𝐿2 породжує багатозначну дисипативну на-
пiвгрупу, що має нетривiальну компактну рiвномiрно-притягуючу множину - глобаль-
ний атрактор. Дослiджується стiйкiсть такого атрактору щодо збурень 𝑑(𝑡) шляхом
одержання робастної оцiнки типу ISS, яка характеризує вiдхилення траекторiй збуре-
ної системи вiд атрактора. Данi дослiдження є продовженням результатiв роботи [1],
де була встановленя асимптотична оцiнка типу AG. Зараз за рахунок умови Лiпшиця
одержується бiльш точна оцiнка типу ISS.

Ключовi слова: стiйкiсть, параболiчнi включення, глобальний аторактор, збурення,
крайовi умови.

1. Вступ. Важливу роль при вивченнi якiсної поведiнки траекторiй не-
скiнченновимiрних динамiчних систем вiдiграє поняття глобального атрактору
- компактної iнварiантної рiвномiрно притягуючої пiдмножини фазового про-
стору [2]. В системах, для яких природною є неєдинiсть розвязку початкової
задачi, вивчають глобальний атрактор вiдповiдної багатозначної напiвгрупи
(multi-valued semiflow) [3–7]. Зокрема, в роботах [4, 5] було доведено iснування
глобального атрактору у фазовому просторi 𝐿2 для параболiчного включення,
а також дослiджено його залежнiсть вiд параметру. Вичерпну вiдповiдь на пи-
тання про залежнiсть глобально притягуючих множин динамiчних систем вiд
збурень можна одержати в рамках теорiї стiйкостi вiд входу до стану ISS [8–11]
Для глобальних атракторiв вiдповiднi результати були одержанi в [12–14], що
дозволило одержувати оцiнки типу ISS

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞)

та AG
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lim
𝑡→∞

‖𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑)‖Θ ≤ 𝛾(‖𝑑‖∞)

для широких класiв еволюцiйних процесiв з атрактором Θ, що описуються ве-
ктором стану 𝑦(𝑡, 𝑦0, 𝑑) зi збуреннями правої частини 𝑑(𝑡). Стiйкiсть атрактору
вiдносно збурень в крайових умовах вивчалась в [1, 15]. Зокрема, для пара-
болiчного включення з напiвнеперервною зверху правою частиною в [1] була
одержана оцiнка типу 𝐴𝐺 методами теорiї рiвномiрних атракторiв багатозна-
чних неавтономних систем. В данiй роботi для лiпшицевої правої частини ми
одержуємо бiльш точну оцiнку 𝐼𝑆𝑆, використовуючи метод функцiй Ляпунова
i результати роботи [14]

2. Постановка задачi. Розглянемо наступну початково-крайову задачу
вiдносно невiдомої функцiї 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄 = (0,+∞)× (0, 𝑙)⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝑦(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

− 𝜕2𝑦(𝑡,𝑥)
𝜕𝑥2

∈ 𝑓(𝑦(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥),

𝑦|𝑥=0 = 𝑑1(𝑡), 𝑦|𝑥=𝑙 = 𝑑2(𝑡),

𝑦|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥),

(1)

де 𝑦0 належать фазовому простору 𝑋 = 𝐿2(0, 𝑙), норму в якому будемо познача-
ти ‖·‖, збурення 𝑑 := {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} належать простору 𝐿∞(0,+∞;𝑋)×𝐿∞(0,+∞)×
𝐿∞(0,+∞), многозначне вiдображення 𝑓 : R → 2R є опуклозначним, компактно-
значним i лiпшицевим, тобто

∃𝐿 > 0, ∀𝑢, 𝑣 ∈ R 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)) ≤ 𝐿 |𝑢− 𝑣| , (2)

де
𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐴1, 𝐴2) = 𝑠𝑢𝑝

𝜉1∈𝐴1

𝑖𝑛𝑓
𝜉2∈𝐴2

|𝜉1 − 𝜉2| .

Вiдомо [4] , що за додаткової умови дисипативностi

∀𝑠 ∈ R ∀𝜉 ∈ 𝑓(𝑠) 𝜉 · 𝑠 ≤ 𝜆𝑠2 + 𝐶, (3)

де 𝐶 > 0, 𝜆 ∈ (0, 𝜋
2

𝑙2
), слабкi розв’язки (див. Oзначення 1) незбуреної задачi (1)

(𝑑 ≡ 0) породжують багатозначну напiвгрупу 𝑉 : R+ ×𝑋 → 2𝑋 , для якої iснує
глобальний атрактор Θ ⊂ 𝑋.

Метою даної роботи є доведення робастної оцiнки

∀𝑡 ≥ 0 ‖𝑦𝑑(𝑡, 𝑦0)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ , 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (4)

де 𝑦𝑑 - розв’язок (1), ‖𝑦‖Θ = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑦,Θ), ‖·‖∞ - норма в 𝐿∞, 𝛽 ∈ 𝐾𝐿, 𝛾 ∈ 𝐾,

𝐾 = {𝛾 : R+ → R+, 𝛾(0) = 0, 𝛾 − неперервна, зростаюча},

𝐾𝐿 = {𝛽 : R+ × R+ → R+, неперервна, 𝛽(·, 𝑡) ∈ 𝐾, 𝛽(𝑠, ·) спадна до 0}.

3. Oсновний результат. Розв’язнiсть (1) на 𝑄𝑇 = (0, 𝑇 ) × (0, 𝑙) будемо
розумiти в сенсi наступного означення

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 1. Функцiя 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥) є розв’язком (1) на (0, 𝑇 ) якщо 𝑦 = 𝑣+𝜔,
де 𝜔 = 𝜔(𝑡, 𝑥) - розв’язок⎧⎪⎨⎪⎩

𝛿𝜔(𝑡,𝑥)
𝛿𝑡

− 𝛿2𝜔(𝑡,𝑥)
𝛿𝑥2

= 0,

𝜔|𝑥=0 = 𝑑1(𝑡), 𝜔|𝑥=𝑙 = 𝑑2(𝑡),

𝜔|𝑡=0 = 0,

(5)

𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥)− розв’язок⎧⎪⎨⎪⎩
𝛿𝑣(𝑡,𝑥)
𝛿𝑡

− 𝛿2𝑣(𝑡,𝑥)
𝛿𝑥2

∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡.𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥),

𝑣|𝑥=0 = 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥).

(6)

Вiдомо [16], що якщо 𝑑1, 𝑑2 обмеженi, абсолютно неперервнi, 𝑑1(0) = 𝑑2(0) =
0, i 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐿∞(R+), то задача (5) має єдиний розв’язок, причому

‖𝜔‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑥{‖𝑑1‖∞ , ‖𝑑2‖∞} (7)

Оскiльки лiпшицеве многозначне вiдображення є напiвнеперервним зверху, то
справедлива наступна

Лема 1. [1] Для всiх 𝑇 > 0, 𝑦0 ∈ 𝑋, ℎ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑋), 𝜔 ∈ 𝐿∞(𝑄𝑇 )
задача (6) має розв’язок на (0, 𝑇 ), i кожен розв’язок (6) задовольняє для всiх
0 ≤ 𝜏 < 𝑡 ≤ 𝑇 оцiнки

‖𝑣(𝑡)‖2 ≤ ‖𝑣(𝜏)‖2 𝑒−𝛿(𝑡−𝜏)) + 𝐶1(1 +

∫︁ 𝑡

𝜏

‖ℎ(𝑠)‖2 𝑒−𝛿(𝑡−𝑠)𝑑𝑠), (8)

‖𝑣(𝑡)‖2 + 𝛼

∫︁ 𝑡

𝜏

‖𝑣(𝑠)‖2𝐻1
0
𝑑𝑠 ≤ ‖𝑣(𝜏)‖2 + 𝐶2

∫︁ 𝑡

𝜏

(1 + ‖ℎ(𝑠)‖2)𝑑𝑠, (9)

де доданi константи 𝛿, 𝐶1, 𝛼, 𝐶2 залежать лише вiд ‖𝜔‖∞.

Лема 1 означає, що задача (6) є розв’язною на [0,∞).

Зауваження 1. Розв’язок (6) ми розумiємо в слабкому сенсi, тобто 𝑣 ∈
𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻1

0 (0, 𝑙)), 𝑣|𝑡=0 = 𝑦0, i iснує функцiя 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ) така, що ∀𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (0, 𝑙),

∀𝜃 ∈ 𝐶∞
0 (0, 𝑇 )

−
∫︁ 𝑇

0

(𝑣(𝑡), 𝜂)𝜃𝑡𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0

(𝑣𝑥(𝑡), 𝜂𝑥)𝜃𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

(𝑔(𝑡) + ℎ(𝑡), 𝜂))𝜃𝑑𝑡, (10)

𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) м. с. на 𝑄𝑇 . (11)

В силу (10) 𝜕𝑣
𝜕𝑡

∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻−1(0, 𝑙)), отже функцiя [0, 𝑇 ] ∋ 𝑡 → 𝑣(𝑡) ∈ 𝑋 є
абсолютно неперервною i умова 𝑣|𝑡=0 = 𝑦0 має сенс.

Покладемо для кожних 𝜔 ∈ 𝐿∞(𝑄), ℎ ∈ 𝐿∞(0,+∞;𝑋), 𝜏 ≥ 0, 𝑦𝜏 ∈ 𝑋

𝑉{𝜔,ℎ}(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜏 ) = {𝑦(𝑡) | 𝑦(·)− розв’язок (6) на [𝜏,+∞) (12)

з початковим даним 𝑦(𝜏) = 𝑦𝜏 та правою частиною 𝑓(𝑣 + 𝜔) + ℎ}.
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Тодi 𝑉{0,0}(𝑡, 0, 𝑦0) = 𝑉 (𝑡, 𝑦0) - це багатозначна напiвгрупа, породжена незбу-
реною задачею (1) i виконуються умови:

𝑉{𝜔,ℎ}(𝜏, 𝜏, 𝑦𝜏 ) = 𝑦𝜏 , ∀𝜏 ≥ 0,∀𝑦𝜏 ∈ 𝑋

𝑉{𝜔,ℎ}(𝑡, 𝑠, 𝑉{𝜔,ℎ}(𝑠, 𝜏, 𝑦𝜏 )) = 𝑉{𝜔,ℎ}(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜏 ), ∀𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 𝜏

𝑉{𝜔,ℎ}(𝑡+ 𝑝, 𝜏 + 𝑝, 𝑦𝜏 ) = 𝑉{𝜔(·+𝑝),ℎ(·+𝑝)}(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜏 ).

Таким чином 𝑉{𝜔,ℎ} є сiм’єю багатозначних процесiв. Крiм того для 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2}
формула

𝑆𝑑(𝑡, 𝑦0) = 𝑉{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0) + 𝜔(𝑡), (13)

де 𝜔− розв’язок (5), охоплює всi розв’язки (1) в сенсi Означення 1.
Основним iнструментом для вивводу ISS оцiнки (4) буде слугувати насту-

пний результат.

Лема 2. [14] Нехай є сiм’я багатозначних напiвпроцесiв {𝑉𝜎}𝜎∈Σ, Σ -
трансляцiйно -iнварiантна, 0 ∈ Σ, i нехай багатозначна напiвгрупа 𝑉0 має
стiйкий глобальний атрактор Θ.

Нехай iснує неперервна функцiя 𝑐 : R+ → R+, така, що ∀𝑟 > 0, ∀𝑡 ≥ 0⃦⃦
𝑦01
⃦⃦
≤ 𝑟,

⃦⃦
𝑦02
⃦⃦
≤ 𝑟 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑉0(𝑡, 0, 𝑦1), 𝑉0(𝑡, 0, 𝑦2)) ≤ 𝑒𝑐(𝑟)·𝑡 ‖𝑦1 − 𝑦2‖ . (14)

Також нехай iснують 𝛼 ∈ 𝐾 i неперервна 𝜂 : R+ × R+ → R+ такi, що ∀𝑟 > 0,
𝑙𝑖𝑚
𝑡→0+

𝜂(𝑟,𝑡)
𝑡

<∞ i для ∀𝑡 ∈ [0, 1]

‖𝜎‖∞ ≤ 𝑟, ‖𝑦‖∞ ≤ 𝑟 ⇒ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑉𝜎(𝑡, 0, 𝑦), 𝑉0(𝑡, 0, 𝑦)) ≤ 𝜂(𝑟, 𝑡) · 𝛼(‖𝜎‖∞) (15)

Крiм того, нехай ∀𝑟 > 0 множина⋃︁
𝑡≥0

⋃︁
‖𝜎‖∞≤𝑟

⋃︁
‖𝑦‖≤𝑟

𝑉𝜎(𝑡, 0, 𝑦) (16)

є обмеженою.
Тодi {𝑉𝜎}𝜎∈Σ має локальну властивiсть 𝐼𝑆𝑆 вiдносно Θ, тобто ∃𝑟 > 0, ∃𝛽 ∈

𝐾𝐿, ∃𝛾 ∈ 𝐾 такi, що ‖𝑦‖Θ ≤ 𝑟, ‖𝜎‖∞ ≤ 𝑟 ⇒ ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑉𝜎(𝑡, 0, 𝑦)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝜎‖∞). (17)

Основним результатом роботи є наступна теорема щодо якiсної поведiнки
траекторiй в просторi 𝑋 = 𝐿2(0, 𝑙)

Теорема 1. Нехай для задачi (1) багатозначне вiдображення 𝑓 задоволь-
няє умови (2) i (3), а збурення 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} задовольняє: ℎ ∈ 𝐿∞((0,∞), 𝑋),
𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐿∞(R+), 𝑑1, 𝑑2 - абсолютно неперервнi, 𝑑1(0) = 𝑑2(0) = 0, 𝑑1, 𝑑2 ∈
𝐿∞(R+).

Нехай Θ - глобальний атрактoр незбуреної задачi (1). Тодi ∃𝑟 > 0, ∃𝛽 ∈
𝐾𝐿, ∃𝛾 ∈ 𝐾 такi, що для розв’язку 𝑦𝑑 = 𝑦𝑑(𝑡, 𝑦0) задачi (1) в сенсi Означення
1 справедливо: ‖𝑑‖∞ ≤ 𝑟, ‖𝑦0‖ ≤ 𝑟 ⇒ ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑦𝑑(𝑡, 𝑦)‖Θ ≤ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞). (18)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Нехай 𝑑 = {ℎ, 𝑑1, 𝑑2} - збурення, 𝜎 = {𝜔, ℎ}, де 𝜔 - розв’язок
(5) з крайовими умовами 𝑑1, 𝑑2. Якщо ми доведемо оцiнку (17), то в силу (13)
для 𝑦𝑑(𝑡, 𝑦0) ∈ 𝑆𝑑(𝑡, 𝑦0)

‖𝑦𝑑(𝑡, 𝑦0)‖Θ = inf
𝜉∈Θ

‖𝑦𝑑(𝑡, 𝑦0)− 𝜉‖ ≤ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑆𝑑(𝑡, 𝑦0),Θ) =

= sup
𝑧∈𝑆𝑑(𝑡,𝑦0)

inf
𝜉∈Θ

‖𝑧 − 𝜉‖ = sup
𝑧=𝜙+𝜔(𝑡),𝜙∈𝑉𝜎(𝑡,0,𝑦0)

inf
𝜉∈Θ

‖𝑧 − 𝜉‖ ≤

≤ sup
𝜙∈𝑉𝜎(𝑡,0,𝑦0)

inf
𝜉∈Θ

‖𝜙− 𝜉‖+ ‖𝜔(𝑡)‖ ≤ ‖𝑉𝜎(𝑡, 0, 𝑦0)‖Θ +
√
𝑙 · ‖𝜔‖∞

Таким чином, якщо ми доведемо (17) з функiями
∼
𝛽, ∼
𝛾, то (18) буде виконано з

з функцiми 𝛽 =
∼
𝛽, 𝛾 =

∼
𝛾(𝑠) +

√
𝑙 · 𝑠.

Превiримо виконання умов (14)- (16) з Леми 2. Для перевiрки (14) розгля-
немо задачу (6) з 𝜔 ≡ 0, ℎ ≡ 0 i початковим даним 𝑦

(1)
0 . Нехай 𝑣1 - будь-який

розв’язок цiєї задачi (тобто 𝑣1(𝑡) ∈ 𝑉{0,0}(𝑡, 0, 𝑦
(1)
0 ), 𝑡 ≥ 0).

Тодi 𝑣1 = 𝑣1(𝑡, 𝑥) задовольняє (10), (11) з деякою функцiєю 𝑔1 ∈ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(𝑄),

𝑔1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣1(𝑡, 𝑥)).
Оскiльки 𝑓 : R → 2R опуклозначна компактнозначна i лiпшицева, то ∀𝑠 ∈ R

𝑓(𝑠) = [𝑓(𝑠), 𝑓(𝑠)],

де 𝑓, 𝑓 : R → R - лiпшицевi функцiї з константою Лiпшиця 𝐿. Тодi 𝑔1(𝑡, 𝑥) =

𝛼(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑣1(𝑡, 𝑥)) + (1− 𝛼(𝑡, 𝑥))𝑓(𝑣1(𝑡, 𝑥)), 𝛼(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 1).
Покладемо 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝛼(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑣) + (1 − 𝛼(𝑡, 𝑥))𝑓(𝑣) i нехай 𝑣2 = 𝑣2(𝑡, 𝑥) -

слабкий розв’язок початково-крайової задачi⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

− 𝜕2𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑥2

= 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣(𝑡, 𝑥))),

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦
(2)
0 (𝑥).

(19)

Оскiльки 𝛼(𝑡, 𝑥) - вимiрна i обмежена, то 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) - функцiя типу Каратеодорi,
отже iснування розв’язку (19) випливає iз [17]. Тодi 𝑣2 задовольняє (10) (11) з
𝑔2(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣2(𝑡, 𝑥)).

Отже 𝑣2(𝑡) ∈ 𝑉{0,0}(𝑡, 0, 𝑦
(2)
0 ) i для рiзницi 𝑣1 − 𝑣2 маємо: для м. в. 𝑡 > 0

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2 + ‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2𝐻1

0
≤

≤ ‖𝑔1(𝑡)− 𝑔2(𝑡)‖ · ‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖ ≤ [

𝑙∫︁
0

|𝛼(𝑡, 𝑥)𝐿(𝑣1(𝑡, 𝑥)− 𝑣2(𝑡, 𝑥))+

+(1− 𝛼(𝑡, 𝑥))𝐿(𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))|2]
1
2𝑑𝑥‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)‖ ≤ 𝐿‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)‖2.

Звiдси в силу абсолютної непервностi 𝑡→ 𝑣(𝑡) в 𝑋 i Леми Гронуола одержуємо,
що ∀𝑡 ≥ 0

‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2 ≤ ‖𝑦(1)0 − 𝑦
(2)
0 ‖2𝑒2𝐿𝑡.
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Звiдси виводимо (14) з 𝑐(𝑟) = 𝐿.
Перевiримо (15). Нехай для заданих 𝜔 ∈ 𝐿∞(𝑄), ℎ ∈ 𝐿∞(0,∞;𝑋) функцiя

𝑣1 = 𝑣1(𝑡, 𝑥) - будь-який розв’язок задачi (6) (тобто 𝑣1(𝑡) ∈ 𝑉{𝜔,ℎ}(𝑡, 0, 𝑦0), 𝑡 ≥ 0).
Тодi 𝑣1(𝑡, 𝑥) задовольняє (10), (11) з деякою функцiєю 𝑔1 ∈ 𝐿2

𝑙𝑜𝑐(𝑄) ,

𝑔1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑓(𝑣1(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥) для м.в. (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄.

Отже, з деякою вимiрною 𝛼(𝑡, 𝑥) ∈ (0, 1) виконується

𝑔1(𝑡, 𝑥) = 𝛼(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑣1(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + (1− 𝛼(𝑡, 𝑥))𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)) + ℎ(𝑡, 𝑥).

Покладемо 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣) = 𝛼(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥))+(1−𝛼(𝑡, 𝑥))𝑓(𝑣(𝑡, 𝑥)) i нехай 𝑣2 = 𝑣2(𝑡, 𝑥)
- розв’язок задачi ⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

− 𝜕2𝑣(𝑡,𝑥)
𝜕𝑥2

= 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣(𝑡, 𝑥))),

𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=𝑙 = 0,

𝑣|𝑡=0 = 𝑦0(𝑥).

(20)

Тодi 𝑣2 задовольняє (10), (11) з 𝜔 ≡ 0, ℎ ≡ 0, 𝑔2(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣2(𝑡, 𝑥)). Отже
𝑣2(𝑡) ∈ 𝑉{0,0}(𝑡, 0, 𝑦0)) i для рiзницi 𝑣1 − 𝑣2 маємо :

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2 + ‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2𝐻1

0
≤

≤
𝑙∫︁

0

(𝐿(𝑣1(𝑡, 𝑥) + 𝜔(𝑡, 𝑥)− 𝑣2(𝑡, 𝑥)) + |ℎ(𝑡, 𝑥)|)|𝑣1(𝑡, 𝑥)− 𝑣2(𝑡, 𝑥)|𝑑𝑥 ≤

≤ 𝐿‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2 + 𝐿‖𝜔‖∞
√
𝑙‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖+ ‖ℎ(𝑡)‖‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖.

Тодi для всiх 𝑡 ∈ [0, 1]

‖𝑣1(𝑡)−𝑣2(𝑡))‖2 ≤ 2𝐿

𝑡∫︁
0

‖𝑣1(𝑠)−𝑣2(𝑠))‖2𝑑𝑠+2𝑡(𝐿‖𝜔‖∞
√
𝑒+‖ℎ‖∞)max

𝑠∈[0,1]
‖𝑣1(𝑡)−𝑣2(𝑡))‖.

Тодi з нерiвностi Гронуола одержуємо: ∀𝑡 ∈ [0, 1]

‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖2 ≤ 2𝑡(𝐿‖𝜔‖∞
√
𝑙 + ‖ℎ‖∞)max

𝑠∈[0,𝑙]
‖𝑣1(𝑠)− 𝑣2(𝑠))‖𝑒2𝐿𝑡.

Отже ∀𝑡 ∈ [0, 1]

‖𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡))‖ ≤ 2(𝐿‖𝜔‖∞
√
𝑙 + ‖ℎ‖∞)𝑡𝑒2𝐿𝑡,

звiдки одержуємо (15) з 𝜂(𝑟, 𝑡) = 2𝑚𝑎𝑥{𝐿
√
𝑙, 1}𝑡𝑒2𝑙𝑡, 𝛼(𝑝) = 𝑝. Оцiнка (16) є

прямим наслiдком оцiнки (8). Теорему доведено.
4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй ро-

ботi дослiджено якiсну поведiнку розв’язкiв нескiнченновимiрного еволюцiйно-
го включення параболiчного типу з лiпшицевою багатозначною правою части-
ною за наявностi неавтономних збурень 𝑑(𝑡) на границi просторової областi.
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У незбуреному випадку (𝑑 ≡ 0) така задача у фазовому просторi 𝐿2 поро-
джує багатозначну дисипативну напiвгрупу, що має нетривiальну компактну
рiвномiрно-притягуючу множину - глобальний атрактор. Розвиваючи результа-
ти роботи [1], в якiй була встановлена асимптотична оцiнка типу AG, в данiй ро-
ботi за рахунок умови Лiпшиця на многозначну праву частину отримано бiльш
точну робастну оцiнку типу ISS, що характеризує вiдхилення траекторiй збуре-
ної системи вiд атрактора незбуреної задачi. Запропонована методологiя може
бути в подальшому використана для оцiнки вiдхилення траєкторiй вiд атра-
кторiв для широких класiв еволюцiйних задач, зокрема параболiчних систем,
якi характеризуються наявнiстю неавтономних збурень на границi просторової
областi.
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Kapustyan O. V., Krasnieieva A. O., Zhuk T. Y. Stability of ISS type for
global attractor of parabolic inclusion with respect to boundary disturbances.

Abstract We study the qualitative behavior of solutions to an infinite-dimensional evo-
lutionary inclusion of parabolic type with a Lipschitz multivalued right-hand side in the
presence of non-autonomous disturbances 𝑑(𝑡) at the boundary of the spatial domain. In
the unperturbed case (𝑑 ≡ 0), such a problem generates a multivalued dissipative semi-
group in the phase space 𝐿2, which possesses a nontrivial compact uniformly attracting set
— the global attractor. The stability of this attractor with respect to disturbances 𝑑(𝑡) is
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investigated by deriving a robust ISS-type estimate characterizing the deviation of trajec-
tories of the perturbed system from the attractor. The present study continues the results
of work (1), where an asymptotic AG-type estimate was established. Here, by exploiting
the Lipschitz condition, a more precise ISS-type estimate is obtained.

Keywords: stability, parabolic inclusions, global attractor, disturbances, boundary con-
ditions.
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