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СЕКТОРIАЛЬНI БЛОК-ДIАГОНАЛЬНI ОПЕРАТОРИ В
ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯННЯХ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

У роботi розглянуто операторне сiмейство 𝑇 (𝑡) = 𝑒−𝑡
√
𝐴, 𝑡 ≥ 0, що виникає при

дослiдженнi стiйкої компоненти розв’язкiв абстрактної задачi Кошi другого порядку
𝑥′′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) у банахових просторах. Припускається, що оператор 𝐴 є секторiальним
блок-дiагональним оператором на ℓ𝑝-сумi скiнченновимiрних просторiв. Для функцiї
𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑡

√
𝑧 одержано оцiнку похiдних через формулу Фаа дi Бруно i полiноми Белла.

Це дозволяє встановити поблочну та глобальну оцiнку. Показано, що в нескiнченно-
вимiрному випадку глобальна експоненцiальна стiйкiсть може порушуватись. Також
видiлено достатнi умови, за яких має мiсце оцiнка типу

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
≤ 𝑀𝑒−𝛼𝑡.

Ключовi слова: секторiальний оператор, блок-дiагональний оператор, експоненцi-
альна стiйкiсть, формула Фаа дi Бруно, полiноми Белла.

1. Вступ. Розглянемо абстрактну задачу Кошi другого порядку

𝑥′′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝐴 — лiнiйний оператор у банаховому просторi 𝑋. При дослiдженнi спа-
дної, тобто стiйкої, компоненти розв’язку виникає операторне сiмейство 𝑇 (𝑡) =
𝑒−𝑡

√
𝐴, 𝑡 ≥ 0. Секторiальнi оператори та пов’язане з ними голоморфне функцiо-

нальне числення залишаються важливою частиною сучасного функцiонально-
го аналiзу, оскiльки дають змогу будувати операторнi функцiї, придатнi для
спектрального аналiзу та еволюцiйних задач у банахових просторах [5]. За-
стосування секторiальних i близьких до них операторiв продовжують активно
вивчатися i в сучасних моделях для операторно-диференцiальних та iнтегро-
диференцiальних рiвнянь у банахових просторах [6,7]. Окремий iнтерес станов-
лять також абстрактнi задачi другого порядку, де питання коректної розв’язностi
та поведiнки розв’язкiв розглядаються в рiзних функцiонально-аналiтичних по-
становках [8]. Класичнi монографiї [1–3] залишаються базовими для цього на-
пряму, однак сучаснi працi показують, що тематика секторiальних операторiв
та еволюцiйних рiвнянь зберiгає актуальнiсть.

Саме секторiальнiсть оператора 𝐴 є природним припущенням для нашої за-
дачi. Вона забезпечує включення спектра в сектор, який не перетинає вiд’ємну
дiйсну пiввiсь, а тому функцiя 𝑧 ↦→

√
𝑧 може бути задана аналiтично на обла-

стi, що мiстить 𝜎(𝐴) [1, 2]. Для кожного спектрального параметра 𝜆𝑘 корiнь
𝜇𝑘 =

√
𝜆𝑘 надалi обирається так, щоб його дiйсна частина була додатною, тобто

ℜ𝜇𝑘 > 0. Саме ця умова додатностi вiдповiдає стiйкiй компонентi розв’язку i
приводить до спадання множника 𝑒−𝑡𝜇𝑘 .

У цiй роботi розглядається блок-дiагональний оператор на ℓ𝑝-сумi скiнчен-
новимiрних просторiв. Такий спецiальний, але конструктивний клас операторiв
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дає змогу отримати явнi оцiнки для норми
⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
, якi безпосередньо вiдобра-

жають внесок спектральних параметрiв i жорданової структури окремих бло-
кiв. На вiдмiну вiд бiльш загальних абстрактних пiдходiв, у блок-дiагональному
випадку можна простежити, як локальнi оцiнки на жорданових клiтинах пере-
ходять у глобальнi оцiнки для всього оператора. Далi ми оцiнюємо похiднi фун-
кцiї 𝑒−𝑡

√
𝑧 за допомогою формули Фаа дi Бруно i полiномiв Белла [4], одержує-

мо поблочнi та глобальнi оцiнки, будуємо нескiнченновимiрний контрприклад i
формулюємо достатнi умови глобальної стiйкостi.

2. Постановка задачi. Нехай

𝑋 =
(︁⨁︁
𝑘≥1

𝑋𝑘

)︁
ℓ𝑝
, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,

де 𝑋𝑘
∼= C𝑚𝑘 — скiнченновимiрнi простори. Розглядатимемо оператор 𝐴 =

diag(𝐴1, 𝐴2, . . . ) на просторi 𝑋. Припускаємо, що кожен блок 𝐴𝑘 подiбний до
жорданової матрицi 𝐴𝑘 = 𝑉𝑘𝐽𝑘𝑉

−1
𝑘 , де 𝐽𝑘 = 𝜆𝑘𝐼 + 𝑁𝑘, 𝑁

𝑚𝑘
𝑘 = 0 при 𝜆𝑘 ∈

C ∖ (−∞, 0]. Далi всюди використовуємо головну гiлку кореня, тобто 𝜇𝑘 =√
𝜆𝑘,Re𝜇𝑘 > 0, Для оператора подiбностi покладемо

𝜅𝑝(𝑉𝑘) = ‖𝑉𝑘‖𝑝
⃦⃦
𝑉 −1
𝑘

⃦⃦
𝑝
.

Для аналiтичної в околi спектра функцiї 𝑓 маємо поблочне представлення

𝑓(𝐴) = diag(𝑓(𝐴1), 𝑓(𝐴2), . . . ), ‖𝑓(𝐴)‖𝑋→𝑋 = sup
𝑘≥1

‖𝑓(𝐴𝑘)‖𝑋𝑘→𝑋𝑘
. (1)

Тому для 𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑡
√
𝑧 задача зводиться до оцiнок на окремих жорданових

блоках. Далi ми будемо систематично використовувати тейлорiвський розклад
на блоцi

𝑓(𝐽𝑘) =

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑓 (𝑗)(𝜆𝑘)

𝑗!
𝑁 𝑗
𝑘 . (2)

3. Структура похiдних функцiї 𝑒−𝑡
√
𝑧. Покладемо

𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑡
√
𝑧 = ℎ(𝑔(𝑧)), ℎ(𝑢) = 𝑒−𝑡𝑢, 𝑔(𝑧) =

√
𝑧.

У означеннi 𝑔 використовується головна гiлка кореня, така, для якої Re
√
𝑧 > 0

при 𝑧 ∈ C ∖ (−∞, 0]. Опишемо структуру похiдних 𝑓 (𝑗).

Лема 1. Для кожного 𝑗 ≥ 1 iснують невiд’ємнi коефiцiєнти 𝑎𝑗,𝑠, 𝑠 =

𝑗, . . . , 2𝑗 − 1, такi, що для довiльного 𝜆 ∈ C ∖ (−∞, 0], 𝜇 =
√
𝜆 i 𝑡 ≥ 0 вико-

нується оцiнка
|𝑓 (𝑗)(𝜆)|

𝑗!
≤ 𝑒−𝑡Re𝜇

2𝑗−1∑︁
𝑠=𝑗

𝑎𝑗,𝑠 𝑡
2𝑗−𝑠|𝜇|−𝑠. (3)

Тобто для кожного 𝑗 iснує полiном 𝑃𝑗(𝑡, |𝜇|−1) з невiд’ємними коефiцiєнтами
та степенями 𝑡 вiд 1 до 𝑗, для якого

|𝑓 (𝑗)(𝜆)|
𝑗!

≤ 𝑒−𝑡Re𝜇𝑃𝑗(𝑡, |𝜇|−1). (4)
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Доведення. За формулою Фаа дi Бруно [4, Ch. III] маємо

𝑓 (𝑗)(𝜆) =

𝑗∑︁
𝑚=1

ℎ(𝑚)(𝑔(𝜆))𝐵𝑗,𝑚

(︀
𝑔′(𝜆), 𝑔′′(𝜆), . . . , 𝑔(𝑗−𝑚+1)(𝜆)

)︀
, (5)

де 𝐵𝑗,𝑚 — частковi полiноми Белла [4]. Для функцiї ℎ маємо ℎ(𝑚)(𝑢) = (−𝑡)𝑚𝑒−𝑡𝑢,
а для 𝑔(𝑧) =

√
𝑧 при 𝑟 ≥ 1

𝑔(𝑟)(𝜆) =
(−1)𝑟−1(2𝑟 − 3)!!

2𝑟
𝜆

1
2
−𝑟.

Позначимо 𝜇 =
√
𝜆. Тодi

|ℎ(𝑚)(𝑔(𝜆))| = 𝑡𝑚𝑒−𝑡Re𝜇, |𝑔(𝑟)(𝜆)| = (2𝑟 − 3)!!

2𝑟|𝜇|2𝑟−1
.

Розпишеимо (5) у виглядi:

|𝑓 (𝑗)(𝜆)|
𝑗!

≤ 𝑒−𝑡Re𝜇

𝑗∑︁
𝑚=1

𝑡𝑚
∑︁

𝑘1+···+𝑘𝑗−𝑚+1=𝑚
𝑘1+2𝑘2+···+(𝑗−𝑚+1)𝑘𝑗−𝑚+1=𝑗

𝑗−𝑚+1∏︁
𝑟=1

(︂
|𝑔(𝑟)(𝜆)|

𝑟!

)︂𝑘𝑟
. (6)

Кожний доданок у (6) має вигляд

𝑐𝑗,𝑚,(𝑘𝑟) 𝑡
𝑚|𝜇|−(2𝑗−𝑚)𝑒−𝑡Re𝜇,

де 𝑐𝑗,𝑚,(𝑘𝑟) ≥ 0 залежить лише вiд комбiнаторних коефiцiєнтiв полiномiв Белла
та чисел (2𝑟 − 3)!!/(2𝑟𝑟!). Якщо покласти 𝑠 = 2𝑗 −𝑚, то при 𝑚 = 1, . . . , 𝑗 одер-
жуємо 𝑠 = 𝑗, . . . , 2𝑗−1. Пiсля групування всiх доданкiв з однаковими степенями
𝑡 та |𝜇|−1 дiстаємо оцiнку

|𝑓 (𝑗)(𝜆)|
𝑗!

≤ 𝑒−𝑡Re𝜇

2𝑗−1∑︁
𝑠=𝑗

𝑎𝑗,𝑠 𝑡
2𝑗−𝑠|𝜇|−𝑠,

де 𝑎𝑗,𝑠 ≥ 0. Це i є формула (3). Позначивши праву частину через

𝑒−𝑡Re𝜇𝑃𝑗(𝑡, |𝜇|−1),

одержуємо (4).
Для перших похiдних одержуємо явнi оцiнки

|𝑓(𝜆)|
0!

= 𝑒−𝑡Re𝜇,
|𝑓 ′(𝜆)|
1!

≤ 𝑡

2|𝜇|
𝑒−𝑡Re𝜇,

|𝑓 ′′(𝜆)|
2!

≤
(︂

𝑡2

8|𝜇|2
+

𝑡

8|𝜇|3

)︂
𝑒−𝑡Re𝜇

Отже, початок полiнома 𝑄𝑚𝑘−1 має вигляд

𝑄𝑚𝑘−1(𝑡; |𝜇𝑘|−1) = 1 +
𝑡

2|𝜇𝑘|
+

(︂
𝑡2

8|𝜇𝑘|2
+

𝑡

8|𝜇𝑘|3

)︂
+ . . . ,

де ряд обривається на степенi 𝑗 = 𝑚𝑘 − 1.
4. Оцiнка на жордановому блоцi. З тейлорiвського розкладу (2) та

леми 1 випливає наступний результат.
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Теорема 1. Нехай 𝐽𝑘 = 𝜆𝑘𝐼 +𝑁𝑘, де 𝑁𝑚𝑘
𝑘 = 0. Тодi для кожного 𝑡 ≥ 0⃦⃦⃦

𝑒−𝑡
√
𝐽𝑘

⃦⃦⃦
𝑝
≤ 𝑒−𝑡Re𝜇𝑘𝑄𝑚𝑘−1(𝑡; |𝜇𝑘|−1),

де

𝑄𝑚𝑘−1(𝑡; |𝜇𝑘|−1) =

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑃𝑗(𝑡, |𝜇𝑘|−1)

є полiномом з невiд’ємними коефiцiєнтами.

Доведення. З формули (2) маємо

𝑒−𝑡
√
𝐽𝑘 =

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑓 (𝑗)(𝜆𝑘)

𝑗!
𝑁 𝑗
𝑘 .

Перейдемо до операторної норми в 𝑋𝑘
∼= C𝑚𝑘 . За нерiвнiстю трикутника

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐽𝑘

⃦⃦⃦
𝑝
≤

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑓 (𝑗)(𝜆𝑘)|
𝑗!

⃦⃦
𝑁 𝑗
𝑘

⃦⃦
𝑝
.

Для стандартної жорданової нiльпотентної клiтини 𝑁𝑘 оператор 𝑁 𝑗
𝑘 є усiченим

зсувом на 𝑗 позицiй. У базисi, в якому 𝐽𝑘 має жорданову форму, матриця 𝑁 𝑗
𝑘

мiстить одиницi лише на 𝑗-тiй наддiагоналi, а всi iншi елементи дорiвнюють
нулю, тому

⃦⃦
𝑁 𝑗
𝑘

⃦⃦
𝑝
≤ 1 для всiх 𝑗 = 0, . . . ,𝑚𝑘 − 1. Отже,

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐽𝑘

⃦⃦⃦
𝑝
≤

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝑓 (𝑗)(𝜆𝑘)|
𝑗!

.

Для 𝑗 = 0 маємо |𝑓(𝜆𝑘)| = 𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 . Для 𝑗 ≥ 1 застосовуємо лему 1, тобто

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐽𝑘

⃦⃦⃦
𝑝
≤ 𝑒−𝑡Re𝜇𝑘

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑃𝑗(𝑡, |𝜇𝑘|−1).

Залишається покласти

𝑄𝑚𝑘−1(𝑡; |𝜇𝑘|−1) =

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑃𝑗(𝑡, |𝜇𝑘|−1).

Оскiльки кожен полiном 𝑃𝑗 має невiд’ємнi коефiцiєнти, те саме виконується i
для 𝑄𝑚𝑘−1.

5. Глобальна оцiнка в скiнченновимiрному випадку. Поєднуючи (1),
подiбнiсть 𝐴𝑘 = 𝑉𝑘𝐽𝑘𝑉

−1
𝑘 та теорему 1, отримуємо⃦⃦⃦

𝑒−𝑡
√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤ sup
𝑘≥1

[︁
𝜅𝑝(𝑉𝑘)𝑒

−𝑡Re𝜇𝑘𝑄𝑚𝑘−1(𝑡; |𝜇𝑘|−1)
]︁
. (7)

Якщо кiлькiсть блокiв скiнченна, то (7) одразу дає експоненцiальну стiйкiсть.
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Припущення 1. Нехай 𝛼 = inf𝑘≥1Re𝜇𝑘 > 0. Тодi для всiх 𝑡 ≥ 0 виконує-
ться оцiнка

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤ sup
𝑘≥1

[︃
𝜅𝑝(𝑉𝑘)

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

∑︁
𝑠≥𝑗

𝑎𝑗,𝑠

(︀
𝑗

Re𝜇𝑘

)︀𝑗
𝑒−𝑗

|𝜇𝑘|𝑠

]︃
𝑒−𝛼𝑡, (8)

де для 𝑗 = 0 вiдповiдний внесок розумiється як 1.

Доведення. Iз (7) та (3) маємо

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤ sup
𝑘≥1

[︃
𝜅𝑝(𝑉𝑘)𝑒

−𝑡Re𝜇𝑘

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=0

∑︁
𝑠≥𝑗

𝑎𝑗,𝑠𝑡
2𝑗−𝑠|𝜇𝑘|−𝑠

]︃
.

Оскiльки 𝑠 ≥ 𝑗, то 2𝑗 − 𝑠 ≤ 𝑗. Тому для кожного доданка

𝑡2𝑗−𝑠𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 ≤ 𝑡𝑗𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 ≤
(︁ 𝑗

Re𝜇𝑘

)︁𝑗
𝑒−𝑗.

За означенням 𝛼 маємо 𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 ≤ 𝑒−𝛼𝑡, пiдставимо у нерiвнiсть, отримаємо(8).

Наслiдок 1. Нехай оператор 𝐴 має скiнченну кiлькiсть блокiв. Тодi iсну-
ють константи 𝑀 > 0 та 𝛼 > 0 такi, що⃦⃦⃦

𝑒−𝑡
√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀𝑒−𝛼𝑡, 𝑡 ≥ 0. (9)

Доведення. Покладемо 𝛼 = min𝑘 Re𝜇𝑘 > 0. Оскiльки число блокiв скiн-
ченне, а кожен полiном 𝑄𝑚𝑘−1 має скiнченну кiлькiсть членiв, з елементарної
оцiнки

𝑡𝑞𝑒−𝛼𝑡 ≤
(︁ 𝑞
𝛼

)︁𝑞
𝑒−𝑞, 𝑞 ≥ 0,

випливає, що кожен множник 𝑄𝑚𝑘−1(𝑡; |𝜇𝑘|−1)𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 зверху обмежується кон-
стантою, помноженою на 𝑒−𝛼𝑡. Пiсля взяття максимуму по скiнченнiй кiлькостi
блокiв дiстаємо (9).

6. Нескiнченновимiрний випадок i контрприклад. У нескiнченно-
вимiрному випадку оцiнка (7) сама по собi ще не гарантує глобальної екс-
поненцiальної стiйкостi. На вiдмiну вiд скiнченновимiрного випадку, для не-
скiнченної прямої суми блокiв принциповим стає рiвномiрний контроль вели-
чин, що входять до цiєї оцiнки; подiбна залежнiсть є типовою для операторно-
диференцiальних задач у банахових просторах [3,7]. Тому, якщо полiномнi мно-
жники, розмiри жорданових клiтин або числа обумовленостi зростають вiд бло-
ка до блока, супремум у правiй частинi (7) може бути нескiнченним.

Побудуємо контрприклад, який показує, що локальнi поблочнi оцiнки не
забезпечують глобальної оцiнки без додаткових рiвномiрних припущень. Нехай
𝑁𝑛 — нiльпотентна жорданова клiтина розмiру 𝑛 в C𝑛, а 𝑘𝑛 > 0 — числова
послiдовнiсть, що зростає. Покладемо 𝐵𝑛 = 𝑘𝑛𝑁𝑛, 𝐵 =

⨁︀∞
𝑛=1𝐵𝑛 в просторi

ℓ𝑝
(︀
C𝑛
)︀
. Для кожного фiксованого 𝑛 оператор 𝐵𝑛 є нiльпотентним, тому

𝑒𝑡𝐵𝑛 = 𝐼 + 𝑡𝐵𝑛 +
𝑡2

2!
𝐵2
𝑛 + · · ·+ 𝑡𝑛−1

(𝑛− 1)!
𝐵𝑛−1
𝑛 .
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Якщо вибрати послiдовнiсть 𝑘𝑛 → ∞ i вектор 𝑥 =
⨁︀

𝑛≥1 𝑥
(𝑛) ∈ ℓ𝑝 так, щоб норми⃦⃦

𝑥(𝑛)
⃦⃦

спадали недостатньо швидко порiвняно зi зростанням 𝑘𝑛, то для нескiн-
ченно багатьох iндексiв 𝑛 внесок блока 𝑒𝑡𝐵𝑛𝑥(𝑛) стає великим уже при малих
𝑡 > 0. Унаслiдок цього може трапитися, що 𝑒𝑡𝐵𝑥 /∈ ℓ𝑝 поза деяким обмеженим
iнтервалом значень 𝑡. Отже, сама по собi керованiсть кожного окремого блока
ще не дає єдиних глобальних констант 𝑀 та 𝛼 для всього оператора.

7. Умови експоненцiальної стiйкостi в нескiнченновимiрному ви-
падку. Щоб усунути описанi вище перешкоди, введемо природнi рiвномiрнi
умови:

inf
𝑘≥1

Re𝜇𝑘 > 0, inf
𝑘≥1

|𝜇𝑘| > 0, sup
𝑘≥1

𝑚𝑘 <∞, sup
𝑘≥1

𝜅𝑝(𝑉𝑘) <∞. (10)

Крiм того, припустимо, що для фiксованого 𝛼 ∈
(︀
0, inf𝑘≥1Re𝜇𝑘

)︀
iснує константа

𝐶𝑄 > 0 така, що для всiх 𝑘 ≥ 1

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=1

2𝑗−1∑︁
𝑠=𝑗

𝑎
(𝑘)
𝑗,𝑠 𝐶𝑗,𝑠(𝛼)|𝜇𝑘|−𝑠 ≤ 𝐶𝑄, 𝐶𝑗,𝑠(𝛼) =

(︂
2𝑗 − 𝑠

𝛼

)︂2𝑗−𝑠

𝑒−(2𝑗−𝑠).

Теорема 2. Нехай виконуються умови (10) та наведене вище припущення
з константою 𝐶𝑄. Тодi iснують константи 𝑀 > 0 та 𝛼 > 0 такi, що⃦⃦⃦

𝑒−𝑡
√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤𝑀𝑒−𝛼𝑡, 𝑡 ≥ 0. (11)

Доведення. За теоремою 1 та формулою (7) для кожного 𝑡 ≥ 0 маємо

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤ sup
𝑘≥1

[︃
𝜅𝑝(𝑉𝑘)𝑒

−𝑡Re𝜇𝑘

(︃
1 +

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=1

2𝑗−1∑︁
𝑠=𝑗

𝑎
(𝑘)
𝑗,𝑠 𝑡

2𝑗−𝑠|𝜇𝑘|−𝑠
)︃]︃

.

Оскiльки 𝛼 < inf𝑘≥1Re𝜇𝑘, то для всiх 𝑘 i 𝑡 ≥ 0 маємо 𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 ≤ 𝑒−𝛼𝑡. Тому

𝑎
(𝑘)
𝑗,𝑠 𝑡

2𝑗−𝑠|𝜇𝑘|−𝑠𝑒−𝑡Re𝜇𝑘 ≤ 𝑎
(𝑘)
𝑗,𝑠𝐶𝑗,𝑠(𝛼)|𝜇𝑘|−𝑠𝑒−𝛼𝑡.

Пiдставляючи це в попередню оцiнку, дiстаємо⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤ sup
𝑘≥1

[︃
𝜅𝑝(𝑉𝑘)

(︃
1 +

𝑚𝑘−1∑︁
𝑗=1

2𝑗−1∑︁
𝑠=𝑗

𝑎
(𝑘)
𝑗,𝑠𝐶𝑗,𝑠(𝛼)|𝜇𝑘|−𝑠

)︃]︃
𝑒−𝛼𝑡.

За умовою (10) iснує число 𝐾 > 0 таке, що 𝜅𝑝(𝑉𝑘) ≤ 𝐾 для всiх 𝑘. Отже,⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
𝑋→𝑋

≤ 𝐾(1 + 𝐶𝑄)𝑒
−𝛼𝑡,

тобто (11) виконується з 𝑀 = 𝐾(1 + 𝐶𝑄).
8. Простори 𝑋𝛼. Навiть якщо глобальна рiвномiрна обмеженiсть не ви-

конується, експоненцiальну стiйкiсть можна зберегти. Для фiксованого 𝛼 > 0
позначимо через 𝑀𝑘(𝛼) найменшу константу в оцiнцi⃦⃦⃦

𝑒−𝑡
√
𝐴𝑘

⃦⃦⃦
𝑋𝑘→𝑋𝑘

≤𝑀𝑘(𝛼)𝑒
−𝛼𝑡, 𝑡 ≥ 0.
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Визначимо простiр

𝑋𝛼 =

{︃
𝑥 =

⨁︁
𝑘≥1

𝑥(𝑘) ∈ 𝑋 :
∑︁
𝑘≥1

𝑀𝑘(𝛼)
𝑝
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦𝑝
<∞

}︃

для 1 ≤ 𝑝 <∞, а в випадку 𝑝 = ∞ — стандартним чином через супремум.

Теорема 3. Для кожного 𝑥 ∈ 𝑋𝛼 виконується оцiнка⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴𝑥
⃦⃦⃦
𝑋
≤ ‖𝑥‖𝑋𝛼

𝑒−𝛼𝑡, 𝑡 ≥ 0. (12)

Доведення. Нехай 𝑥 =
⨁︀

𝑥(𝑘) ∈ 𝑋𝛼. Тодi для кожного блока за означенням
числа 𝑀𝑘(𝛼) маємо⃦⃦⃦

𝑒−𝑡
√
𝐴𝑘𝑥(𝑘)

⃦⃦⃦
≤𝑀𝑘(𝛼)𝑒

−𝛼𝑡 ⃦⃦𝑥(𝑘)⃦⃦ , 𝑡 ≥ 0.

Якщо 1 ≤ 𝑝 <∞, то пiсля пiднесення до степеня 𝑝 та сумування за 𝑘 отримуємо⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴𝑥
⃦⃦⃦𝑝
𝑋
=
∑︁
𝑘≥1

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴𝑘𝑥(𝑘)

⃦⃦⃦𝑝
≤ 𝑒−𝛼𝑝𝑡

∑︁
𝑘≥1

𝑀𝑘(𝛼)
𝑝
⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦𝑝

= 𝑒−𝛼𝑝𝑡 ‖𝑥‖𝑝𝑋𝛼
.

Переходячи до кореня степеня 𝑝, дiстаємо (12). У випадку 𝑝 = ∞ маємо

sup
𝑘≥1

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴𝑘𝑥(𝑘)

⃦⃦⃦
≤ 𝑒−𝛼𝑡 sup

𝑘≥1
𝑀𝑘(𝛼)

⃦⃦
𝑥(𝑘)
⃦⃦
= 𝑒−𝛼𝑡 ‖𝑥‖𝑋𝛼

.

9. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi одер-
жано явнi оцiнки для операторного сiмейства 𝑒−𝑡

√
𝐴 у випадку секторiального

блок-дiагонального оператора. Побудовано лему про структуру похiдних фун-
кцiї 𝑒−𝑡

√
𝑧. На цiй основi одержано глобальну оцiнку в скiнченновимiрному ви-

падку. У нескiнченновимiрному випадку показано, що без контролю по блоках
глобальна експоненцiальна стiйкiсть може порушуватися. Сформульовано до-
статнi умови, що гарантують оцiнку типу (11), а також введено простори 𝑋𝛼,
на яких така оцiнка зберiгається за слабших припущень.

Подальший розвиток цiєї теми може стосуватися уточнення умов на сiм’ї
блокiв, дослiдження ширших класiв секторiальних операторiв та поширення
отриманих оцiнок на iншi моделi еволюцiйних рiвнянь другого порядку в бана-
хових просторах.

Конфлiкт iнтересiв

Автор заявляє, що не має конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдження.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в основному текстi рукопису у виглядi формул, тверджень
та доведень.

Роздiл 1: Математика i статистика



СЕКТОРIАЛЬНI БЛОК-ДIАГОНАЛЬНI ОПЕРАТОРИ В ЕВОЛЮЦIЙНИХ . . . 133

Використання штучного iнтелекту

Автор пiдтверджує, що пiд час створення данної роботи не використовував
технологiї штучного iнтелекту.

Авторськi права ©

(2026). Царевський О. О. Ця робо-
та лiцензується вiдповiдно до Creati-
ve Commons Attribution 4.0 Internati-
onal License.

Список використаної лiтератури
1. Pazy, A. (1983). Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential

Equations. New York: Springer.
2. Henry, D. (1981). Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations. Berlin: Springer.
3. Daleckii, Yu. L., & Krein, M. G. (1974). Stability of Solutions of Differential Equations in

Banach Space. Providence, RI: American Mathematical Society.
4. Comtet, L. (1974). Advanced Combinatorics: The Art of Finite and Infinite Expansions.

Dordrecht: Reidel.
5. Batty, C., Gomilko, A., & Tomilov, Y. (2023). Functional calculi for sectorial operators and

related function theory. Journal of the Institute of Mathematics of Jussieu, 22 (3), 1383–1463.
https://doi.org/10.1017/S1474748021000414

6. Fedorov, V. E., & Godova, A. D. (2024). Integro-differential equations in Banach spaces and
analytic resolving family of operators. Journal of Mathematical Sciences, 283 (2), 317–334.

7. Fedorov, V. E., & Nagumanova, A. V. (2024). Direct and inverse problems for evolution equati-
ons with regular integro-differential operators. Journal of Mathematical Sciences, 286, 278–289.
https://doi.org/10.1007/s10958-024-07504-3

8. Aparicio, R., Keyantuo, V., & Lizama, C. (2025). Characterization of well-posedness for second-
order abstract differential equations on continuous function spaces. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 549 (2).

Tsarevskyi O. O. Sectorial block-diagonal operators in second order evolution
problems.

The paper deals with the operator family 𝑇 (𝑡) = 𝑒−𝑡
√
𝐴, 𝑡 ≥ 0, arising in the study of the

stable component of solutions to the abstract second-order Cauchy problem 𝑥′′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)
in Banach spaces. It is assumed that 𝐴 is a sectorial block-diagonal operator acting on an
ℓ𝑝-sum of finite-dimensional spaces. For the function 𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑡

√
𝑧, a structural estimate

for its derivatives is obtained by means of the Faà di Bruno formula and Bell polynomials.
This yields a blockwise and a global estimate for 𝑒−𝑡

√
𝐴. It is shown that in the infinite-

dimensional case local blockwise estimates alone do not imply global exponential stability.
Sufficient conditions ensuring an estimate of the form

⃦⃦⃦
𝑒−𝑡

√
𝐴
⃦⃦⃦
≤ 𝑀𝑒−𝛼𝑡 are formulated.

Keywords: sectorial operator, block-diagonal operator, exponential stability, Faà di Bruno
formula, Bell polynomials.
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