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КОМПАРТМЕНТНА МОДЕЛЬ SVEAIHR ПОШИРЕННЯ
COVID-19 З УРАХУВАННЯМ ВАКЦИНАЦIЇ ТА

ГОСПIТАЛIЗАЦIЇ

У роботi побудовано та дослiджено компартментну математичну модель поширен-
ня COVID-19 типу SVEAIHR з урахуванням вакцинацiї, безсимптомних носiїв та госпi-
талiзацiї пацiєнтiв. Отримано систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, що описує
динамiку для семи груп населення. Доведено додатнiсть та обмеженiсть розв’язкiв i
визначено iнварiантну область. За допомогою методу матрицi наступного поколiння
знайдено базове репродукцiйне число та дослiджено локальну стiйкiсть безiнфекцiй-
ного стану. Встановлено достатню умову iснування ендемiчної рiвноваги. Чисельнi
експерименти iлюструють характерну динамiку компартментiв моделi та пiдтверджу-
ють її придатнiсть для якiсного аналiзу поширення iнфекцiї.

Ключовi слова: математичне моделювання епiдемiй, COVID-19, компартментна мо-
дель, базове репродукцiйне число, ендемiчна рiвновага, стiйкiсть рiвноваги.

1. Вступ. Основи математичної епiдемiологiї були закладенi в класичних ком-
партментних моделях типу SIR та їх узагальненнях, ключовим параметром
таких моделей є базове репродукцiйне число 𝑅0 [1]. У зв’язку з пандемiєю
COVID-19 значну кiлькiсть дослiджень присвячено побудовi та аналiзу модифi-
кацiй SEIR-подiбних моделей, якi враховують особливостi передачi iнфекцiї та
протиепiдемiчнi заходи [2–4]. Зокрема, у роботi [5] проаналiзовано вплив соцi-
ального дистанцiювання i карантину на динамiку епiдемiї. Суттєвий науковий
iнтерес становлять розширенi компартментнi моделi з урахуванням вакцинацiї,
госпiталiзацiї та iнших механiзмiв контролю iнфекцiї [6–9]. Наприклад, у роботi
[8] запропоновано модель SVEIHR, яка дозволяє дослiджувати вплив вакцина-
цiї на динамiку iнфекцiї, тодi як у [9] проаналiзовано вплив кампанiї вакцинацiї
та можливе спiвiснування рiзних варiантiв вiрусу. Урахування госпiталiзованих
пацiєнтiв є важливим для опису тяжких форм захворювання та аналiзу наван-
таження на систему охорони здоров’я [4, 8–10]. Сучаснi моделi також включа-
ють безсимптомнi випадки iнфекцiї та карантиннi заходи. Зокрема, у роботi
[11] запропоновано модель SQEAIR, що описує безсимптомних iнфiкованих та
iзольованi групи осiб.

Метою роботи є побудова та математичний аналiз компартментної моделi
поширення COVID-19 типу SVEAIHR з урахуванням вакцинацiї, безсимптом-
них носiїв та госпiталiзацiї пацiєнтiв.

2. Компартментна модель поширення епiдемiї SVEAIHR. Ком-
партментнi моделi широко використовуються для дослiдження динамiки епi-
демiй [9, 12–13]. У цiй роботi розглянуто та детально дослiджено модель типу
SVEAIHR, попередню версiю якої нами було запропоновано у [14]. Порiвняно
з моделлю SVEIHR [8], у запропонованому пiдходi явно видiлено компартмент
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безсимптомно iнфiкованих осiб, що дає змогу аналiзувати їхнiй окремий вне-
сок у формування нових випадкiв зараження. На вiдмiну вiд моделей типу
SEQAIHR або SQEAIR [10, 11], акцент зроблено не на карантинних чи iзоля-
цiйних механiзмах, а на поєднаному впливi вакцинацiї, безсимптомного перебiгу
хвороби та госпiталiзацiї. Крiм того, враховано нелiнiйну швидкiсть лiкування
госпiталiзованих пацiєнтiв, що дозволяє якiсно описати зниження ефективностi
лiкування за зростання навантаження на лiкарнi.

Для побудови рiвнянь математичної моделi загальну популяцiю подiлено на
сiм взаємовиключних компартментiв (груп): 𝑆(𝑡) — сприйнятливi (неiмунiзова-
нi) особи; 𝑉 (𝑡) — вакцинованi особи з частковим iмунiтетом, який вони можуть
втратити з часом; 𝐸(𝑡) — iнфiкованi у латентному перiодi, ще не є заразними;
𝐴(𝑡) — безсимптомно iнфiкованi, якi поширюють вiрус; 𝐼(𝑡) — симптоматично
iнфiкованi, особи з видимими ознаками хвороби, вже є заразнi; 𝐻(𝑡) — госпi-
талiзованi, особи з важкими формами хвороби, що потребують лiкування у
стацiонарi; 𝑅(𝑡) — одужалi, особи, якi видужали пiсля хвороби. Загальна чи-
сельнiсть населення у момент часу 𝑡 (час вимiрюється у днях) визначається
як

𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝑉 (𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐴(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝐻(𝑡) +𝑅(𝑡).

Дiаграма поширення епiдемiї зображена на рис. 1, а вiдповiдна математична
модель у видi системи звичайних нелiнiйних диференцiальних рiвнянь наведена
нижче:

𝑆̇ = Λ− (𝛽1𝐼 + 𝛽2𝐴)𝑆/𝑁 − (𝜔 + 𝜇)𝑆 + 𝜅𝑅 + 𝜃𝑉,

𝑉̇ = 𝜔𝑆 − (1− 𝜓) (𝛽1𝐼 + 𝛽2𝐴)𝑉/𝑁 − (𝜃 + 𝜇)𝑉,

𝐸̇ = (𝛽1𝐼 + 𝛽2𝐴)𝑆/𝑁 + (1− 𝜓) (𝛽1𝐼 + 𝛽2𝐴)𝑉/𝑁 − (𝛿 + 𝜇)𝐸,

𝐴̇ = 𝑞𝛿𝐸 − (𝜇+ 𝜌2)𝐴,

𝐼 = (1− 𝑞) 𝛿𝐸 − (𝜇+ 𝑑+ 𝜌1 + 𝛿1) 𝐼,

𝐻̇ = 𝛿1𝐼 −
(︂

𝜎0
1 + 𝑏𝐻

+ 𝑑𝐻 + 𝜇+ 𝜉

)︂
𝐻,

𝑅̇ = 𝜌1𝐼 + 𝜌2𝐴+
𝜎0

1 + 𝑏𝐻
𝐻 − (𝜅+ 𝜇)𝑅

(1)

з початковими умовами:

𝑆(0) > 0, 𝑉 (0) ≥ 0, 𝐸(0) ≥ 0, 𝐴(0) ≥ 0, 𝐼(0) ≥ 0, 𝐻(0) ≥ 0, 𝑅(0) ≥ 0. (2)

Параметр Λ визначає швидкiсть надходження нових сприйнятливих осiб, а
𝜇 — природний рiвень смертностi. Сприйнятливi особи заражаються пiсля кон-
такту iз зараженими людьми (симптоматичними та безсимптомними) iз швид-
костями 𝛽1, 𝛽2 вiдповiдно. Швидкiсть вакцинацiї здорових осiб задається пара-
метром 𝜔, 𝜃 — швидкiсть втрати iмунiтету, отриманого вiд вакцини. У моделi
враховано обмежену ефективнiсть вакцини, оскiльки вакцинацiя не забезпе-
чує повного захисту вiд iнфекцiї [7]. Таким чином, параметр 𝜓 позначає рiвень
ефективностi вакцини (𝜓 = 1 для iдеальної вакцини, 𝜓 < 1 для недосконалої,
0 ≤ 𝜓 ≤ 1). Природна втрата iмунiтету серед одужалих осiб визначається па-
раметром 𝜅 (швидкiсть втрати iмунiтету). Швидкiсть переходу з латентного
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стану пiсля близького контакту з безсимптомними або симптоматичними iнфi-
кованими позначається параметром 𝛿. Частки осiб з 𝐸(𝑡), що переходять до
компартменту безсимптомних 𝐴(𝑡) та симптоматично iнфiкованих 𝐼(𝑡), рiвнi
𝑞 та 1 − 𝑞 вiдповiдно. Тобто, особи, якi не мають симптомiв, потрапляють до
класу 𝐴(𝑡) зi швидкiстю 𝑞𝛿, тодi як особи з явними ознаками хвороби потрапля-
ють до компартменту симптоматично iнфiкованих 𝐼(𝑡) зi швидкiстю (1− 𝑞) 𝛿.
Швидкiсть одужання безсимптомно iнфiкованих пацiєнтiв та симптоматично
iнфiкованих визначається параметрами 𝜌2 та 𝜌1 вiдповiдно, а рiвень смертностi
в класi 𝐼(𝑡) задається параметром 𝑑. Вважаємо, що в категорiю 𝐴(𝑡) потрапля-
ють лише тi, хто не мав жодних симптомiв, не отримував жодних ускладнень
пiд час хвороби та був виявлений лише пiд час тестування.

Рис. 1. Схема поширення захворювання для моделi SVEAIHR.

Особи з компартменту 𝐼(𝑡) переходять до госпiталiзованого вiддiлення 𝐻(𝑡)
з швидкiстю 𝛿1, рiвень смертностi серед госпiталiзованих позначається через
𝑑𝐻 . Параметр 𝜉 характеризує швидкiсть вибуття госпiталiзованих пацiєнтiв iз
системи спостереження без фiксацiї повного одужання, зокрема внаслiдок пе-
реведення на амбулаторне лiкування або втрати подальшого спостереження.
Подальший перебiг захворювання для таких осiб у межах моделi не деталiзує-
ться. Щоб врахувати ефект затримки лiкування, вибираємо швидкiсть лiкува-
ння у видi 𝜎(𝐻) = 𝜎0/(1 + 𝑏𝐻), де 𝜎0 — базова швидкiсть вилiковування, коли
кiлькiсть госпiталiзованих є малою (𝐻 → 0), 𝑏 ≥ 0 — насичувальний параметр,
що вiдображає, як швидко ефективнiсть лiкування зменшується iз зростанням
кiлькостi пацiєнтiв [10]. Пацiєнти, якi одужують, додаються до класу 𝑅(𝑡).

Враховуючи бiологiчний змiст системи (1), надалi вважаємо, що всi пара-
метри моделi Λ, 𝛽1, 𝛽2, 𝜔, 𝜇, 𝜅, 𝜃, 𝛿, 𝑏, 𝑑𝐻 , 𝜉, 𝛿1, 𝜎0, 𝜌2, 𝑑, 𝜌1 є невiд’ємними,
причому 𝜇 > 0. Крiм того, 𝜓 та 𝑞 задовольняють обмеження

0 ≤ 𝜓 ≤ 1, 0 < 𝑞 < 1. (3)

3. Невiд’ємнiсть та обмеженiсть розв’язкiв.

Теорема 1. Усi розв’язки {𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐴(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝐻(𝑡), 𝑅(𝑡)} систе-
ми рiвнянь (1) з початковими умовами (2) є невiд’ємними та обмеженими
для всiх 𝑡 ≥ 0. Крiм того, замкнута допустима область Ω, визначена як:

Ω =
{︀
(𝑆, 𝑉, 𝐸, 𝐴, 𝐼, 𝐻, 𝑅) ∈ R7

+ : 𝑆 + 𝑉 + 𝐸 + 𝐴+ 𝐼 +𝐻 +𝑅 ≤ Λ/𝜇
}︀
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є додатно iнварiантною для системи (1)–(2).

Доведення. Iз першого рiвняння системи (1) маємо:

𝑑𝑆(𝑡)/𝑑𝑡 = Λ− (𝛽1𝐼(𝑡) + 𝛽2𝐴(𝑡))𝑆(𝑡)/𝑁(𝑡)− (𝜔 + 𝜇)𝑆(𝑡) + 𝜅𝑅(𝑡) + 𝜃𝑉 (𝑡) ≥
≥ − ((𝛽1𝐼(𝑡) + 𝛽2𝐴(𝑡)) /𝑁(𝑡) + 𝜔 + 𝜇)𝑆(𝑡).

Позначимо 𝜒(𝑡) = (𝛽1𝐼(𝑡) + 𝛽2𝐴(𝑡)) /𝑁(𝑡) + 𝜔 + 𝜇 ≥ 0, тодi одержуємо ди-
ференцiальну нерiвнiсть 𝑑𝑆(𝑡)/𝑑𝑡 ≥ −𝜒(𝑡)𝑆(𝑡). Звiдси, пiсля iнтегрування та з
врахуванням початкових умов:

𝑆(𝑡) ≥ 𝑆(0) exp

⎛⎝−
𝑡∫︁

0

𝜒(𝑧)𝑑𝑧

⎞⎠ > 0.

Отже, 𝑆(𝑡) > 0 для всiх 𝑡 ≥ 0. Провiвши аналогiчнi дiї для всiх iнших змiнних
моделi (𝑉 (𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐴(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝐻(𝑡), 𝑅(𝑡)) доводимо, що 𝑉 (𝑡) ≥ 0, 𝐸(𝑡) ≥ 0,
𝐴(𝑡) ≥ 0, 𝐼(𝑡) ≥ 0, 𝐻(𝑡) ≥ 0, 𝑅(𝑡) ≥ 0 для будь-якого 𝑡 ≥ 0. Таким чином усi
розв’язки системи (1) з початковими умовами (2) є невiд’ємними у будь-який
момент часу 𝑡 ≥ 0.

Додавши всi рiвняння системи (1), одержуємо

𝑑𝑁(𝑡)/𝑑𝑡 = Λ− 𝜇𝑁(𝑡)− 𝑑𝐼(𝑡)− (𝑑𝐻 + 𝜉)𝐻(𝑡) ≤ Λ− 𝜇𝑁(𝑡),

оскiльки 𝐼(𝑡) ≥ 0 та 𝐻(𝑡) ≥ 0. Звiдси, пiсля iнтегрування 𝑁(𝑡) ≤ Λ/𝜇 +
+ (𝑁(0)− Λ/𝜇) 𝑒−𝜇𝑡, 𝑡 ≥ 0. Оскiльки експоненцiйна функцiя 𝑒−𝜇𝑡 прямує до
0 при 𝑡 → ∞, то 𝑁(𝑡) обмежена зверху. Крiм того, якщо 𝑁(0) ≤ Λ/𝜇, то з
отриманої оцiнки випливає, що 𝑁(𝑡) ≤ Λ/𝜇 для всiх 𝑡 ≥ 0. Теорему доведено.

Отже, модель (1)–(2) є бiологiчно i математично коректно визначеною у
допустимiй iнварiантнiй множинi Ω.

4. Базове репродукцiйне число. Поклавши в (1) 𝐸(𝑡) = 𝐼(𝑡) = 𝐴(𝑡) = 0
одержуємо точку безiнфекцiйної рiвноваги 𝐸0 = (𝑆0, 𝑉 0, 𝐸0, 𝐴0, 𝐼0, 𝐻0, 𝑅0).

𝐸0 = (Λ (𝜃 + 𝜇) / (𝜇 (𝜃 + 𝜇+ 𝜔)), 𝜔Λ/ (𝜇 (𝜃 + 𝜇+ 𝜔)), 0, 0, 0, 0, 0) .

Оцiнимо базове репродукцiйне число 𝑅0 для системи (1) за допомогою ме-
тоду матрицi наступного поколiння [1], який базується на формуваннi двох ма-
триць: 𝐹 — вiдображає швидкiсть появи нових iнфiкованих осiб, 𝑉 — описує
швидкiсть виходу з iнфекцiйного стану (через перехiд мiж станами, одужа-
ння чи смерть). Зосередимося лише на змiнних, якi вiдповiдають за динамi-
ку iнфекцiї (𝐸, 𝐴, 𝐼). Прогресування вiд 𝐸 до 𝐼 та 𝐴 не вважаються нови-
ми випадками зараження. Зауважимо, що госпiталiзований компартмент 𝐻 не
включається до матрицi нового поколiння, оскiльки iндивiди з цього класу не
беруть участi у процесi передачi iнфекцiї i, вiдповiдно, не генерують нових ви-
падкiв зараження. Використовуючи пiдхiд, описаний в [1], та ввiвши позначення
𝑎 = 𝑆0/(𝑆0 + 𝑉 0) + (1− 𝜓)𝑉 0/(𝑆0 + 𝑉 0), 𝑁0 = 𝑆0 + 𝑉 0 = Λ/𝜇, одержимо:

𝐹 =

⎛⎝0 𝛽2𝑎 𝛽1𝑎
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ , 𝑉 =

⎛⎝ 𝛿 + 𝜇 0 0
−𝑞𝛿 𝜇+ 𝜌2 0

− (1− 𝑞) 𝛿 0 𝜇+ 𝑑+ 𝜌1 + 𝛿1

⎞⎠ . (4)
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Визначимо 𝑅0 як спектральний радiус матрицi 𝐹𝑉 −1:

𝑅0 =
𝛿

(𝛿 + 𝜇)

𝑆0 + (1− 𝜓)𝑉 0

𝑁0
𝐾 =

𝛿

(𝛿 + 𝜇)

𝜃 + 𝜇+ (1− 𝜓)𝜔

𝜃 + 𝜇+ 𝜔
𝐾, (5)

де
𝐾 = (1− 𝑞) 𝛽1/ (𝜇+ 𝑑+ 𝜌1 + 𝛿1) + 𝑞𝛽2/ (𝜇+ 𝜌2) > 0. (6)

Формула (4) допускає природну епiдемiологiчну iнтерпретацiю. Зокрема,
множник 𝛿/(𝛿+𝜇) описує iмовiрнiсть досягнення iнфекцiйної стадiї, а множник
(1 − 𝜓) вiдображає вплив вакцинацiї. Внесок симптоматично та безсимптомно
iнфiкованих описується вiдповiдно першим i другим доданками у виразi для
𝑅0.

Зазначимо, що система (1) задовольняє стандартнi умови A1–A5, сформу-
льованi у [1], необхiднi для коректного застосування методу матрицi нового
поколiння та подальшого дослiдження стiйкостi точки рiвноваги 𝐸0.

5. Локальна стiйкiсть безiнфекцiйної рiвноваги 𝐸0.

Теорема 2. Безiнфекцiйна рiвновага 𝐸0 системи (1) є асимптотично стiй-
кою, якщо 𝑅0 < 1, i нестiйкою, якщо 𝑅0 > 1.

Доведення. З формул (3) матриця 𝑉 є невиродженою 𝑀 -матрицею, а ма-
триця 𝐹 є невiд’ємною, отже за Теоремою 2 зi статтi [1] всi власнi значення ма-
трицi (𝐹−𝑉 ) мають вiд’ємнi дiйснi частини тодi i тiльки тодi, коли 𝜌(𝐹𝑉 −1) < 1.
У цьому випадку всi власнi значення якобiана 𝐽(𝐸0) мають вiд’ємнi дiйснi ча-
стини, i точка 𝐸0 є локально асимптотично стiйкою. Якщо 𝜌(𝐹𝑉 −1) > 1, то
якобiан має принаймнi одне власне значення з додатною дiйсною частиною, i
точка нестiйка. Теорему доведено.

6. Ендемiчна рiвновага. Ендемiчною рiвновагою системи (1) називається
стацiонарний розв’язок iз додатними значеннями 𝐸*, 𝐴*, 𝐼*. З рiвнянь моделi
послiдовно одержуємо, що змiннi 𝐴*, 𝐼*, 𝐻* та 𝑅* можуть бути однозначно
вираженi через 𝐸*. Отже, при 𝐸* > 0 та за умов (3):

𝐴* = 𝑞𝛿𝐸*/ (𝜇+ 𝜌2) = 𝐴*(𝐸*) > 0,

𝐼* = (1− 𝑞) 𝛿𝐸*/ (𝜇+ 𝑑+ 𝜌1 + 𝛿1) = 𝐼*(𝐸*) > 0.

Враховуючи позначення 𝐾 у (5), запишемо 𝛽1𝐼* + 𝛽2𝐴
* = 𝛿𝐾𝐸* > 0.

Для визначення 𝑅* та 𝐻* розглянемо окремо два варiанти поведiнки систе-
ми: при 𝑏 = 0 та 𝑏 > 0. При 𝑏 = 0:

𝐻* = 𝛿1𝐼
*(𝐸*)/(𝜎0 + 𝑑𝐻 + 𝜇+ 𝜉) = 𝐻*(𝐸*) > 0,

𝑅* = (𝜌1𝐼
*(𝐸*) + 𝜌2𝐴

*(𝐸*) + 𝜎0𝐻
*(𝐸*)) /(𝜅+ 𝜇) = 𝑅*(𝐸*) > 0.

Для знаходження 𝐻*, якщо 𝑏 > 0, одержуємо квадратне рiвняння

𝑏 (𝑑𝐻 + 𝜇+ 𝜉)𝐻*2 + (𝜎0 + (𝑑𝐻 + 𝜇+ 𝜉)− 𝑏𝐶𝐸*)𝐻* − 𝐶𝐸* = 0,

де 𝐶 = (𝛿1 (1− 𝑞) 𝛿) / (𝜇+ 𝑑+ 𝜌1 + 𝛿1) > 0 за умов (3). Оскiльки вiльний член
−𝐶𝐸* < 0, тобто коренi мають рiзнi знаки, то iснує рiвно один бiологiчно допу-
стимий додатний корiнь 𝐻* = 𝐻*(𝐸*) > 0. Для 𝑅* = 𝑅*(𝐸*):

𝑅* =

(︂
𝜌1𝐼

*(𝐸*) + 𝜌2𝐴
*(𝐸*) +

𝜎0
1 + 𝑏𝐻*(𝐸*)

𝐻*(𝐸*)

)︂
/ (𝜅+ 𝜇) = 𝑅*(𝐸*) > 0.
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Iз стацiонарних рiвнянь для вакцинованих та сприйнятливих осiб одержуємо
вiдповiдно вирази для 𝑉 * i 𝑆*:

𝑉 * =
𝜔𝑆*

(𝜃 + 𝜇) + (1− 𝜓)𝛿𝐾𝐸*/𝑁* , 𝑆* =
Λ+ 𝜅𝑅* + 𝜃𝑉 *

(𝜔 + 𝜇) + 𝛿𝐾𝐸*/𝑁* .

𝑉 * =
𝜔(Λ + 𝜅𝑅*(𝐸*))

𝜇(𝜃 + 𝜔 + 𝜇) + 𝛿𝐾𝐸*/𝑁* [(𝜃 + 𝜇) + (1− 𝜓)(𝜔 + 𝜇)] + (1− 𝜓)(𝛿𝐾𝐸*/𝑁*)2
=

= 𝑉 *(𝐸*) > 0, 𝑁* = 𝑁*(𝐸*).

Отже, усi компоненти ендемiчної рiвноваги однозначно визначаються че-
рез одну змiнну 𝐸*. Пiдстановка цих виразiв у стацiонарне рiвняння для 𝐸*

приводить до одного нелiнiйного алгебраїчного рiвняння вiдносно 𝐸*, додатнi
розв’язки якого визначають ендемiчнi рiвноваги системи:

𝐹 (𝐸*) = 0, при 𝐸* > 0,

де 𝐹 (𝐸*) = 𝛿𝐾/𝑁*(𝐸*) (𝑆*(𝐸*) + (1− 𝜓)𝑉 *(𝐸*))− (𝛿 + 𝜇).

Теорема 3. Iснування ендемiчної рiвноваги. Якщо 𝑅0 > 1, то система
(1) при виконаннi умови (3) має принаймнi одну ендемiчну рiвновагу.

Доведення. Кiлькiсть ендемiчних рiвноваг збiгається з кiлькiстю додатних
коренiв рiвняння 𝐹 (𝐸) = 0, де

𝐹 (𝐸) = 𝛿𝐾/𝑁*(𝐸) (𝑆*(𝐸) + (1− 𝜓)𝑉 *(𝐸))− (𝛿 + 𝜇).

Оскiльки всi компоненти рiвноваги однозначно визначаються через 𝐸, то ко-
жному додатному розв’язку рiвняння 𝐹 (𝐸) = 0 вiдповiдає рiвно одна ендемiчна
рiвновага. Функцiї 𝑆*(𝐸) та 𝑉 *(𝐸) визначенi для всiх 𝐸 > 0 i є додатними за
умов (3). Крiм того, iз явних формул для 𝐴*(𝐸), 𝐼*(𝐸), 𝑅*(𝐸) та з рiвняння для
𝐻*(𝐸) випливає, що цi функцiї мають неперервне продовження в точцi 𝐸 = 0.
Отже, 𝐹 (𝐸) є неперервною на вiдрiзку [0,+∞).

При 𝐸 = 0 з формул для 𝐴*(𝐸), 𝐼*(𝐸), 𝐻*(𝐸), 𝑅*(𝐸) одержуємо 𝐴*(0) =
= 𝐼*(0) = 𝐻*(0) = 𝑅*(0) = 0. У цьому випадку з рiвнянь стацiонарних станiв
для 𝑆 та 𝑉 випливає, що 𝑆*(0) = 𝑆0, 𝑉 *(0) = 𝑉 0, де безiнфекцiйна рiвновага
𝐸0 = (𝑆0, 𝑉 0, 0, 0, 0, 0, 0). Крiм того, 𝑁*(0) = 𝑁0 = 𝑆0 + 𝑉 0 = Λ/𝜇. Таким
чином 𝐹 (0) = 𝛿𝐾/𝑁0 (𝑆0 + (1− 𝜓)𝑉 0) − (𝛿 + 𝜇). З формули (4) для базового
репродукцiйного числа 𝑅0 одержуємо

𝐹 (0) = (𝛿 + 𝜇)(𝑅0 − 1).

Звiдси випливає: якщо 𝑅0 < 1, то 𝐹 (0) < 0; якщо 𝑅0 = 1, то 𝐹 (0) = 0; якщо
𝑅0 > 1, то 𝐹 (0) > 0.

Проаналiзуємо поведiнку функцiї 𝐹 (𝐸) при 𝐸 → ∞. Оскiльки

𝑁*(𝐸) = 𝑆*(𝐸) + 𝑉 *(𝐸) + 𝐸 + 𝐴*(𝐸) + 𝐼*(𝐸) +𝐻*(𝐸) +𝑅*(𝐸) ≥ 𝐸,

то 𝑁*(𝐸) → ∞, при 𝐸 → ∞. З формул для 𝑆*(𝐸) та 𝑉 *(𝐸) випливає, що
lim

𝐸→+∞
𝑆*(𝐸) = 0, lim

𝐸→+∞
𝑉 *(𝐸) = 0, отже lim

𝐸→+∞
(𝑆*(𝐸) + (1− 𝜓)𝑉 *(𝐸)) = 0. Тобто

при великих значеннях 𝐸 функцiя 𝐹 (𝐸) є вiд’ємною: lim
𝐸→+∞

𝐹 (𝐸) = −(𝛿+𝜇) < 0.
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При 𝑅0 > 1 маємо 𝐹 (0) > 0 та lim
𝐸→+∞

𝐹 (𝐸) = −(𝛿+𝜇) < 0. Оскiльки функцiя

𝐹 (𝐸) є неперервною, за теоремою Больцано-Кошi iснує принаймнi один дода-
тний розв’язок рiвняння 𝐹 (𝐸) = 0. Таким чином система (1) має принаймнi
одну ендемiчну рiвновагу 𝐸* при 𝑅0 > 1. Теорему доведено.

7. Комп’ютерне моделювання. У роздiлi наведено результати чисельно-
го розв’язання задачi Кошi для моделi SVEAIHR при фiксованих параметрах
i початкових умовах. Початковi умови для системи (1) та бiльшiсть значень
параметрiв моделi було взято з роботи [13], де вони використовувалися для
опису епiдемiчної ситуацiї COVID-19 в Пакистанi. Зауважимо, що параметри,
пов’язанi з госпiталiзованим компартментом 𝐻(𝑡), були введенi на основi припу-
щень, оскiльки вiдповiднi величини не наведенi у вихiдному джерелi. Чисельнi
розрахунки проводилися на скiнченному часовому iнтервалi 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], де 𝑇
вiдповiдає тривалостi дослiджуваного перiоду.

На рис. 2 зображено часову еволюцiю змiнних моделi. Чисельнi результати
демонструють типовий для епiдемiчних моделей перебiг: початкове зростання
кiлькостi iнфiкованих, досягнення пiкового значення та подальше зменшення з
переходом системи до квазiстацiонарного режиму.

Рис. 2. Часова динамiка компартментiв моделi SVEAIHR.

Значення початкових умов: 𝑆(0) = 230255033, 𝑉 (0) = 0, 𝐸(0) = 300000,
𝐴(0) = 2000, 𝐼(0) = 334, 𝐻(0) = 0, 𝑅(0) = 0, 𝑡 ∈ [0, 400], 𝑁(0) = 230557367.
Параметри (1): Λ = 𝜇𝑁(0), 𝛽1 = 0.8983, 𝛽2 = 0.3827, 𝜔 = 0.001, 𝑞 = 0.9931,
𝜓 = 0.6, 𝜇 = 1/(67.7 · 365), 𝜅 = 0.03129, 𝜃 = 0.01, 𝛿 = 0.9982, 𝜌2 = 0.3028,
𝑑 = 0.6784, 𝜌1 = 0.07926, 𝛿1 = 0.07, 𝜎0 = 0.1, 𝑏 = 0.1, 𝑑𝐻 = 0.3, 𝜉 = 0.1.

Для аналiзу чутливостi розв’язкiв до змiни окремих параметрiв було прове-
дено параметричне моделювання. З огляду на обмежений обсяг статтi, на рис. 3
наведено залежнiсть динамiки компартментiв 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡) лише вiд значень пара-
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Рис. 3. Вплив параметра 𝛽2 на динамiку компартментiв 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡).

метра 𝛽2 (iнтенсивнiсть передачi iнфекцiї вiд безсимптомно iнфiкованих осiб).
Зi зменшенням параметра 𝛽2 спостерiгається суттєве зниження пiкових значень
𝐸(𝑡) та змiщення максимуму в часi. Аналогiчна тенденцiя спостерiгається i для
компартментiв 𝐴(𝑡) та 𝐼(𝑡), що пiдтверджує важливу роль безсимптомних носiїв
у поширеннi iнфекцiї.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Для компар-
тментної моделi SVEAIHR поширення COVID-19 доведено додатнiсть та обме-
женiсть розв’язкiв системи, що пiдтверджує бiологiчну коректнiсть моделi в
допустимiй iнварiантнiй областi. За допомогою методу матрицi наступного по-
колiння отримано аналiтичний вираз для базового репродукцiйного числа 𝑅0,
який дає змогу оцiнити вплив вакцинацiї, передачi iнфекцiї вiд симптоматичних
i безсимптомних осiб, а також переходiв мiж iнфекцiйними компартментами на
динамiку епiдемiчного процесу.

Показано, що безiнфекцiйна рiвновага є локально асимптотично стiйкою за
умови 𝑅0 < 1 i нестiйкою при 𝑅0 > 1, що узгоджується з класичною епiдемiо-
логiчною iнтерпретацiєю порогового параметра. Аналiз ендемiчної рiвноваги
показав, що при 𝑅0 > 1 система допускає ендемiчний режим, який вiдповiдає
довготривалому збереженню iнфекцiї в популяцiї.

Чисельнi експерименти пiдтвердили узгодженiсть якiсної поведiнки моделi з
типовими епiдемiчними сценарiями та продемонстрували вплив окремих пара-
метрiв на iнтенсивнiсть епiдемiчного процесу. Зокрема, зменшення iнтенсивно-
стi передачi iнфекцiї вiд безсимптомно iнфiкованих осiб приводить до зниження
пiкових значень латентно та симптоматично iнфiкованих, що пiдкреслює епiде-
мiологiчну значущiсть своєчасного виявлення безсимптомних носiїв i контролю
їхнiх контактiв.

Подальша робота передбачає поглиблене дослiдження ендемiчних рiвноваг
моделi, зокрема аналiз їхньої стiйкостi та можливих бiфуркацiйних режимiв.
Наступним важливим етапом є оцiнювання параметрiв моделi на основi ре-
альних статистичних даних для України. Окремим перспективним напрямом
є формулювання та розв’язання задачi оптимального керування епiдемiчним
процесом.
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Borysyuk Y. Ye. A Compartmental SVEAIHR Model of COVID-19 Transmission
with Vaccination and Hospitalization.

In this paper, a compartmental mathematical model of COVID-19 transmission of the
SVEAIHR type is formulated and analyzed, taking into account vaccination, asymptomatic
carriers, and hospitalization of patients. A system of nonlinear differential equations de-
scribing the dynamics of seven population groups is derived. The positivity and bound-
edness of solutions are proven, and an invariant region for the solutions of the model is
established. Using the next-generation matrix method, the basic reproduction number is
obtained and the local stability of the disease-free equilibrium is investigated. A sufficient
condition for the existence of an endemic equilibrium is established. Numerical simula-
tions illustrate the characteristic temporal dynamics of the compartments and confirm the
suitability of the model for qualitative analysis of infection spread.

Keywords: epidemic mathematical modeling, COVID-19, compartmental model, basic
reproduction number, endemic equilibrium, equilibrium stability.
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