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ДОСЛIДЖЕННЯ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ РIВНЯНЬ ДЛЯ
ПРОСТОРОВИХ ДИНАМIЧНИХ ЗАДАЧ. ЗАГАЛЬНИЙ

ПОЧАТКОВИЙ НАПРУЖЕНИЙ СТАН. СТИСЛИВI ТIЛА

Дослiджено вплив початкових напружень i швидкостi руху поверхневого наван-
таження на значення коренiв характеристичних рiвнянь, що вiдповiдають рiвнянням
руху стисливих елементiв шаруватого пiвпростору. Розглянуто випадок загального по-
чаткового напруженого стану. Проведено оцiнку коренiв характеристичних рiвнянь.
Чисельнi дослiдження наведенi для стисливого матерiалу з пружним потенцiалом гар-
монiчного типу. Проiлюстровано вплив початкових напружень i швидкостi руху на-
вантаження на дискримiнант характеристичного рiвняння.

Ключовi слова: багатошаровий пiвпростiр, початковi (залишковi) напруження, ру-
хоме навантаження, характеристичне рiвняння.

1. Вступ. При дослiдженнi динамiчної поведiнки багатошарових пружних
основ пiд дiєю рухомого навантаження широке застосування знаходять мето-
ди, що базуються на iнтегральному перетвореннi Фур’є за просторовими ко-
ординатами. У рамках таких пiдходiв розв’язок задачi зводиться до побудови
зображень перемiщень i напружень, якi в трансформованiй областi виражаю-
ться через комбiнацiї експоненцiальних функцiй. Ключовим етапом при цьому
є визначення коренiв характеристичних рiвнянь, що вiдповiдають трансформо-
ваним системам звичайних диференцiальних рiвнянь для кожного шару. Саме
вiд значень цих коренiв залежить подальша побудова оригiналiв розв’язку за
допомогою оберненого перетворення Фур’є.

У цiй працi розглянута просторова усталена задача про збурення двошарово-
го стисливого пiвпростору з початковими напруженнями рухомим поверхневим
навантаженням. Постановка просторової задачi для багатошарового стисливо-
го пiвпростору розглянута у працi [1]. Дослiдження були проведенi в рамках
лiнеаризованої теорiї пружностi тiл з початковими напруженнями [2–4].

Роздiл 1: Математика i статистика
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2. Аналiтичнi дослiдження характеристичних рiвнянь. У випадку
загального початкового напруженого стану

𝜆
{𝑠}
1 ̸= 𝜆

{𝑠}
2 ̸= 𝜆

{𝑠}
3 ; 𝑆

0{𝑠}
11 ̸= 𝑆

0{𝑠}
22 ̸= 𝑆

0{𝑠}
33 (1.1)

рух багатошарового об’єкта в загальному випадку описується системою дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними шостого порядку. У рухомiй си-
стемi координат цi рiвняння мають вигляд [1](︃

𝑚+𝑛+𝑝=3∑︁
𝑚,𝑛,𝑝=0

𝐴{𝑠}
𝑚,𝑛,𝑝

𝜕6

𝜕𝑦2𝑚1 𝜕𝑦2𝑛2 𝜕𝑦
2𝑝
3

)︃
Φ{𝑠}(𝑗) = 0; 𝑗 = 1, 3; 𝑠 = 1, 𝑁 + 1. (1.2)

В просторi зображень цi рiвняння представленi формулами(︂
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{𝑠}
2

𝑑4

𝑑𝑦43
+𝐵

{𝑠}
3

𝑑2

𝑑𝑦23
−𝐵
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4

)︂
Φ{𝑠}(𝑗) = 0; 𝑗 = 1, 3; 𝑠 = 1, 𝑁 + 1, (1.3)

𝐵1 = 𝐴
{𝑠}
0,0,3; 𝐵2 = 𝑘21𝐴

{𝑠}
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(1.4)

де 𝑘1, 𝑘2 — параметри подвiйного перетворення Фур’є; коефiцiєнти 𝐴
{𝑠}
𝑚,𝑛,𝑝 у

виразах (1.2) i (1.4) є функцiями параметрiв , що характеризують навантаження
i матерiал елементiв шаруватого середовища.

Характеристичнi рiвняння мають вигляд

𝑎
{𝑠}
0 𝜂{𝑠}6 − 𝑎

{𝑠}
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У випадку стисливих тiл коефiцiєнти рiвняння (1.5) можна записати у ви-
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де
𝜌{𝑠}𝑐

{𝑠}2
ij = 𝜔̃

{𝑠}
ijji ; 𝜌{𝑠}𝑑

{𝑠}
𝑖𝑗 = 𝜔̃

{𝑠}
iijj + 𝜔̃

{𝑠}
jiji . (1.7)

Значення функцiй 𝜂{𝑠} визначають вигляд рiвнянь руху елементiв шарувато-
го пiвпростору i вiдповiдно вибiр форми розв’язку рiвнянь, що розглядаються.

Так як рiвняння (1.5) є бiкубiчними алгебраїчними рiвняннями, то їх розв’язок
можна отримати класичним способом. Приведемо рiвняння (1.5) замiною

𝜂{𝑠}2 = 𝜇{𝑠}2 − 𝑎
{𝑠}
1

3𝑎
{𝑠}
0

(1.8)

до вигляду
𝜇{𝑠}6 + 𝑝{𝑠}𝜇{𝑠}2 + 𝑞{𝑠} = 0, (1.9)

де

𝑝{𝑠} = − 𝑎
{𝑠}2
1

3𝑎
{𝑠}2
0

+
𝑎
{𝑠}
2

𝑎
{𝑠}
0

; 𝑞{𝑠} =
2𝑎

{𝑠}3
1

27𝑎
{𝑠}3
0

− 𝑎
{𝑠}
1 𝑎

{𝑠}
2

3𝑎
{𝑠}2
0

+
𝑎
{𝑠}
3

𝑎
{𝑠}
0

. (1.10)

В випадку, якщо дискримiнант ∆{𝑠} = 𝑞{𝑠}2

4
+ 𝑝{𝑠}3

27
= 0, рiвняння (1.9) при

𝑝{𝑠} ̸= 0, 𝑞{𝑠} ̸= 0 мають один простий i один двократний корiнь

𝜇
{𝑠}2
1 =

3𝑞{𝑠}

𝑝{𝑠}
; 𝜇

{𝑠}2
2,3 = −3𝑞{𝑠}

2𝑝{𝑠}
. (1.11)

Якщо ∆{𝑠} ̸= 0, то рiвняння (1.9) мають три рiзних кореня. Якщо ∆{𝑠} > 0,
то рiвняння (1.9) мають один дiйсний корiнь i два комплексних

𝜇
{𝑠}2
1 = 𝑢

{𝑠}
0 + v

{𝑠}
0 ; 𝜇

{𝑠}2
2,3 = −𝑢

{𝑠}
0 + v

{𝑠}
0

2
± 𝑖

(𝑢
{𝑠}
0 − v

{𝑠}
0 )

√
3

2
. (1.12)

Тут

𝑢
{𝑠}
0 =

3

√︂
−𝑞

{𝑠}

2
+
√
∆[𝑠}; v

{𝑠}
0 = − 𝑝{𝑠}

3𝑢
{𝑠}
0

. (1.13)

При ∆{𝑠} < 0 всi три коренi рiвнянь (1.9) будуть дiйсними i рiзними

𝜇
{𝑠}2
1 = 2

⃒⃒⃒
3
√
𝑟{𝑠}
⃒⃒⃒
cos 𝜑

{𝑠}

3
; 𝜇

{𝑠}2
2 = 2

⃒⃒⃒
3
√
𝑟{𝑠}
⃒⃒⃒
cos 𝜑

{𝑠}+2𝜋
3

;

𝜇
{𝑠}2
3 = 2

⃒⃒⃒
3
√
𝑟{𝑠}
⃒⃒⃒
cos 𝜑

{𝑠}+4𝜋
3

.
(1.14)

Тут ⃒⃒⃒
3
√
𝑟{𝑠}
⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︂

−𝑝
{𝑠}

3

⃒⃒⃒⃒
⃒ ; cos𝜑{𝑠} = − 𝑞{𝑠}

2𝑟{𝑠}
. (1.15)

Таким чином, при ∆{𝑠} = 0 у випадку, коли 𝑝{𝑠} ̸= 0 i 𝑞{𝑠} ̸= 0 i мають рiзнi
знаки, рiвняння (1.6) має два дiйсних двократних кореня та два чисто уявних.
Якщо 𝑝{𝑠} ̸= 0 i 𝑞{𝑠} ̸= 0 i мають однаковi знаки, то рiвняння (1.5) має два
дiйсних кореня i два двократних чисто уявних.

При ∆{𝑠} > 0, якщо 𝜇{𝑠}2
1 > 0, рiвняння (1.5) має два дiйсних корня i чотири

комплексних, якщо 𝜇{𝑠}2
1 < 0 — шiсть комплексних. При ∆{𝑠} < 0 рiвняння (1.5)
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має шiсть рiзних коренiв. Дiйснi коренi будуть вiдповiдати додатнiм значенням
коренiв рiвняння (1.9).

2. Чисельний аналiз коренiв характеристичних рiвнянь. Оскiльки
вирази (1.6) для коефiцiєнтiв рiвнянь (1.5) — досить громiздкi вирази, аналi-
тичне дослiдження коренiв характеристичного рiвняння видається складним.
Чисельнi дослiдження було проведено для стисливого матерiалу з гармонiйним
потенцiалом

Φ{𝑠} =
1

2
𝜆{𝑠}𝑠

{𝑠}2
1 + 𝜇{𝑠}𝑠

{𝑠}
2 , (2.1)

де 𝜆{𝑠}, 𝜇{𝑠} - константи Ляме. Величини 𝑠
{𝑠}
1 i 𝑠{𝑠}2 являють собою перший i

другий iнварiанти тензора деформацiй лiнiйної теорiї пружностi, вiднесенi до
головних осей

𝑠
{𝑠}
1 = (𝜆

{𝑠}
1 − 1) + (𝜆

{𝑠}
2 − 1) + (𝜆

{𝑠}
3 − 1); (2.2)

𝑠
{𝑠}
2 = (𝜆

{𝑠}
1 − 1)2 + (𝜆

{𝑠}
2 − 1)2 + (𝜆

{𝑠}
3 − 1)2. (2.3)

Для теорiї скiнченних (великих) початкових деформацiй i першого варiанта
малих початкових деформацiй вирази для визначення складових тензора 𝜔̃{𝑠}

за умови (1.1) мають вигляд

𝜔̃
{𝑠}
1111 =

𝜆
{𝑠}
1 (𝜆{𝑠}+2𝜇{𝑠})

𝜆
{𝑠}
2 𝜆

{𝑠}
3

; 𝜔̃
{𝑠}
2222 =

𝜆
{𝑠}
2 (𝜆{𝑠}+2𝜇{𝑠})

𝜆
{𝑠}
1 𝜆

{𝑠}
3

; 𝜔̃
{𝑠}
3333 =

𝜆
{𝑠}
3 (𝜆{𝑠}+2𝜇{𝑠})

𝜆
{𝑠}
1 𝜆

{𝑠}
2

;

𝜔̃
{𝑠}
1122 = 𝜔̃

{𝑠}
2211 =

𝜆{𝑠}

𝜆
{𝑠}
3

; 𝜔̃
{𝑠}
1133 = 𝜔̃

{𝑠}
3311 =

𝜆{𝑠}

𝜆
{𝑠}
2

; 𝜔̃
{𝑠}
2233 = 𝜔̃

{𝑠}
3322 =

𝜆{𝑠}

𝜆
{𝑠}
1

;

𝜔̃
{𝑠}
1212 = 𝜔̃

{𝑠}
2121 =

2𝜇{𝑠}−𝜆{𝑠}(𝜆{𝑠}1 +𝜆
{𝑠}
2 +𝜆

{𝑠}
3 −3)

𝜆
{𝑠}
3 (𝜆

{𝑠}
1 +𝜆

{𝑠}
2 )

; 𝜔̃
{𝑠}
1313 = 𝜔̃

{𝑠}
3131 =

𝜆
{𝑠}
3 𝜔̃

{𝑠}
1212

𝜆
{𝑠}
2

;

𝜔̃
{𝑠}
2323 = 𝜔̃

{𝑠}
3232 =

𝜆
{𝑠}
3 𝜔̃

{𝑠}
1212

𝜆
{𝑠}
1

; 𝜔̃
{𝑠}
1221 =

𝜆
{𝑠}
1

[︁
(2𝜇{𝑠}+𝜆{𝑠})

(︁
𝜆
{𝑠}
1 +𝜆

{𝑠}
2 −1

)︁
+𝜆{𝑠}

(︁
𝜆
{𝑠}
3 −2

)︁]︁
𝜆
{𝑠}
2 𝜆

{𝑠}
3 (𝜆

{𝑠}
1 +𝜆

{𝑠}
2 )

;

𝜔̃
{𝑠}
2112 =

𝜆
{𝑠}2
2 𝜔̃

{𝑠}
1221

𝜆
{𝑠}2
1

; 𝜔̃
{𝑠}
3113 =

2𝜇{𝑠}
[︁
𝜆
{𝑠}
1 +(𝜆

{𝑠}
3 −1)

(︁
𝜆
{𝑠}
1 +𝜆

{𝑠}
2

)︁]︁
+𝜆{𝑠}𝜆

{𝑠}
2 (𝜆

{𝑠}
1 +𝜆

{𝑠}
2 +𝜆

{𝑠}
3 −3)

𝜆
{𝑠}
1 𝜆

{𝑠}
2

(︁
𝜆
{𝑠}
1 +𝜆

{𝑠}
2

)︁ ;

𝜔̃
{𝑠}
1331 =

2𝜇{𝑠}
[︁
𝜆
{𝑠}
3 + (𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 )(𝜆

{𝑠}
1 − 1)

]︁
− 𝜆{𝑠}(𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 + 𝜆

{𝑠}
3 − 3)

(︁
𝜆
{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 − 𝜆

{𝑠}
3

)︁
𝜆
{𝑠}
2 𝜆

{𝑠}
3 (𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 )

;

𝜔̃
{𝑠}
2332 =

2𝜇{𝑠}
[︁
𝜆
{𝑠}
3 + (𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 )(𝜆

{𝑠}
2 − 1)

]︁
− 𝜆{𝑠}(𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 + 𝜆

{𝑠}
3 − 3)

(︁
𝜆
{𝑠}
3 − 𝜆

{𝑠}
1 − 𝜆

{𝑠}
2

)︁
𝜆
{𝑠}
1 𝜆

{𝑠}
3 (𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 )

;

𝜔̃
{𝑠}
3223 =

2𝜇{𝑠}
[︁
(𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 )𝜆

{𝑠}
3 − 𝜆

{𝑠}
1

]︁
+ 𝜆{𝑠}𝜆

{𝑠}
1 (𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 + 𝜆

{𝑠}
3 − 3)

𝜆
{𝑠}
1 𝜆

{𝑠}
2 (𝜆

{𝑠}
1 + 𝜆

{𝑠}
2 )

. (2.4)

Врахуємо, що 𝜆{𝑠} = 2𝜇{𝑠}𝜈{𝑠}

1−2𝜈{𝑠}
, де 𝜈 — коефiцiєнт Пуассона, i пронормує-

мо всi величини за величиною 𝜇{𝑠}/𝜌{𝑠}. Чисельнi розрахунки проводилися для
𝜈 = 0, 3. Початковi подовження змiнювалися в дiапазонi вiд 0,8 до 1,2. Ме-
тою дослiдження було оцiнювання можливих значень коренiв рiвняння (1.5)
та вплив початкових деформацiй i швидкостi руху поверхневого навантажен-
ня на значення коренiв характеристичного рiвняння (1.5) i вiдповiдно на вибiр
розв’язку дослiджуваної задачi.
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Поверхня, що вiдповiдає функцiї ∆{𝑠}, за фiксованих значень параметрiв
𝜆
{𝑠}
𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) , v i 𝜑 має вигляд, показаний на рис. 1. Причому форма поверх-

нi не змiнюється в дiапазонi 0.8 ≤ 𝜆
{𝑠}
𝑖 ≤ 1.2, 0 ≤ v2 ≤ 𝑐

{𝑠}2
11 , 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋.

Аналiз чисельних значень ∆{𝑠} дає змогу стверджувати, що дискримiнант рiв-
няння (1.5) набуває в зазначенiй областi дослiджуваних параметрiв невiд’ємних
значень

(︀
∆{𝑠} ≥ 0

)︀
.

Рис. 1. Поверхня функцiї ∆{𝑠}.

Рис. 2. Вплив швидкостi та траєкторiї руху навантаження на значення
дискримiнанта ∆{𝑠} (𝜑 = 𝜋/2).
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Рис. 3. Вплив швидкостi та траєкторiї руху навантаження на значення
дискримiнанта ∆{𝑠} (𝜑 = 0).

На рис. 2 i 3 проiлюстровано вплив швидкостi та траєкторiї руху навантаже-
ння на значення дискримiнанта рiвняння (1.9). Як видно з рисункiв, початко-
вi напруження, швидкiсть руху навантаження та напрямок його руху суттєво
впливають на значення функцiї ∆{𝑠}.

Очевидно, що за певної швидкостi навантаження вплив початкових напру-
жень зменшується. Вiд напрямку руху навантаження залежить розташування
областi найменшого впливу початкових напружень.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У цiй статтi
дано оцiнку можливих значень коренiв характеристичних рiвнянь. Для стисли-
вого матерiалу iз пружним потенцiалом гармонiчного типу проведенi чисельнi
розрахунки. Результати, отриманi у цiй роботi, можуть бути використанi пiд
час дослiдження напружено деформованого стану елементiв багатошарового
попередньо напруженого пiвпростору за дiї рухомого навантаження.
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