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АЛГЕБРИ АУСЛЕНДЕРА НЕКОМУТАТИВНИХ
НЕIДЕМПОТЕНТНИХ НАПIВГРУП ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ БЕЗ

НУЛЬОВОГО ЕЛЕМЕНТА

У сучаснiй теорiї зображень важливу роль вiдiграють дослiдження не лише самих
зображень рiзних об’єктiв над полями, а i їхнiх категорiй зображеь. Однiєю з форм
опису таких категорiй є обчислення алгебр ендоморфiзмiв прямої суми представникiв
класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень. Такi алгебри називаються алгебрами
Ауслендера. Вказаний опис особливо ефективний у випадках об’єктiв скiнченного зо-
бражувального типу. Ранiше автором (разом з В. М. Бондаренком в деяких випадках)
описано алгебри Ауслендера для комутативних напiвгруп та некомутативних iдемпо-
тентних напiвгруп третього порядку. Ця робота завершує аналогiчнi дослiдження у
некомутативному випадку.

Ключовi слова: матричне зображення, неiдемпотентна напiвгрупа, скiнченний зо-
бражувальний тип, канонiчна форма, алгебра Ауслендера.

1. Вступ. Стаття присвячена матричним зображенням напiвгруп третьо-
го порядку. Такi напiвгрупи описанi в термiнах таблиць Келi ще в серединi
минулого столiття Т. Тамурою (1953 р.) та, за допомогою комп’ютерної програ-
ми, Г. Е. Форсайтом (1955 р.). Проте мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для напiвгруп третього порядку було вказано по-
рiвняно недавно (див. [1] разом з посиланнями). Це дало можливiсть вперше
описати матричнi зображення цих напiвгруп над довiльним полем [2]. З вико-
ристанням цього результату в особистих статтях автора та сумiсних статтях з
В. М. Бондаренком описано алгебри Ауслендера (як одну з форм опису катего-
рiй зображень) для всiх комутативних та бiльшостi некомутативних напiвгруп
третього порядку, що мають скiнченний зображувальний тип. Ця робота завер-
шує такi дослiдження для некомутативних напiвгруп.

2. Постановка завдання. Тематика цiєї статтi пов’язана з використанням
методiв Київської школи з теорiї матричних задач для дослiдження матричних
зображень скiнченних напiвгруп. Бiльш конкретно, мова йде про опис кате-
горiй зображень для напiвгруп малого порядку скiнченного зображувального
типу. У цiй статтi така задача поставлена для некомутативних неiдемпотентних
напiвгруп третього порядку без нульового елемента.

3. Огляд лiтератури. У статтi [2] вказано канонiчнi форми матричних
зображень напiвгруп третього порядку, що мають скiнченний зображувальний
тип, тобто зi скiнченним числом класiв еквiвалентностi нерозкладних зобра-
жень. Це стало можливим у зв’язку з тим, що ранiше цими ж авторами для
таких напiвгруп були вказанi мiнiмальнi системи твiрних i вiдповiднi системи
визначальних спiввiдношень (див. [1] разом з посиланнями). Детальний огляд
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лiтератури щодо подальших результатiв з цiєї тематики наведено в статтi [3],
опублiкованiй в цьому роцi; у ньому, зокрема, вказанi статтi про опис матричних
алгебр Ауслендера над довiльним полем.

Ця стаття присвячена опису алгебр Ауслендера некомутативних неiдемпо-
тентних напiвгруп третього порядку без нульового елемента.

4. Формулювання основних результатiв.
4.1. Основнi означення. Будемо використовувати добре вiдомi означення

iз [3, 4.1]. Нагадаємо основнi iз них. З формальних мiркувань всi напiвгрупи
вважаються скiнченними.

Матричним зображенням напiвгрупи 𝑆 розмiрностi 𝑛 ∈ N над полем 𝐾
називається довiльний гомоморфiзм 𝑇 : 𝑥→ 𝑇 (𝑥) iз 𝑆 в напiвгрупу 𝑀𝑛(𝐾) (вiд-
носно множення) всiх матриць розмiру 𝑛×𝑛 з елементами iз поля 𝐾. Природно
вважати, що у випадку, коли напiвгрупа 𝑆 має одиничний (вiдповiдно нульо-
вий) елемент, одиничному (вiдповiдно нульовому) елементу вiдповiдає одинична
(вiдповiдно нульова) матриця.

Еквiвалентнiсть матричних зображень 𝑇 i 𝑇 ′ напiвгрупи 𝑆 означає iсну-
вання оборотної матрицi 𝐶 такої, що 𝑇 (𝑥) = 𝐶𝑇 ′(𝑥)𝐶−1 для всiх 𝑥 ∈ 𝑆.

Прямою сумою матричних зображень 𝑇 i 𝑇 ′ напiвгрупи 𝑆 називається зоб-
раження 𝑇 ⊕ 𝑇 ′, де

(𝑇 ⊕ 𝑇 ′)(𝑥) := 𝑇 (𝑥)⊕ 𝑇 ′(𝑥) =

(︂
𝑇 (𝑥) 0
0 𝑇 ′(𝑥)

)︂
для довiльного 𝑥 ∈ 𝑆.

Зображення 𝑇 напiвгрупи 𝑆 називається розкладним, якщо воно еквiвалент-
не прямiй сумi двох ненульових зображень, i нерозкладним в iншому разi (ну-
льове матричне зображення — це зображення розмiрностi 0).

Матричнi зображення напiвгрупи 𝑆 над полем 𝐾 утворюють категорiю
𝑅𝑒𝑝𝐾(𝑆), об’єктами якої є всi зображення, а множина морфiзмiв 𝐻𝑜𝑚(𝑇, 𝑇 ′)
з об’єкту 𝑇 розмiрностi 𝑛 в об’єкт 𝑇 ′ розмiрностi 𝑚 складається iз всiх матриць
𝑌 розмiру 𝑛×𝑚 таких, що 𝑇 (𝑥)𝑌 = 𝑌 𝑇 ′(𝑥) для довiльного 𝑥 ∈ 𝑆.

Нехай 𝑆 — напiвгрупа скiнченного зображувального типу. Зафiксуємо пред-
ставники 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠 в класах еквiвалентностi нерозкладних зображень. Алгеброю
Ауслендера 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆) напiвгрупи 𝑆 над полем 𝐾 називається алгебра

𝐸𝑛𝑑(𝑇1 ⊕ · · · ⊕ 𝑇𝑠) := 𝐻𝑜𝑚(𝑇1 ⊕ · · · ⊕ 𝑇𝑠, 𝑇1 ⊕ · · · ⊕ 𝑇𝑠)
ендоморфiзмiв прямої суми представникiв 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠.

Щоб пiдкреслити, що розглядаються саме матричнi зображення напiвгруп,
алгебру Ауслендера будемо також називати матричною алгеброю Ауслендера.

4.2. Основнi теореми. Згiдно з результатами роботи [2] некомутативнi
неiдемпотентнi напiвгрупи третього порядку без нульового елемента, що мають
скiнченний зображувальний тип, вичерпуються, з точнiстю до iзоморфiзму, на-
пiвгрупою пiд номером 14 з твiрними 𝑏, 𝑐 i спiввiдношеннями 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐2 = 𝑐,
𝑏𝑐 = 𝑏2, 𝑐𝑏 = 𝑐, яку позначатимемо через 𝑆, та дуальною до неї напiвгрупою 𝑆𝑜𝑝

(тобто такою, в якiй множення елементiв здiйснюється в оберненому порядку).
Наступнi теореми описують алгебри Ауслендера вказаних напiвгруп над до-

вiльним полем 𝐾.

Теорема 1. Матрична алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆) напiвгрупи 𝑆 над полем
𝐾 складається з усiх матриць вигляду
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𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑥21 𝑥22 0 0 0 0 0 0 0
𝑥31 𝑥32 𝑥33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑥22 𝑥45 𝑥46 𝑥47 𝑥21 𝑥49
0 0 0 0 𝑥55 𝑥56 𝑥57 0 𝑥59
0 0 0 0 0 𝑥22 𝑥45 0 0
0 0 0 0 0 0 𝑥55 0 0
0 0 0 0 0 𝑥86 𝑥87 𝑥11 𝑥89
0 0 0 0 0 𝑥96 𝑥97 0 𝑥99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.

Теорема 2. Матрична алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆
𝑜𝑝) складається з усiх ма-

триць, транспонованих до матриць iз теореми 1.

Легко бачити, що обидвi алгебри Ауслендера мають розмiрнiсть 20. Якщо
позначити через 𝑒𝑖𝑗, де 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 9, матрицю, в якiй на мiсцi (𝑖, 𝑗) стоїть одинич-
ний елемент, а на всiх iнших мiсцях – нульовий, то iз теорем випливає, що (в
обох випадках) за базиснi елементи можна взяти наступнi:

𝜆1 = 𝑒11 + 𝑒88, 𝜆2 = 𝑒21 + 𝑒48, 𝜆3 = 𝑒22 + 𝑒44 + 𝑒66, 𝜆4 = 𝑒31, 𝜆5 = 𝑒32, 𝜆6 = 𝑒33,
𝜆7 = 𝑒45+ 𝑒67, 𝜆8 = 𝑒46, 𝜆9 = 𝑒47, 𝜆10 = 𝑒49, 𝜆11 = 𝑒55+ 𝑒77, 𝜆12 = 𝑒56, 𝜆13 = 𝑒57,
𝜆14 = 𝑒59, 𝜆15 = 𝑒86, 𝜆16 = 𝑒87, 𝜆17 = 𝑒89, 𝜆18 = 𝑒96, 𝜆19 = 𝑒97, 𝜆20 = 𝑒99.
Враховуючи, що 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑠𝑘 = 𝑒𝑖𝑘, якщо 𝑗 = 𝑠, i 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑠𝑘 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑠, легко

виписати таблицi множення для обох алгебр Ауслендера.
5. Доведення теорем 1 i 2. Обчислимо спочатку матричну алгебру Ау-

слендера напiвгрупи 𝑆.
Розглянемо матричне зображення напiвгрупи 𝑆, яке є канонiчним з одинич-

ними клiтинами порядку 1 (див. теорему 2 [2]) i яке згiдно з означенням канонi-
чної форми переставно подiбне прямiй сумi представникiв всiх класiв еквiвален-
тностi нерозкладних зображень:

𝐵0 =

⎛⎝𝐵11 𝐵12 𝐵13

𝐵21 𝐵22 𝐵23

𝐵31 𝐵32 𝐵33

⎞⎠ , 𝐶0 =

⎛⎝𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33

⎞⎠ ,

де

𝐵11 =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , 𝐵22 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶21 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶31 =

(︂
1 0 0
0 0 0

)︂
,

𝐶11 = 𝐵11, а решта блокiв матриць 𝐵𝑖𝑗 i 𝐶𝑖𝑗 нульовi.
За означенням (матрична) алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆) — це алгебра всiх

матриць 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 9 таких, що 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 i 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0. Матрицю
𝑋 будемо розглядати як блокову матрицю 𝑋 = (𝑋𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, блоки 𝑋𝑖𝑗

якої мають такi ж розмiри, як вiдповiднi розмiри матриць 𝐵0 i 𝐶0.
Розглянемо спочатку рiвнiсть 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0. Оскiльки матриця 𝐵0 є (з то-

чнiстю до однакової перестановки рядкiв та стовпцiв) прямою сумою клiтин
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Жордана порядкiв 1 та 2, то легко обчислити або показати, скориставшись до-
бре вiдомими результатами (див., напр., [4]), що 𝑋12 = 0, 𝑋13 = 0, 𝑋21 = 0,
𝑋31 = 0,

𝑋22 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥44 𝑥45 𝑥46 𝑥47
𝑥54 𝑥55 𝑥56 𝑥57
0 0 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎠ , 𝑋23 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥48 𝑥49
𝑥58 𝑥59
0 0
0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑋32 =

(︂
0 0 𝑥86 𝑥87
0 0 𝑥96 𝑥97

)︂
.

Тодi рiвнiсть𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 еквiвалентна рiвностям 𝐶21𝑋11 = 𝑋22𝐶21 + 𝑋23𝐶31 i
𝐶31𝑋11 = 𝑋32𝐶21 +𝑋33𝐶31 або, в розгорнутому виглядi,⎛⎜⎜⎝

0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎝𝑥11 𝑥12 𝑥13
𝑥21 𝑥22 𝑥23
𝑥31 𝑥32 𝑥33

⎞⎠ =

=

⎛⎜⎜⎝
𝑥44 𝑥45 𝑥46 𝑥47
𝑥54 𝑥55 𝑥56 𝑥57
0 0 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
𝑥48 𝑥49
𝑥58 𝑥59
0 0
0 0

⎞⎟⎟⎠(︂1 0 0
0 0 0

)︂
,

(︂
1 0 0
0 0 0

)︂⎛⎝𝑥11 𝑥12 𝑥13
𝑥21 𝑥22 𝑥23
𝑥31 𝑥32 𝑥33

⎞⎠=

(︂
0 0 𝑥86 𝑥87
0 0 𝑥96 𝑥97

)︂⎛⎜⎜⎝
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠+

(︂
𝑥88 𝑥89
𝑥98 𝑥99

)︂(︂
1 0 0
0 0 0

)︂
.

Звiдси ⎛⎜⎜⎝
𝑥21 𝑥22 𝑥23
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0 𝑥44 0
0 𝑥54 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
𝑥48 0 0
𝑥58 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,

(︂
𝑥11 𝑥12 𝑥13
0 0 0

)︂
=

(︂
𝑥88 0 0
𝑥98 0 0

)︂
,

тобто 𝑥21 = 𝑥48, 𝑥22 = 𝑥44, 𝑥23 = 𝑥54 = 𝑥58 = 0 та 𝑥11 = 𝑥88, 𝑥12 = 𝑥13 = 𝑥98 = 0.
Теорема 1 доведена.
Оскiльки матрицi 𝑇 ′(𝑥), транспонованi до матриць 𝑇 (𝑥) зображення 𝑇 , зада-

ють зображення дуальної напiвгрупи (бо [𝑇 (𝑥)𝑇 (𝑦)]′ = 𝑇 ′(𝑦)𝑇 ′(𝑥)), то матрична
алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆

𝑜𝑝
1 ) задається матрицею, транспонованою до матрицi,

вказанiй у теоремi 1. I, отже, теорема 2 випливає iз теореми 1.
6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi вив-

чаються матричнi зображення над полем некомутативних iдемпотентних на-
пiвгруп порядку три скiнченного зображувального типу. Для таких напiвгруп
описано алгебри Ауслендера над довiльним полем в абстрактному та матрично-
му виглядах.

Отриманi результати та вiдповiдний метод дослiджень знайдуть застосува-
ння при вивченнi зображень iнших напiвгруп.
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Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту
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In modern representation theory an important role is played investigation not only of
the representations of various algebraic objects over fields, but also of their categories of
representations. One form of describing such categories is to calculate the algebras of
endomorphisms of the direct sum of representatives of the equivalence classes of indecom-
posable representations. Such algebras are called the Auslander algebras. The indicated
description is especially effective in cases of objects of the finite representation type. Earlier
the author (together with V. M. Bondarenko in some cases) have described the Auslander
algebras for commutative and non-commutative idempotent semigroups of the third order.
This work finished analogous studies for non-commutative semigroups.
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