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ПОБУДОВА ДОВIРЧИХ IНТЕРВАЛIВ ДЛЯ IМПУЛЬСНОЇ
ПЕРЕХIДНОЇ ФУНКЦIЇ

У статтi дослiджується побудова рiвномiрних довiрчих iнтервалiв для iмпульсної
перехiдної функцiї (IПФ) неперервних лiнiйних стацiонарних систем. Оцiнкою висту-
пає вибiркова взаємна корелограма мiж стохастичним вхiдним сигналом (гауссiвським
процесом у виглядi зрiзаного тригонометричного ряду) та вiдгуком системи. Дове-
дено, що центрована похибка оцiнювання є квадратично-гауссiвським процесом. Це
дозволило отримати явну неасимптотичну оцiнку ймовiрностi великих вiдхилень її
рiвномiрної норми та сформулювати теорему про побудову довiрчої смуги. Теорема
пiдтверджена результатами iмiтацiйного моделювання, де безпосередньо побудовано
оцiнку IПФ та обчислено ширину довiрчого iнтервалу для рiзних рiвнiв значущостi.

Ключовi слова: iмпульсна перехiдна функцiя, випадковi процеси, крос-корелограма,
довiрчi iнтервали, швидкiсть збiжностi.

1. Вступ. Проблема визначення характеристик стохастичних лiнiйних систем,
зокрема iмпульсної перехiдної функцiї (IПФ) для моделей типу SISO (з одним
входом та одним виходом), є предметом активних дослiджень. Сфера застосу-
вання таких систем є надзвичайно широкою: вiд автоматичного керування та
обробки сигналiв до економетрики [1–4].

Розвиток методiв, що базуються на вибiрковiй взаємнiй корелограмi мiж вхi-
дним стохастичним сигналом та вiдгуком системи, представлено в роботах Бул-
дигiна та його спiвавторiв [5–7]. Козаченко Ю.В. та Розора I.В. [8–11] дослiджу-
вали iнтегральнi крос-корелограмнi оцiнки за допомогою теорiї квадратично-
гауссiвських процесiв, встановлюючи критерiї для рiзних функцiональних про-
сторiв. Зокрема, властивостi крос-корелограмної оцiнки та перевiрка гiпотез у
просторах 𝐿𝑝 дослiджувались у нашiй попереднiй роботi [12].

У данiй статтi розглядається неперервна в часi лiнiйна система з дiйсно-
значною iмпульсною перехiдною функцiєю, визначеною на обмеженiй областi
[0,Λ]. Вхiдний сигнал моделюється як стацiонарний центрований гауссiвський
процес у виглядi зрiзаного тригонометричного ряду. Метою роботи є отри-
мання неасимптотичної оцiнки ймовiрностi великих вiдхилень похибки крос-
корелограмної оцiнки у просторi неперервних функцiй 𝐶([0,Λ]) з використа-
нням просторiв квадратично-гауссiвських випадкових величин. Отриманi ре-
зультати є теоретичним пiдґрунтям для розрахунку ширини смуги та побудови
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надiйних рiвномiрних довiрчих iнтервалiв для невiдомої функцiї на всiй областi
визначення.

2. Оцiнка та її загальнi властивостi. Розглядається неперервна в ча-
сi лiнiйна стацiонарна система SISO, поведiнка якої однозначно характеризує-
ться невiдомою дiйснозначною iмпульсною перехiдною функцiєю (IПФ) 𝐻(𝜏) ∈
𝐿2([0,Λ]). Зв’язок мiж вхiдним сигналом 𝑋(𝑡) та вихiдним 𝑌 (𝑡) описується iн-
тегралом згортки:

𝑌 (𝑡) =

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏)𝑋(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏, (1)

який розумiється як iнтеграл Рiмана в середньому квадратичному [18].
Вхiдний сигнал 𝑋𝑁(𝑡) моделюється як дiйснозначний стацiонарний центро-

ваний гауссiвський процес у виглядi зрiзаного ряду за ортонормованим базисом
{𝜙𝑘(𝑡), 𝜓𝑘(𝑡)}∞𝑘=1 простору 𝐿2([0,Λ]) [13, 14]:

𝑋𝑁(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝜙𝑘(𝑡) +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘𝜓𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ R, (2)

де 𝑁 – складнiсть моделi, а 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 – незалежнi стандартнi гауссiвськi випад-
ковi величини. Коварiацiйна функцiя цього процесу має вигляд 𝑟𝑁(𝑡 − 𝑠) =∑︀𝑁

𝑘=1(𝜙𝑘(𝑡)𝜙𝑘(𝑠) + 𝜓𝑘(𝑡)𝜓𝑘(𝑠)).
Оцiнкою IПФ слугує вибiркова iнтегральна крос-корелограма [20] 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) =

1
𝑇

∫︀ 𝑇
0
𝑌𝑁(𝑡)𝑋𝑁(𝑡 − 𝜏)𝑑𝑡, де 𝑇 > 0 – час усереднення. Оскiльки 𝐻 ∈ 𝐿2([0,Λ]), її

можна розкласти в ряд Фур’є з вiдповiдними коефiцiєнтами 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 [19]:

𝐻(𝑡) = 𝑎0𝜙0(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘𝜙𝑘(𝑡) + 𝑏𝑘𝜓𝑘(𝑡)). (3)

Математичне сподiвання оцiнки дорiвнює E𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) =
∑︀𝑁

𝑘=1(𝑎𝑘𝜙𝑘(𝜏)+𝑏𝑘𝜓𝑘(𝜏)),
що вказує на її змiщенiсть. Зсув вiдносно центрованої IПФ 𝐻*(𝜏) є залишком
ряду:

𝐻*(𝜏)− E𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) =
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

(𝑎𝑘𝜙𝑘(𝜏) + 𝑏𝑘𝜓𝑘(𝜏)), (4)

який прямує до нуля при 𝑁 → ∞, що гарантує асимптотичну незмiщенiсть.
Дисперсiя оцiнки має складний iнтегральний вигляд:

Var𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) =
1

𝑇 2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

[︃∫︁ Λ

0

∫︁ Λ

0

𝐻(𝑣)𝐻(𝑢)𝑟𝑁(𝑡−𝑠+𝑢−𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣·𝑟𝑁(𝑡−𝑠+𝑢−𝑣)

+

∫︁ Λ

0

𝐻(𝑣)𝐻(𝑟𝑁(𝑡− 𝑠+ 𝜏 − 𝑣))𝑑𝑣 ·
∫︁ Λ

0

𝐻(𝑢)𝑟𝑁(𝑠− 𝑡+ 𝜏 − 𝑢)𝑑𝑢

]︃
𝑑𝑡𝑑𝑠. (5)

При 𝑇 → ∞ та 𝑁 → ∞ дисперсiя i зсув прямують до нуля, отже, 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) є
спроможною оцiнкою для 𝐻(𝜏).

3. Оцiнювання на основi тригонометричного базису. Розглянемо ви-
падок, коли вхiдний сигнал моделюється за допомогою тригонометричного ор-
тонормованого базису в

𝐿2([0,Λ]) : 𝜙𝑘(𝑡) =
√︀

2/Λcos(2𝑘𝜋𝑡/Λ), 𝜓𝑘(𝑡) =
√︀

2/Λ sin(2𝑘𝜋𝑡/Λ)
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для 𝑘 ≥ 1. Тодi процес 𝑋𝑁(𝑢) подається як скiнченний тригонометричний ряд:

𝑋𝑁(𝑢) =

√︂
2

Λ

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝜉𝑘 cos

(︂
2𝑘𝜋𝑢

Λ

)︂
+ 𝜂𝑘 sin

(︂
2𝑘𝜋𝑢

Λ

)︂)︂
, (6)

а його коварiацiйна функцiя має вигляд 𝑟𝑁(𝑡− 𝑠) = 2
Λ

∑︀𝑁
𝑘=1 cos

(︁
2𝑘𝜋(𝑡−𝑠)

Λ

)︁
.

Для виведення явних швидкостей збiжностi зсуву та дисперсiї накладемо на
невiдому IПФ 𝐻(𝜏) наступнi умови регулярностi:

Умова 1. Функцiя 𝐻(𝜏) є двiчi неперервно диференцiйовною на [0,Λ], при-
чому iнтеграли 𝐼0 =

∫︀ Λ

0
|𝐻(𝜏)|𝑑𝜏 , 𝐼1 = (

∫︀ Λ

0
|𝐻 ′(𝜏)|2𝑑𝜏)1/2 та 𝐼2 =

∫︀ Λ

0
|𝐻 ′′(𝜏)|𝑑𝜏 є

скiнченними.
Умова 2. Виконується умова перiодичностi на кiнцях iнтервалу: 𝐻(0) =

𝐻(Λ).
За цих умов отримуємо явнi верхнi межi. Зсув оцiнки (залишок ряду Фур’є)

обмежується так:

|𝐻*(𝜏)− E𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)| ≤
Λ(𝑑+ 𝐼2)

2𝜋2𝑁
, (7)

де 𝑑 = |𝐻 ′(0)|+ |𝐻 ′(Λ)|. Як бачимо, зсув зменшується зi швидкiстю 𝑂(1/𝑁).
Дисперсiя оцiнки 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) має таку оцiнку зверху:

Var𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) ≤
Λ3(Λ + 2)𝐼21

𝜋4𝑇 2

(︂
2− 1

𝑁

)︂2

. (8)

Цей результат демонструє, що дисперсiя зменшується зi швидкiстю 𝑂(1/𝑇 2),
що гарантує швидке покращення точностi зi збiльшенням часу усереднення 𝑇 .

4. Квадратично-гауссiвськi стохастичнi процеси. Статистичний ана-
лiз оцiнки суттєво спирається на теорiю квадратично-гауссiвських (КГ) проце-
сiв. Нехай (Ω,F, 𝑃 ) – ймовiрнiсний простiр, а Ξ = {𝜉𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇} – сiм’я сумiсно
гауссiвських центрованих випадкових величин.

Означення 1. [21] Випадкова величина 𝜂 називається квадратично-гаус-
сiвською, якщо вона належить простору 𝑆𝐺Ξ(Ω) i може бути подана як цен-
трована квадратична форма: 𝜂 = 𝜉

𝑇
𝐴𝜉 −E𝜉

𝑇
𝐴𝜉, де 𝜉 – вектор величин з Ξ, 𝐴

– дiйснозначна матриця.

Означення 2. [21] Стохастичний процес 𝜉(𝑡) називається КГ процесом,
якщо для кожного 𝑡 ∈ 𝑇 вiдповiдна випадкова величина 𝜉(𝑡) належить про-
стору 𝑆𝐺Ξ(Ω).

Ключовим iнструментом для побудови нашого статистичного критерiю є
неасимптотична нерiвнiсть для ймовiрностi великих вiдхилень супремуму не-
перервного КГ процесу.

Теорема 1. Нехай 𝑇 – компактний параметричний простiр, а 𝜉(𝑡) – вибiр-
ково неперервний з iмовiрнiстю 1 КГ процес. Позначимо 𝜎0 = sup𝑡∈𝑇 (E𝜉

2(𝑡))1/2.
За умови виконання певних умов регулярностi (зокрема, збiжностi ентропiй-
ного iнтеграла), iснує таке 𝑥0, що для всiх 𝑥 ≥ 𝑥0 виконується нерiвнiсть:

𝑃

{︂
sup
𝑡∈𝑇

|𝜉(𝑡)| > 𝑥

}︂
≤ 2

√︃
1 +

𝑥
√
2

𝜎0
exp

{︂
− 𝑥√

2𝜎0

}︂
. (9)
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Ця потужна теорема надає явну межу для хвоста розподiлу супремуму про-
цесу. Вона дозволяє безпосередньо контролювати похибку через максимальне
середньоквадратичне вiдхилення 𝜎0, яке у нашiй задачi залежить вiд параме-
трiв 𝑁 та 𝑇 .

5. Швидкiсть збiжностi оцiнки у просторi неперервних функцiй.
Розглянемо процес центрованої похибки оцiнювання

𝑍𝑁,𝑇,Λ(𝜏) = 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)− E𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏).

Лема 1. Стохастичний процес 𝑍𝑁,𝑇,Λ(𝜏) є квадратично-гауссiвським.

Доведення. Оцiнка 𝐻̂(𝜏) визначається як iнтеграл вiд добутку двох гаус-
сiвських процесiв 𝑌𝑁(𝑡) та 𝑋𝑁(𝑡 − 𝜏). Цей iнтеграл можна подати як границю
iнтегральних сум у середньому квадратичному. Оскiльки кожен доданок у цих
сумах є квадратичною формою вiд базових гауссiвських величин, а простiр КГ
величин є замкненим вiдносно збiжностi в середньому квадратичному, процес
𝑍(𝜏) також належить до цього простору.

Повну похибку оцiнювання можна розкласти на детермiнований зсув та сто-
хастичну похибку 𝑍(𝜏). Використовуючи нерiвнiсть трикутника для рiвномiрної
норми ‖𝑓‖𝐶 = sup𝜏∈[0,Λ] |𝑓(𝜏)|, маємо:

sup
𝜏∈[0,Λ]

|𝐻*(𝜏)− 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)| ≤ sup
𝜏∈[0,Λ]

|𝐻*(𝜏)− E𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)|+ sup
𝜏∈[0,Λ]

|𝑍𝑁,𝑇,Λ(𝜏)|. (10)

Нехай ℎ*𝑁,Λ – рiвномiрна межа для зсуву (з роздiлу 3), а 𝜎0 – рiвномiрна
межа для стандартного вiдхилення процесу 𝑍𝑁,𝑇,Λ(𝜏). Застосовуючи Теорему 1
до 𝑍𝑁,𝑇,Λ(𝜏) у просторi 𝐶([0,Λ]), отримуємо головний результат.

Теорема 2. Припустимо, що виконуються Умови 1 та 2. Тодi, для доста-
тньо великих 𝜀 (зокрема 𝜀 ≥ 𝑡𝑁,𝑇,Λ, де 𝑡𝑁,𝑇,Λ – порогове значення), виконується
нерiвнiсть:

𝑃

{︃
sup
𝜏∈[0,Λ]

|𝐻*(𝜏)− 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)| > 𝜀

}︃
≤ 2

√︃
1 +

(𝜀− Λℎ*𝑁,Λ)
√
2

𝜎0
exp

{︂
−
𝜀− Λℎ*𝑁,Λ√

2𝜎0

}︂
.

(11)

6. Побудова довiрчих iнтервалiв. Нерiвнiсть для ймовiрностi великих
вiдхилень, встановлена у попереднiй теоремi, надає необхiдний теоретичний iн-
струмент для переходу вiд оцiнювання до статистичних висновкiв. У цьому
роздiлi ми використовуємо цей результат для побудови рiвномiрних довiрчих
iнтервалiв, якi забезпечують кiлькiсну мiру невизначеностi для всiєї оцiненої
iмпульсної перехiдної функцiї (IПФ).

Структуру ймовiрнiсної нерiвностi можна використати, щоб зробити стати-
стичний висновок про невiдому справжню IПФ 𝐻(𝜏). Це набуває форми довiр-
чого iнтервалу — випадкової функцiональної смуги, яка мiстить усю справжню
функцiю iз заданою високою ймовiрнiстю.

Позначимо праву частину нерiвностi з Теореми 2 як 𝑔(𝜀):

𝑔(𝜀) = 2

√︃
1 +

(𝜀− Λℎ*𝑁,Λ)
√
2

𝜎0
exp

{︂
−
𝜀− Λℎ*𝑁,Λ√

2𝜎0

}︂
. (12)

Наступна теорема формалiзує побудову довiрчої множини.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2026, том 49, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



78 А. О. МЕЛЬНИК, I. В. РОЗОРА

Теорема 3. Нехай 𝛼 ∈ (0, 1) – заданий рiвень значущостi. Припустимо,
що 𝜀𝛼 є розв’язком рiвняння:

𝑔(𝜀𝛼) = 𝛼. (13)

Якщо виконується умова 𝜀𝛼 ≥ 𝑡𝑁,𝑇,Λ, то з iмовiрнiстю не менше 1 − 𝛼 (на-
дiйнiсть 𝛾 = 1 − 𝛼) справжня iмпульсна перехiдна функцiя 𝐻(𝜏) задовольняє
умову:

sup
𝜏∈[0,Λ]

|𝐻(𝜏)− 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)| ≤ 𝜀𝛼. (14)

Вiдповiдно, (1−𝛼)100%-вим рiвномiрним довiрчим iнтервалом для невiдомої
функцiї 𝐻(𝜏) є множина функцiй, обмежена випадковими функцiями:

𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)− 𝜀𝛼 < 𝐻(𝜏) < 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) + 𝜀𝛼, ∀𝜏 ∈ [0,Λ]. (15)

Ця теорема визначає довiрчу множину для функцiї 𝐻(𝜏) на всiй функцiо-
нальнiй областi [0,Λ]. Отриманий iнтервал забезпечує кiлькiсне зведення неви-
значеностi, пов’язаної з нашою процедурою оцiнювання, i дозволяє гарантувати,
що справжня функцiя не вийде за вказанi межi iз заданим рiвнем надiйностi.

7. Iмiтацiйне моделювання. Для iлюстрацiї теоретичних результатiв та
перевiрки розробленої методологiї на практицi було проведено чисельний ана-
лiз. Розглянуто систему з Λ = 10 та справжньою IПФ у виглядi загасаючої
синусоїди 𝐻(𝜏) = 𝑒−𝜏 sin(𝜋𝜏/Λ), яка моделює типову коливальну систему iз за-
гасанням i повнiстю задовольняє Умови 1 та 2. Вiдповiднi структурнi константи
обчислюються як: 𝐼0 ≈ 0.2860, 𝐼1 ≈ 0.1571, 𝐼2 ≈ 0.4046, 𝑑 ≈ 0.3142.

У ходi експерименту було згенеровано траєкторiї стохастичного вхiдного
процесу 𝑋𝑁(𝑡) та вiдгуку системи 𝑌𝑁(𝑡). На основi цих даних безпосередньо по-
будовано оцiнку 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏), пiсля чого чисельно розв’язано рiвняння 𝑔(𝜀𝛼) = 𝛼
для знаходження радiуса довiрчої смуги 𝜀𝛼.

У табл. 1 наведено обчисленi значення 𝜀𝛼 для фiксованих точок зрiзання
𝑁 = 100 та 𝑁 = 1000 при рiзних значеннях часу спостереження 𝑇 та рiвнях
значущостi 𝛼.

Таблиця 1.
Обчисленi значення 𝜀𝛼 для 𝑁 = 100 та 𝑁 = 1000 при рiзних обсягах вибiрки 𝑇

Час 𝑇 𝑁 = 100 𝑁 = 1000
𝛼 = 0.1 𝛼 = 0.05 𝛼 = 0.01 𝛼 = 0.1 𝛼 = 0.05 𝛼 = 0.01

150 0.1707 0.1959 0.2532 0.1386 0.1639 0.2214
250 0.1170 0.1321 0.1665 0.0846 0.0998 0.1343
350 0.0940 0.1048 0.1293 0.0615 0.0723 0.0970
500 0.0767 0.0843 0.1014 0.0441 0.0517 0.0690

Аналiз результатiв таблицi пiдтверджує, що побудована оцiнка 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)
успiшно знаходиться в межах довiрчої смуги 𝐻(𝜏)±𝜀𝛼 iз заданим рiвнем надiй-
ностi. Можна помiтити чiтку тенденцiю: зменшення рiвня значущостi 𝛼 (пiдви-
щення надiйностi) очiкувано розширює довiрчий iнтервал. Водночас, збiльше-
ння часу усереднення 𝑇 є найбiльш впливовим фактором для звуження смуги.
Перехiд вiд 𝑁 = 100 до складнiшої моделi вхiдного сигналу з 𝑁 = 1000 також
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дає вiдчутне зменшення 𝜀𝛼, особливо при великих обсягах вибiрки, що пiдтвер-
джує теоретично виведений порядок спадання зсуву 𝑂(1/𝑁).

Окремо слiд звернути увагу на вплив параметра зрiзання 𝑁 з точки зо-
ру обчислювальної складностi. Хоча збiльшення 𝑁 мiнiмiзує детермiнований
зсув оцiнки (оскiльки залишок ряду Фур’є швидше прямує до нуля), воно та-
кож призводить до зростання частоти коливань базисних функцiй у змодельо-
ваному вхiдному сигналi 𝑋𝑁(𝑡). На практицi це вимагає суттєвого зменшен-
ня кроку дискретизацiї при чисельному iнтегруваннi для коректного обчисле-
ння 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) без втрати iнформацiї за теоремою Котельникова (Найквiста-
Шеннона). Це, у свою чергу, пропорцiйно збiльшує обчислювальнi витрати.
Тому вибiр оптимального спiввiдношення мiж часом спостереження 𝑇 та кiль-
кiстю базисних функцiй 𝑁 є важливою задачею планування експерименту, яка
має розв’язуватися з урахуванням наявних обчислювальних ресурсiв та суворих
вимог до точностi 𝜀𝛼.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi роз-
роблено методологiю побудови рiвномiрних довiрчих iнтервалiв для iмпульсної
перехiдної функцiї неперервних лiнiйних стацiонарних систем. На основi iнте-
гральної крос-корелограми та теорiї квадратично-гауссiвських процесiв отрима-
но явнi межi для зсуву та дисперсiї оцiнки. Ключовим результатом є доведення
того, що центрована похибка оцiнювання є квадратично-гауссiвським процесом,
що дозволило вивести неасимптотичну межу для рiвномiрної норми похибки та
побудувати надiйний довiрчий iнтервал.

Iмiтацiйне моделювання пiдтвердило теоретичнi висновки, наочно продемон-
струвавши залежнiсть точностi вiд часу спостереження та складностi вхiдного
сигналу.

Подальшi дослiдження методiв iдентифiкацiї стохастичних систем на основi
iмпульсної перехiдної функцiї доцiльно спрямувати на аналiз дискретно спосте-
режуваних процесiв, складнiшi архiтектури систем (MIMO) та розширення на
класи негауссiвських вхiдних сигналiв.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.
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