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ДЕКОМПОЗИЦIЯ СТРАХОВОГО НАДЛИШКУ В
СТОХАСТИЧНIЙ МОДЕЛI

У статтi дослiджується декомпозицiя страхового надлишку в стохастичнiй моде-
лi страхування життя. Запропоновано пiдхiд на основi ISU, який дає змогу подати
надлишок як суму компонент, що вiдповiдають окремим факторам ризику. У межах
ризик-нейтрального пiдходу отримано аналiтичнi формули для внескiв фiнансового та
бiометричного ризикiв i показано адитивнiсть, узгодженiсть та економiчну iнтерпре-
тацiю побудованої декомпозицiї. Пiдхiд може бути використаний для аналiзу динамiки
страхового надлишку та оцiнювання впливу окремих факторiв ризику.

Ключовi слова: стохастичнi диференцiальнi рiвняння, страхування життя, страхо-
вий надлишок, декомпозицiя ризику, ISU-декомпозицiя, формула Iто.

1. Вступ. Прибутки та збитки страхового портфеля мiж звiтними датами фор-
муються пiд впливом рiзних факторiв ризику. Їх аналiз (P&L attribution) поля-
гає у декомпозицiї фiнансового результату для кiлькiсного визначення внеску
окремих джерел ризику та є важливим для управлiння ризиками i виконання
регуляторних вимог.

Мiжнароднi стандарти IFRS 17 [9] та нормативи ЄС [10] передбачають де-
тальний аналiз змiн власних коштiв страховика, що потребує математично об-
ґрунтованих i стiйких методiв декомпозицiї [4, 5].

У лiтературi запропоновано рiзнi пiдходи, зокрема метод “один за раз” (One-
at-a-time, OAT), варiацiйну декомпозицiю та методи послiдовного оновлення [4],
а також декомпозицiю динамiчних ризикiв [1]. Проте жоден iз них не забезпечує
одночасно адитивнiсть, нормалiзацiю, iнварiантнiсть i стабiльнiсть [3].

Важливими є методи послiдовного оновлення ( Sequential Updating, SU) та
нескiнченно малого послiдовного оновлення (Infinitesimal Sequential Updating,
ISU): SU забезпечує адитивнiсть, але залежить вiд порядку [4], тодi як ISU, за-
пропонований у [2], є iнварiантним i узгодженим. Перехiд до неперервного часу
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дозволяє враховувати повнi траєкторiї факторiв [6], а ISU виникає як грани-
ця SU [2, 5]. У цiй роботi дисконтований надлишок подано як суму адитивних
компонент на основi формули Iто.

У страхуваннi життя надлишок можна розглядати як стохастичний процес,
що вiдображає вiдхилення фактичного досвiду вiд очiкуваного [7]. Це створює
основу для декомпозицiї ризику з урахуванням фiнансових i бiометричних фа-
кторiв.

Робота складається зi вступу, чотирьох основних роздiлiв та висновкiв. У
другому роздiлi вводиться модель надлишку, у третьому — SU та ISU-деком-
позицiя, у четвертому — модельнi припущення, у п’ятому — аналiтичнi формули
внескiв ризикiв; у висновках окреслено подальшi дослiдження.

2. Процес страхового надлишку. Нехай задано повний фiльтрований
iмовiрнiсний простiр (Ω,F,F,P), F = {F𝑡}𝑡≥0, який задовольняє звичайнi умови
(правоконтинуальнiсть та повнота). Усi процеси далi вважаються F-адаптовани-
ми та càdlàg, якщо не зазначено iнше.

Розглянемо промiжок [0, 𝑇 ], де 𝑇 < ∞. Позначимо через 𝐶 = {𝐶(𝑡)}𝑡∈[0,𝑇 ]
процес кумулятивного грошового потоку страховика, який є процесом скiнчен-
ної варiацiї майже напевно, тобто V𝑇0

(︀
𝐶(·, 𝜔)

)︀
< ∞ для майже всiх 𝜔 ∈ Ω, де

V𝑇0
(︀
𝐶(·, 𝜔)

)︀
позначає повну варiацiю функцiї на iнтервалi [0, 𝑇 ]. Зокрема, iнте-

грали вiдносно 𝐶 розумiються у сенсi Лебега–Стiлтьєса.
Нехай 𝜅 = {𝜅(𝑡)}𝑡∈[0,𝑇 ] — строго додатний F-семiмартингал, такий що 𝜅(0) =

= 1 i 1
𝜅

також є семiмартингалом. Процес 𝜅 iнтерпретується як фактор накопи-
чення (numéraire). Для 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] визначимо випадковий фактор перерахунку
𝐷(𝑡, 𝑠) := 𝜅(𝑡)

𝜅(𝑠)
. Вiн задає вартiсть у момент t одиницi грошового потоку, здiй-

сненого у момент 𝑠, у вибраному numéraire 𝜅. Зокрема, при 𝑠 ≥ 𝑡 величина
𝐷(𝑡, 𝑠) використовується для дисконтування майбутнiх потокiв до моменту 𝑡,
а при 𝑠 ≤ 𝑡 – для накопичення минулих потокiв до моменту 𝑡. За допомогою
процесiв 𝐶 та 𝜅 визначимо базовi об’єкти моделi, а саме процес активiв, процес
зобов’язань та процес страхового надлишку.

Активи. Процес активiв визначається як

𝐴(𝑡) := −
∫︁ 𝑡

0

𝐷(𝑡, 𝑠) 𝑑𝐶(𝑠), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Iнтеграл є коректно визначеним як стохастичний iнтеграл Лебега–Стiлтьєса.
Зобов’язання. Припустимо, що грошовi потоки є iнтегровними, тобто

E
[︂∫︁ 𝑇

0

𝜅(𝑠)−1 |𝑑𝐶(𝑠)|
]︂
<∞.

Тодi процес (ризик-нейтральної) вартостi зобов’язань визначається як

𝐿(𝑡) := EQ
[︂∫︁ 𝑇

𝑡

𝐷(𝑡, 𝑠) 𝑑𝐶(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
F𝑡

]︂
, (1)

де Q — еквiвалентна мартингальна мiра, за якої 𝜅−1𝐴 є мартингалом.

Надлишок. Процес страхового надлишку визначається стандартно:

𝑆(𝑡) := 𝐴(𝑡)− 𝐿(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (2)
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Дисконтований надлишок. Визначимо дисконтований процес

̃︀𝑆(𝑡) := 𝑆(𝑡)

𝜅(𝑡)
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Тодi за стандартними аргументами ризик-нейтрального оцiнювання для 0 ≤
≤ 𝑡 ≤ 𝑢 ≤ 𝑇 маємо, що ̃︀𝑆 є Q-мартингалом. Тому iснує F𝑡-вимiрний процес
𝑉 = {𝑉 (𝑡)}𝑡∈[0,𝑇 ] такий, що 𝑆(𝑡) = 𝜅(𝑡)𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], де 𝑉 (𝑡) := EQ

[︁̃︀𝑆(𝑇 ) ⃒⃒⃒F𝑡]︁ .
Оскiльки 𝑉 є мартингалом, подальшу декомпозицiю виконуємо саме для цього
процесу.

Надалi припускаємо, що вся випадковiсть моделi задається скiнченним на-
бором базових стохастичних факторiв 𝑍 = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑚), якi породжують фiль-
трацiю F, тобто F𝑡 = 𝜎(𝑍1

𝑠 , . . . , 𝑍
𝑚
𝑠 : 𝑠 ≤ 𝑡)∨N. Припускаючи, що 𝑉 (𝑡) залежить

лише вiд траєкторiй 𝑍 на [0, 𝑡], шукаємо процеси ∆1, . . . ,∆𝑚 такi, що

𝑉 (𝑡) = 𝑉 (0) +
𝑚∑︁
𝑖=1

∆𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

де ∆𝑖(𝑡) iнтерпретується як внесок 𝑖-го фактора ризику. Вiдповiдно,

𝑆(𝑡) = 𝜅(𝑡)𝑉 (0) + 𝜅(𝑡)
𝑚∑︁
𝑖=1

∆𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (4)

Саме представлення (4) є основою подальшої побудови SU- та ISU-декомпозицiй.
3. Принцип декомпозицiї SU та ISU. Нехай 𝑍 = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑚) є вектором

стохастичних факторiв ризику, а через 𝑍⟨𝑡⟩ := (𝑍1
·∧𝑡, . . . , 𝑍

𝑚
·∧𝑡) позначимо процес

факторiв, зупинений у момент часу 𝑡. Процес переоцiнки задається спiввiдноше-
нням 𝑉 (𝑡) = Ψ

(︀
𝑍⟨𝑡⟩)︀, 𝑡 ≥ 0, де Ψ : D([0, 𝑇 ];R𝑚) → R є вимiрним функцiоналом

вiдносно 𝜎-алгебри на просторi траєкторiй.
Для видiлення внескiв окремих факторiв введемо функцiю

𝐻(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) := Ψ
(︀
𝑍1

·∧𝑡1 , . . . , 𝑍
𝑚
·∧𝑡𝑚

)︀
, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚 ≥ 0,

яку будемо називати поверхнею переоцiнки. Зокрема, 𝑉 (𝑡) = 𝐻(𝑡, . . . , 𝑡), 𝑡 ≥ 0.
Iнтерпретацiйно, значення 𝐻(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) вiдповiдає ситуацiї, коли iнформацiя
про 𝑗-й фактор ризику доступна до моменту 𝑡𝑗, тодi як iншi фактори фiксованi
на вiдповiдних рiвнях.

Нехай 𝜏 = {0 = 𝑟0 < 𝑟1 < . . . } — розбиття iнтервалу [0,∞). Для фiксованого
𝑡 ≥ 0 покладемо 𝑟𝑡𝑘 := 𝑟𝑘 ∧ 𝑡.

Означення 1 (Декомпозицiя послiдовного оновлення, SU). Нехай задано
порядок факторiв 1, . . . ,𝑚. Для розбиття 𝜏 та фiксованого 𝑡 ≥ 0 покладемо
𝑟𝑡𝑘 = 𝑟𝑘 ∧ 𝑡. Для 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 визначимо

∆𝜏
𝑖 (𝑡) :=

∞∑︁
𝑘=0

[︁
𝐻
(︀
𝑟𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑡
𝑘, . . . , 𝑟

𝑡
𝑘

)︀
−𝐻

(︀
𝑟𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑡
𝑘, 𝑟

𝑡
𝑘, . . . , 𝑟

𝑡
𝑘

)︀]︁
,

де в обох значеннях функцiї 𝐻 першi 𝑖−1 координат дорiвнюють 𝑟𝑡𝑘+1, останнi
𝑚− 𝑖 координат дорiвнюють 𝑟𝑡𝑘, а 𝑖-та координата змiнюється з 𝑟𝑡𝑘 на 𝑟𝑡𝑘+1.

Сiмейство процесiв ∆𝜏
1, . . . ,∆

𝜏
𝑚 називається SU-декомпозицiєю процесу 𝑉 (𝑡)

для заданого порядку факторiв.
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На кожному кроцi змiнюється лише один фактор, тому ∆𝜏
𝑖 (𝑡) iнтерпретує-

ться як його внесок. Декомпозицiя залежить вiд порядку факторiв (загалом 𝑚!
варiантiв), тобто не є iнварiантною. Для усунення цього розглядається грани-
чний перехiд при подрiбненнi розбиття.

Означення 2 (Нескiнченно мала декомпозицiя послiдовного оновлення,
ISU). Нехай {𝜏𝑛}𝑛∈N — послiдовнiсть розбиттiв iнтервалу [0,∞) така, що
|𝜏𝑛| := sup𝑘(𝑟

𝑛
𝑘+1 − 𝑟𝑛𝑘 ) → 0. Якщо для кожного 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 та 𝑡 ≥ 0 iснує

границя ∆𝑖(𝑡) = lim𝑛→∞ ∆𝜏𝑛

𝑖 (𝑡), де збiжнiсть розумiється за ймовiрнiстю, то
процеси ∆1, . . . ,∆𝑚 називаються ISU-декомпозицiєю процесу 𝑉 (𝑡).

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Нехай {𝜏𝑛}𝑛∈N — послiдовнiсть розбиттiв iнтервалу [0,∞),
для якої |𝜏𝑛| → 0, i нехай вiдповiдна ISU-декомпозицiя процесу 𝑉 (𝑡) iснує. Тодi
для всiх 𝑡 ≥ 0 виконується (3). Крiм того, якщо для деякого 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}
процес 𝑍𝑖 є сталим на iнтервалi (𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞), то процес ∆𝑖 також є сталим
на цьому iнтервалi.

Доведення. Адитивнiсть. Для кожного розбиття 𝜏𝑛 = {0 = 𝑟𝑛0 < 𝑟𝑛1 < . . .}
та фiксованого 𝑡 ≥ 0 покладемо 𝑟𝑛,𝑡𝑘 = 𝑟𝑛𝑘∧𝑡. За означенням SU-декомпозицiї має-
мо ∆𝜏𝑛

𝑖 (𝑡) =
∑︀∞

𝑘=0

[︁
𝐻
(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘 , . . . , 𝑟𝑛,𝑡𝑘

)︀
−𝐻

(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘 , 𝑟𝑛,𝑡𝑘 , . . . , 𝑟𝑛,𝑡𝑘

)︀]︁
,

де в першому значеннi функцiї 𝐻 першi 𝑖 координат дорiвнюють 𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, а останнi
𝑚 − 𝑖 координат дорiвнюють 𝑟𝑛,𝑡𝑘 ; у другому значеннi першi 𝑖 − 1 координат
дорiвнюють 𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, а координати з 𝑖-ї до 𝑚-ї дорiвнюють 𝑟𝑛,𝑡𝑘 .

Тодi для кожного 𝑘 сума за всiма факторами є телескопiчною:
𝑚∑︁
𝑖=1

[︁
𝐻
(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘 , . . . , 𝑟𝑛,𝑡𝑘

)︀
−𝐻

(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘+1, 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘 , 𝑟𝑛,𝑡𝑘 , . . . , 𝑟𝑛,𝑡𝑘

)︀]︁
= 𝐻

(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘+1

)︀
−𝐻

(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘 , . . . , 𝑟𝑛,𝑡𝑘

)︀
.

Отже,
∑︀𝑚

𝑖=1 ∆
𝜏𝑛

𝑖 (𝑡) =
∑︀∞

𝑘=0

[︁
𝐻
(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘+1, . . . , 𝑟

𝑛,𝑡
𝑘+1

)︀
−𝐻

(︀
𝑟𝑛,𝑡𝑘 , . . . , 𝑟𝑛,𝑡𝑘

)︀]︁
. Оскiльки 𝑟𝑛,𝑡0 =

0, а для достатньо великих 𝑘 маємо 𝑟𝑛,𝑡𝑘 = 𝑡, остання сума також є телескопi-
чною. Тому

∑︀𝑚
𝑖=1 ∆

𝜏𝑛

𝑖 (𝑡) = 𝐻(𝑡, . . . , 𝑡)−𝐻(0, . . . , 0). З означення поверхнi пере-
оцiнки маємо 𝐻(𝑡, . . . , 𝑡) = 𝑉 (𝑡), 𝐻(0, . . . , 0) = 𝑉 (0). Отже, для кожного 𝑛 маємо∑︀𝑚

𝑖=1 ∆
𝜏𝑛

𝑖 (𝑡) = 𝑉 (𝑡)− 𝑉 (0). Оскiльки кiлькiсть факторiв 𝑚 є скiнченною, то
𝑚∑︁
𝑖=1

∆𝜏𝑛

𝑖 (𝑡)
P−−−→

𝑛→∞

𝑚∑︁
𝑖=1

∆𝑖(𝑡).

Переходячи до границi одержуємо (3).
Нормалiзацiя. Нехай для деякого 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚} процес 𝑍𝑖 є сталим на iн-

тервалi (𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞). Покажемо, що тодi процес ∆𝑖 також є сталим на цьому
iнтервалi. Вiзьмемо довiльнi 𝑎 < 𝑠 < 𝑡 ≤ 𝑏. Оскiльки 𝑍𝑖 не змiнюється на (𝑠, 𝑡],
то оновлення 𝑖-го фактора на будь-якому пiдiнтервалi, що лежить у (𝑠, 𝑡], не
змiнює значення поверхнi переоцiнки. Тому для кожного розбиття 𝜏𝑛 прирiст
вiдповiдної SU-компоненти на (𝑠, 𝑡] дорiвнює нулю. Переходячи до границi за
ймовiрнiстю при 𝑛→ ∞, маємо ∆𝑖(𝑡)−∆𝑖(𝑠) = 0. Отже, ∆𝑖(𝑡) = ∆𝑖(𝑠). Оскiльки
𝑠, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏] були довiльними, процес ∆𝑖 є сталим на iнтервалi (𝑎, 𝑏].
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Таким чином, ISU-декомпозицiя задає узгоджений розклад процесу пере-
оцiнки та дозволяє iдентифiкувати внески окремих факторiв ризику в дина-
мiку страхового надлишку. Iнварiантнiсть щодо порядку оновлення потребує
окремого аналiзу i дослiджується за додаткових припущень.

4. Модельнi припущення для застосувань. Розглянемо портфель iз
𝑛 ∈ N незалежних страхових контрактiв, що укладаються в момент часу 0 та
дiють до моменту 𝑇 > 0. Нехай 𝑝𝑗 — одноразова страхова премiя для 𝑗-го дого-
вору. Стан 𝑗-го застрахованого описується процесом пiдрахунку 𝑁𝑗(𝑡) = 1{𝜂𝑗≤𝑡},
𝑡 ≥ 0, де 𝜂𝑗 — випадковий момент смертi. Вiдповiдний iндикатор виживання
має вигляд 𝐼𝑗(𝑡) = 1−𝑁𝑗(𝑡) = 1{𝜂𝑗>𝑡}.

Припускаємо, що для кожного 𝑗 iнтенсивнiсть смертностi 𝜆𝑗 : [0,∞) → [0,∞)
є детермiнованою локально iнтегровною функцiєю, i процес

𝑀P
𝑗 (𝑡) := 𝑁𝑗(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0

𝜆𝑗(𝑠)𝐼𝑗(𝑠) 𝑑𝑠

є P-мартингалом вiдносно фiльтрацiї F. Тодi функцiя виживання має вигляд

P(𝜂𝑗 > 𝑡) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝜆𝑗(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
,

а для 𝑡 ≥ 𝑠 виконується

P(𝜂𝑗 > 𝑡 | 𝜂𝑗 > 𝑠) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝜆𝑗(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
. (5)

Лема 1. Нехай 𝑇 > 𝑡. Тодi

E
[︀
𝐼𝑗(𝑇 ) | F𝑡

]︀
= exp

(︂
−
∫︁ 𝑇

𝑡

𝜆𝑗(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
𝐼𝑗(𝑡). (6)

Доведення. Оскiльки 𝐼𝑗(𝑇 ) = 1{𝜂𝑗>𝑇}, маємо 𝐼𝑗(𝑇 ) = 𝐼𝑗(𝑡)1{𝜂𝑗>𝑇}, бо на подiї
{𝜂𝑗 ≤ 𝑡} обидвi частини дорiвнюють нулю, а на подiї {𝜂𝑗 > 𝑡} маємо 𝐼𝑗(𝑡) = 1.
Тому E

[︀
𝐼𝑗(𝑇 ) | F𝑡

]︀
= E

[︀
𝐼𝑗(𝑡)1{𝜂𝑗>𝑇} | F𝑡

]︀
. Оскiльки 𝐼𝑗(𝑡) є F𝑡-вимiрним, дiстаємо

E
[︀
𝐼𝑗(𝑇 ) | F𝑡

]︀
= 𝐼𝑗(𝑡)P(𝜂𝑗 > 𝑇 | F𝑡). За (5) маємо

P(𝜂𝑗 > 𝑇 | F𝑡) = P(𝜂𝑗 > 𝑇 | 𝜂𝑗 > 𝑡) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑇

𝑡

𝜆𝑗(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
.

Отже, E
[︀
𝐼𝑗(𝑇 ) | F𝑡

]︀
= exp

(︁
−
∫︀ 𝑇
𝑡
𝜆𝑗(𝑢) 𝑑𝑢

)︁
𝐼𝑗(𝑡), що i треба було довести.

Отриманi вище результати дозволяють обчислювати умовнi математичнi
сподiвання виплат, що залежать вiд моменту смертi. Зокрема, для задач ризик-
нейтрального оцiнювання необхiдно знаходити умовнi сподiвання дисконтова-
них виплат вигляду EQ

[︁
𝐼𝑗(𝑇 )

𝜅(𝑇 )
| F𝑡
]︁
. Тому далi специфiкуємо фiнансову модель,

яка описує динамiку фактора накопичення в ризик-нейтральнiй мiрi Q.
Нехай у ризик-нейтральнiй мiрi Q цiна активу пiдпорядковується моделi

Блека–Шоулза, а саме описується геометричним броунiвським рухом (деталь-
нiше, наприклад, див. [8])

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑟𝑋(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜎𝑋(𝑡) 𝑑𝑊Q(𝑡), (7)

Роздiл 1: Математика i статистика
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де 𝑟 — безризикова ставка, 𝜎 > 0 — волатильнiсть.
Вiдповiдний фактор накопичення 𝜅(𝑡) = 𝑋(𝑡) має вигляд

𝜅(𝑡) = exp

(︂(︂
𝑟 − 𝜎2

2

)︂
𝑡+ 𝜎𝑊Q(𝑡)

)︂
, 𝜅(0) = 1. (8)

Припускаємо, що процеси {𝑊Q, 𝑁1, . . . , 𝑁𝑛} є незалежними пiд мiрою Q.

Зауваження 1. Процес 𝑊Q = {𝑊Q(𝑡), 𝑡 ≥ 0} є вiнерiвським процесом
вiдносно ризик-нейтральної мiри Q. Вiн пов’язаний iз вiнерiвським процесом
𝑊 = {𝑊 (𝑡), 𝑡 ≥ 0} у вихiднiй ймовiрнiснiй мiрi за теоремою Гiрсанова (див.
[8])

𝑑𝑊Q(𝑡) = 𝑑𝑊 (𝑡) + 𝜃(𝑡) 𝑑𝑡,

де 𝜃(𝑡) — процес змiни мiри. У випадку моделi Блека–Шоулза (див. [8]) маємо
𝜃(𝑡) = 𝜇−𝑟

𝜎
, звiдки 𝑑𝑊Q(𝑡) = 𝑑𝑊 (𝑡)+ 𝜇−𝑟

𝜎
𝑑𝑡. Таким чином, пiд мiрою Q динамiка

цiни активу набуває вигляду (7).

Для кожного 𝑗 визначимо компенсатор

𝐶Q
𝑗 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜆Q𝑗 (𝑠)𝐼𝑗(𝑠−) 𝑑𝑠. (9)

Лема 2. Процес 𝑀Q
𝑗 (𝑡) := 𝑁𝑗(𝑡) − 𝐶Q

𝑗 (𝑡) є Q-мартингалом вiдносно фiль-
трацiї F.

Доведення. За припущенням про iнтенсивнiсть 𝜆Q𝑗 процес 𝐶Q
𝑗 є компенса-

тором процесу 𝑁𝑗. Згiдно iз загальною теорiєю процесiв пiдрахунку, рiзниця
мiж процесом пiдрахунку та його компенсатором є мартингалом, тобто 𝑀Q

𝑗 є
Q-мартингалом.

5. ISU-декомпозицiя для ризик-нейтрального оцiнювання. Розгля-
немо портфель договорiв страхування на дожиття (pure endowment), що укла-
даються в момент часу 𝑡 = 0 та дiють до моменту 𝑇 . Нехай 𝑏𝑗 — виплата у разi
дожиття 𝑗-го застрахованого до моменту 𝑇 .

Стохастичний грошовий потiк для такого контракту має вигляд

𝑑𝐶𝑗(𝑡) = 𝐼𝑗(𝑡) 𝑏𝑗 𝛿𝑇 (𝑑𝑡),

де 𝐼𝑗(𝑡) — iндикатор дожиття, а 𝛿𝑇 — мiра Дiрака в точцi 𝑇 .
Введемо випадкову величину дисконтованого фiнансового результату порт-

феля Ξ =
∑︀

𝑗 𝑝𝑗 −
∑︀

𝑗
𝑏𝑗𝐼𝑗(𝑇 )

𝜅(𝑇 )
. Нехай базис ризику має вигляд 𝑍 = (𝑍1, 𝑍2) =

(Φ, 𝑁), де Φ — фiнансовий фактор, а 𝑁 = (𝑁𝑗) — процеси смертностi.
Процес переоцiнки визначається як

𝑉 (𝑡) = Ψ(𝑍𝑡) = EQ[︀Ξ | 𝜎(𝑍𝑡)
]︀
. (10)

Введемо поверхню переоцiнки

𝐻(𝑡1, 𝑡2) = EQ[︀Ξ | 𝜎(Φ𝑡1 , 𝑁 𝑡2)
]︀
. (11)

Наступна теорема описує аналiтичнi формули для внескiв фiнансового фактора
та фактора смертностi, що дозволяє чiтко роздiлити вплив ринкових коливань
та демографiчних змiн на страховий надлишок.
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Теорема 2. Нехай 𝑍 = (Φ, 𝑁) — базис ризику, де 𝑁 = (𝑁1, . . . , 𝑁𝑛). Нехай
процес переоцiнки 𝑉 i поверхня переоцiнки 𝐻 визначаються формулами (10)
та (11) вiдповiдно. Нехай фактор накопичення 𝜅 має вигляд (8), а компен-
сатор процесу 𝑁𝑗 задано в (9). Припустимо, що процеси {𝑊Q, 𝑁1, . . . , 𝑁𝑛} є
незалежними пiд мiрою Q.

Тодi ISU-декомпозицiя процесу 𝑉 iснує i має вигляд

𝐷ISU
1 (𝑍; 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

∫︁
(0,𝑡∧𝑇 ]

𝐼𝑗(𝑠) 𝑣𝑗(𝑠)𝑌 (𝑠) 𝜎 𝑑𝑊Q
𝑠 , (12)

𝐷ISU
2 (𝑍; 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

∫︁
(0,𝑡∧𝑇 ]

𝑣𝑗(𝑠)𝑌 (𝑠) 𝑑
(︀
𝑁𝑗 − 𝐶Q

𝑗

)︀
(𝑠), (13)

майже напевно для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], де

𝑣𝑗(𝑠) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑇

𝑠

𝜆Q𝑗 (𝑢) 𝑑𝑢

)︂
, 𝑌 (𝑠) =

𝑒−(𝑇−𝑠)(𝑟−𝜎2)

𝜅(𝑠)
.

При цьому 𝑉 (𝑡) = 𝑉 (0)+𝐷ISU
1 (𝑍; 𝑡)+𝐷ISU

2 (𝑍; 𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]. Отже, пара процесiв(︀
𝐷ISU

1 (𝑍; ·), 𝐷ISU
2 (𝑍; ·)

)︀
утворює ISU-декомпозицiю процесу 𝑉 .

Доведення. Розглянемо один контракт i покладемо Ξ = 𝑝 − 𝑏 𝐼(𝑇 )
𝜅(𝑇 )

. Для
розбиття 𝜏𝑛 = {𝑡𝑘} маємо

𝐻(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘) = 𝑝− 𝑏EQ
[︂
𝐼(𝑇 )

𝜅(𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
𝜎(Φ𝑡𝑘+1 , 𝑁 𝑡𝑘)

]︂
.

За незалежнiстю Φ i 𝑁

EQ
[︂
𝐼(𝑇 )

𝜅(𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
𝜎(Φ𝑡𝑘+1 , 𝑁 𝑡𝑘)

]︂
= 𝐼(𝑡𝑘)𝑣(𝑡𝑘)EQ

[︂
1

𝜅(𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
Φ𝑡𝑘+1

]︂
,

звiдки 𝐻(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘) = 𝑝− 𝑏 𝑌 (𝑡𝑘+1)𝑣(𝑡𝑘)𝐼(𝑡𝑘).
Фiнансова складова.

𝐻(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘)−𝐻(𝑡𝑘, 𝑡𝑘) = −𝑏 𝑣(𝑡𝑘)𝐼(𝑡𝑘)
(︀
𝑌 (𝑡𝑘+1)− 𝑌 (𝑡𝑘)

)︀
.

За формулою Iто 𝑑𝑌 (𝑠) = −𝜎𝑌 (𝑠) 𝑑𝑊Q
𝑠 , тому

𝐷ISU
1 (𝑍; 𝑡) = 𝑏

∫︁
(0,𝑡∧𝑇 ]

𝐼(𝑠)𝑣(𝑠)𝑌 (𝑠)𝜎 𝑑𝑊Q
𝑠 .

Смертнiсна складова.

𝐻(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘+1)−𝐻(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘) = −𝑏 𝑌 (𝑡𝑘+1)
(︀
𝑣(𝑡𝑘+1)𝐼(𝑡𝑘+1)− 𝑣(𝑡𝑘)𝐼(𝑡𝑘)

)︀
.

Оскiльки 𝑑(𝑣𝐼)(𝑠) = −𝑣(𝑠) 𝑑 ̃︀𝑁(𝑠), то

𝐷ISU
2 (𝑍; 𝑡) = 𝑏

∫︁
(0,𝑡∧𝑇 ]

𝑌 (𝑠)𝑣(𝑠) 𝑑 ̃︀𝑁(𝑠).

Переходячи до границi при |𝜏𝑛| → 0, отримуємо твердження для одного
контракту. Лiнiйнiсть дозволяє узагальнити результат на портфель.
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6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi роз-
глянуто декомпозицiю страхового надлишку в стохастичнiй моделi страхування
життя з урахуванням фiнансових i бiометричних ризикiв. На основi пiдходiв SU
та ISU побудовано адитивне й узгоджене представлення внескiв окремих факто-
рiв ризику. Отримано явнi формули для фiнансової та бiометричної складових
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model. An ISU-based approach is proposed to represent the surplus as a sum of compo-
nents associated with individual risk factors. Within a risk-neutral framework, analytical
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