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РОБАСТНА МОДИФIКАЦIЯ МЕТОДУ АНАЛIЗУ IЄРАРХIЙ В
УМОВАХ IНТЕРВАЛЬНОЇ НЕВИЗНАЧЕНОСТI ЕКСПЕРТНИХ

ДАНИХ

У статтi розв’язано актуальну науково-прикладну задачу пiдвищення надiйностi
багатокритерiального вибору в умовах високого рiвня суперечливостi та параметри-
чної невизначеностi експертних даних. Iснуючi методи переважно пропонують апосте-
рiорний аналiз чутливостi та використовують жорсткi обмеження на iндекс неузгодже-
ностi, що робить неможливим знаходження математичного розв’язку для реальних
«зашумлених» матриць великої розмiрностi. У роботi запропоновано робастну моди-
фiкацiю МАI, яка базується на апаратi iнтервального аналiзу «гiршого сценарiю» та
методах двокритерiальної нелiнiйної оптимiзацiї. Розроблений алгоритм превентив-
но iдентифiкує зони надвисокої чутливостi та алгоритмiчно коригує вектор прiори-
тетiв для збереження топологiчного порядку iєрархiї. Експериментальне тестування
пiдтвердило абсолютну збiжнiсть алгоритму: метод успiшно усунув загрозу iнверсiї
рангiв та забезпечив знаходження оптимального вектора ваг для сильно суперечливої
початкової матрицi. Запропонована математична модель може бути ефективно iнте-
грована в сучаснi системи пiдтримки прийняття рiшень (DSS) у сферах управлiння
персоналом, логiстики та стратегiчного планування.

Ключовi слова: метод аналiзу iєрархiй; робастна оптимiзацiя; iнтервальна невизна-
ченiсть; багатокритерiальне прийняття рiшень; iнверсiя рангiв.

1. Вступ. Сучаснi процеси прийняття рiшень у складних соцiально-економiчних
системах характеризуються високим рiвнем суб’єктивiзму та неповноти вхiдної
iнформацiї, що робить метод аналiзу iєрархiй (МАI), запропонований Т. Саа-
тi, ключовим iнструментом системного аналiзу [1]. Надiйнiсть отриманих ре-
зультатiв у МАI безпосередньо залежить вiд ступеня узгодженостi експертних
суджень, еволюцiя методiв оцiнки якої була детально систематизована у фунда-
ментальному оглядi [2]. Проте класичний пiдхiд часто виявляється вразливим
до малих флуктуацiй вхiдних даних, що зумовило розвиток теорiї аналiзу чу-
тливостi та пошук критичних значень збурень, здатних змiнити фiнальне ран-
жування [3]. У сучасних дослiдженнях для подолання проблеми невизначеностi
активно впроваджуються методи нечiткої логiки [4], iнтервальнi нейтрософськi
множини [5] та апарат «сiрих» чисел [6]. Цi пiдходи дозволяють моделювати
неточнiсть людських переваг не як точковi значення, а як певнi областi допу-
стимих значень, що значно пiдвищує адекватнiсть математичних моделей ре-
альним умовам.
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Незважаючи на значну кiлькiсть модифiкацiй МАI, актуальною залишає-
ться проблема забезпечення робастностi (стiйкостi) результатiв у ситуацiях,
коли експертнi данi є суперечливими (iндекс неузгодженостi перевищує нор-
мативний порiг 0.1). Бiльшiсть iснуючих методiв спрямованi або на мiнiмiза-
цiю неузгодженостi, або на аналiз стiйкостi вже пiсля отримання результату, не
пропонуючи механiзму їх одночасного врахування на етапi синтезу прiоритетiв.
Крiм того, жорсткi обмеження класичного МАI часто роблять задачу оптимi-
зацiї нездiйсненною для реальних «зашумлених» даних.

2. Постановка проблеми. Метою дослiдження є розробка робастної мо-
дифiкацiї методу аналiзу iєрархiй, яка забезпечує знаходження оптимального
вектора прiоритетiв шляхом рацiонального компромiсу мiж рiвнем неузгодже-
ностi даних та радiусом стiйкостi результату до iнтервальних збурень.

Основнi завдання: формалiзувати параметричну невизначенiсть експертних
оцiнок за допомогою iнтервального аналiзу «гiршого сценарiю»; обґрунтува-
ти математичну модель радiуса стiйкостi до iнверсiї рангiв як критерiю якостi
прийнятого рiшення; побудувати двокритерiальну оптимiзацiйну модель нелi-
нiйного програмування для синтезу прiоритетiв та реалiзувати її за допомогою
сучасних чисельних методiв; експериментально перевiрити ефективнiсть запро-
понованого методу на прикладi задачi з високим рiвнем суперечностi експер-
тних даних.

3. Моделi i методи. Методологiчну основу дослiдження складає компле-
ксне поєднання класичного методу аналiзу iєрархiй (МАI) Т. Саатi, елементiв
теорiї iнтервального аналiзу та методiв багатокритерiальної нелiнiйної оптимi-
зацiї. Процес розробки модифiкованого методу подiлено на три основнi етапи:
формалiзацiя невизначеностi, математичний опис критерiю стiйкостi та побу-
дова оптимiзацiйної моделi синтезу прiоритетiв.

3.1. Формалiзацiя параметричної невизначеностi в МАI. У класи-
чному МАI думки експертiв формують матрицю парних порiвнянь 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈
𝑅𝑛×𝑛, де 𝑎𝑖𝑗 > 0 та 𝑎𝑗𝑖 = 1/𝑎𝑖𝑗. Вектор локальних прiоритетiв 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛)

𝑇

традицiйно обчислюється як правий власний вектор матрицi 𝐴, що вiдповiдає
її максимальному власному значенню 𝜆max, тобто 𝐴𝑤 = 𝜆max𝑤.

У запропонованiй моделi вiдмовляємося вiд точкових оцiнок на користь iн-
тервальних збурень. Параметрична невизначенiсть моделюється шляхом замiни
точного значення 𝑎𝑖𝑗 на iнтервал ̃︁𝑎𝑖𝑗 ∈ [︀𝑎𝑖𝑗 −∆−

𝑖𝑗, 𝑎𝑖𝑗 +∆+
𝑖𝑗

]︀
, де ∆−

𝑖𝑗 та ∆+
𝑖𝑗 — ма-

ксимально допустимi вiдхилення, зумовленi неточнiстю експертних знань або
флуктуацiєю зовнiшнiх умов. Вiдповiдно, ваги критерiїв також розглядаються
як параметри, що можуть варiюватися в межах заданої областi допустимих
значень Ω𝑤.

Класична формула Саатi для iндексу неузгодженостi — це 𝐶𝐼 = 𝜆max−𝑛
𝑛−1

.
Для довiльного вектора ваг 𝑤 наближення максимального власного значе-

ння 𝜆max (𝑤) обчислюється як середнє арифметичне вiдношень компонентiв ве-
ктора 𝐴𝑤 до вiдповiдних компонентiв вектора 𝑤:

𝜆max (𝑤) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑤)𝑖
𝑤𝑖

=
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑤𝑗

𝑤𝑖
,

де 𝑎𝑖𝑗 — елементи початкової (експертної) матрицi попарних порiвнянь.
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3.2. Математичний опис критерiю стiйкостi. Пiд стiйкiстю результату
будемо розумiти збереження топологiчного порядку (ранжування) найкращих
альтернатив при будь-яких варiацiях вхiдних даних у межах заданих iнтервалiв
збурень.

Нехай 𝐴𝑘 та 𝐴𝑙 — двi найкращi альтернативи з глобальними прiоритетами
𝑃𝑘 та 𝑃𝑙 вiдповiдно (де 𝑃𝑘 > 𝑃𝑙). Явище iнверсiї рангу виникає, коли внаслiдок
збурення 𝛿𝑤𝑗 ваги 𝑗-го критерiю виконується умова 𝑃𝑘 (𝛿𝑤𝑗) ≤ 𝑃𝑙 (𝛿𝑤𝑗).

Спираючись на теореми про чутливiсть (Triantaphyllou & Sanchez, 1997; Ali-
nezhad, 2014), визначаємо радiус стiйкостi 𝑅𝑘𝑙 як мiнiмальну евклiдову норму
вектора збурень ||∆𝑊 ||, яка призводить до рiвностi 𝑃𝑘 = 𝑃𝑙. Що бiльшим є
значення 𝑅𝑘𝑙, то надiйнiшим є рiшення.

Радiус стiйкостi 𝑅 (𝑤) формалiзується через iнтервальний аналiз гiршого
сценарiю. Нехай експертна оцiнка має параметричну невизначенiсть iз похиб-
кою 𝛿 Нижня межа iнтервальної оцiнки визначається як ̃︁𝑎−𝑘𝑗 = 𝑎𝑘𝑗 (1− 𝛿). Тодi

матриця найгiрших можливих оцiнок позначається як ̃︁𝐴− =
[︁̃︁𝑎−𝑘𝑗]︁. Щоб система

була стiйкою до iнверсiї рангiв, жодна альтернатива не повинна мати "провалiв"
у вазi при настаннi найгiршого сценарiю. Тому радiус стiйкостi визначається як
мiнiмальне вiдношення для найслабшої ланки iєрархiї:

𝑅 (𝑤) = min
𝑘∈{1,...,𝑛}

(︁̃︁𝐴−𝑤
)︁
𝑘

𝑤𝑘
= min

𝑘∈{1,...,𝑛}

𝑛∑︁
𝑗=1

̃︁𝑎−𝑘𝑗 𝑤𝑗𝑤𝑘 .
3.3. Двокритерiальна оптимiзацiйна модель синтезу прiоритетiв.

На вiдмiну вiд традицiйного пiдходу, де мiнiмiзується виключно iндекс неузго-
дженостi, пропонується визначати оптимальний вектор прiоритетiв 𝑤* як
розв’язок двокритерiальної задачi нелiнiйного програмування, яку пропонує-
ться представити у виглядi згортки:

min
𝑤
𝐽 (𝑤) = 𝛼 · 𝐶𝐼 (𝑤)− (1− 𝛼) ·𝑅 (𝑤) , (1)

за умов нормування:
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖 = 1, 𝑤𝑖 > 0, ∀𝑖. (2)

𝛼 ∈ [0, 1] — ваговий коефiцiєнт, що визначає компромiс мiж математичною
узгодженiстю матрицi та робастнiстю результату. Алгоритм намагається зна-
йти вектор 𝑤, який забезпечує максимально можливе зниження неузгодженостi
𝐶𝐼 (𝑤) для заданих експертних даних, одночасно максимiзуючи радiус стiйкостi
𝑅 (𝑤) до параметричних збурень.

4. Методологiя експерименту. Для апробацiї запропонованого матема-
тичного апарату та пiдтвердження його ефективностi було проведено обчислю-
вальний експеримент на базi задачi пiдбору персоналу для мережi роздрiбної
торгiвлi [7]. Вихiдними даними слугувала експертна матриця попарних порiв-
нянь розмiрностi 7 × 7, яка оцiнювала такi критерiї: зовнiшнiй вигляд (PA),
навички вербальної комунiкацiї (VCS), мiсце проживання (PR), релiгiйнi обме-
ження (RC), вiк (Age), наявнiсть маленьких дiтей (PYC) та рiвень плинностi
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кадрiв (JTR). На першому етапi експерименту було застосовано класичний ал-
горитм методу аналiзу iєрархiй для знаходження власного вектора матрицi.

На другому етапi експерименту до тiєї ж матрицi було застосовано запропо-
нований модифiкований метод робастного синтезу прiоритетiв. Для моделюва-
ння параметричної невизначеностi (можливої похибки експерта) було згенеро-
вано матрицю iнтервальних оцiнок iз радiусом збурення ±15% вiд початкових
значень. Цiльова функцiя алгоритму була налаштована на пошук компромi-
су мiж мiнiмiзацiєю неузгодженостi та максимiзацiєю радiуса стiйкостi (обрано
параметр компромiсу 𝛼 = 0.3).

5. Результати.

Рис. 1. Порiвняння ваг критерiїв за класичним методом аналiзу iєрархiй та
модифiкованим.

Результати класичного розрахунку MAI виявили високий рiвень суперечли-
востi експертних суджень: iндекс неузгодженостi склав 0.5097, що суттєво пе-
ревищує допустимий порiг. Вектор прiоритетiв розподiлився наступним чином
(рис. 1, блакитнi стовпчики): JTR (29.46%), Age (22.23%), PYC (16.81%), PR
(16.17%), PA (6.14%), RC (4.61%) та VCS (4.58%).

У результатi оптимiзацiї задачi (1-2) методом послiдовного квадратичного
програмування було отримано новий вектор прiоритетiв (рис. 1, помаранче-
вi стовпчики): JTR (31.88%), Age (24.31%), PYC (16.97%), PR (13.13%), PA
(6.11%), VCS (4.29%) та RC (3.31%). При цьому глобальний iндекс неузгодже-
ностi модифiкованої моделi знизився до 0.4534.

6. Обговорення. Отриманi пiд час обчислювального експерименту резуль-
тати демонструють низку цiкавих математичних спостережень, якi пiдтверджу-
ють перевагу запропонованої двокритерiальної моделi над класичним пiдходом.
Насамперед привертає увагу загальне зниження iндексу неузгодженостi систе-
ми майже на 11%. Незважаючи на те, що головною метою модифiкованого ал-
горитму є забезпечення стiйкостi, включення показника вiдхилення до цiльової
функцiї дозволило алгоритму ефективно «згладити» найбiльш суперечливi екс-
пертнi оцiнки. Це свiдчить про те, що iнтервальна оптимiзацiя здатна частко-
во компенсувати когнiтивнi помилки особи, яка приймає рiшення, формуючи
бiльш логiчно несуперечливий вектор ваг навiть за умови сильно зашумлених
вхiдних даних.
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Найбiльш вагомим практичним здобутком модифiкованого методу є пре-
вентивне усунення вразливостi до iнверсiї рангiв на нижнiх рiвнях iєрархiї. У
результатах класичного МАI критерiї релiгiйних обмежень (RC) та навичок ко-
мунiкацiї (VCS) отримали критично близькi значення ваг — 4.61% та 4.58%
вiдповiдно. Така мiнiмальна дистанцiя означає, що будь-яка незначна змiна в
думцi експерта призвела б до змiни їхнього топологiчного порядку. Модифiко-
ваний алгоритм, виявивши цю зону надвисокої чутливостi, превентивно розвiв
їхнi значення на безпечну вiдстань (4.29% та 3.31%), тим самим гарантуючи
стабiльнiсть локального ранжування при коливаннях вхiдних даних у межах
заданих 15%.

Крiм того, спостерiгається алгоритмiчно обґрунтований перерозподiл гло-
бальних прiоритетiв на користь найбiльш значущих критерiїв. Питома вага
критерiїв-лiдерiв (рiвень плинностi кадрiв та вiк) штучно зросла, тодi як ва-
га критерiїв середнього рiвня (наприклад, мiсце проживання) дещо знизилася.
З позицiї математичної оптимiзацiї така поведiнка моделi є абсолютно законо-
мiрною: алгоритм намагається максимiзувати геометричну вiдстань до гiпер-
площини змiни лiдера. Штучно збiльшуючи розрив мiж кращими та гiршими
альтернативами, модель створює необхiдний «запас мiцностi», який гарантує,
що при заданiй параметричнiй невизначеностi загальна стратегiя пiдбору пер-
соналу залишиться незмiнною та надiйною.

7. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дослiдження
присвячено актуальнiй науково-прикладнiй задачi пiдвищення надiйностi си-
стем багатокритерiального прийняття рiшень в умовах параметричної невизна-
ченостi шляхом розробки модифiкованого методу аналiзу iєрархiй (МАI). Го-
ловним теоретичним здобутком дослiдження є вiдмова вiд традицiйного точко-
вого оцiнювання та перехiд до iнтервальної формалiзацiї експертних похибок з
подальшим застосуванням апарату нелiнiйної оптимiзацiї. Запропонована дво-
критерiальна оптимiзацiйна модель дозволила iнтегрувати математичний кри-
терiй стiйкостi безпосередньо в процедуру синтезу вектора прiоритетiв, шукаю-
чи оптимальний компромiс мiж мiнiмiзацiєю вiдхилень вiд початкових суджень
та максимiзацiєю радiуса робастностi рiшення.

Обчислювальна ефективнiсть розробленого математичного апарату була пiд-
тверджена результатами експерименту на базi реальної задачi пiдбору персона-
лу. Проведене моделювання засвiдчило, що модифiкований алгоритм успiшно
функцiонує навiть в умовах сильно зашумлених та неузгоджених вхiдних даних.
Зокрема, оптимiзацiйна процедура дозволила не лише гарантувати стабiльнiсть
результату при коливаннях вхiдних параметрiв у межах ±15%, але й алгоритмi-
чно знизити загальний iндекс неузгодженостi системи. Це доводить здатнiсть
розробленої моделi частково компенсувати когнiтивнi та логiчнi помилки екс-
пертiв.

Ключовим практичним наслiдком застосування запропонованого пiдходу є
превентивне усунення математичного феномену iнверсiї рангiв. Як показав ана-
лiз локальних прiоритетiв, алгоритм здатний автоматично iдентифiкувати зони
надвисокої чутливостi на нижнiх рiвнях iєрархiї i здiйснювати превентивний пе-
рерозподiл ваг, фiксуючи надiйний топологiчний порядок альтернатив.

Перспективним напрямом подальших дослiджень є проведення детального
аналiзу чутливостi результатiв до варiацiї вагового коефiцiєнта 𝛼 та розширення

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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запропонованої оптимiзацiйної моделi для задач iз динамiчною невизначенiстю,
де межi iнтервальних збурень можуть змiнюватися в часi у виглядi стохасти-
чних процесiв, а також iнтеграцiя критерiю стiйкостi у мережевi структури.

Конфлiкт iнтересiв

Кондрук Наталiя Емерихiвна, членкиня редакцiйної колегiї, є авторкою цiєї
статтi та не брала участi в редакцiйному розглядi й ухваленнi рiшення щодо
рукопису. Опрацювання рукопису здiйснювалося незалежним редактором. Iншi
редактори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв.

Фiнансування

Дослiдження здiйснено в рамках кафедральної науково-дослiдної роботи
«Методи обчислювального iнтелекту для обробки i аналiзу даних» (державний
реєстрацiйний номер 0121U109279).

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.

Внесок авторiв

Н. Е. Кондрук: концептуалiзацiя, методологiя, формальний аналiз, написан-
ня — оригiнальний проект, написання — рецензування та редагування. О. В. Тир-
пак: методологiя, програмне забезпечення, валiдацiя, формальний аналiз, про-
ведення дослiдження, вiзуалiзацiя, написання — оригiнальний проект.

Авторськi права ©

(2026). Кондрук Н. Е., Тирпак О. В.
Ця робота лiцензується вiдповiдно
до Creative Commons Attribution 4.0
International License.

Список використаної лiтератури
1. Saaty, T. L. (2008). Decision making with the analytic hierarchy process. International Journal

of Services Sciences, 1(1), 83–98. https://doi.org/10.1504/IJSSCI.2008.017590
2. Pant, S., Kumar, A., Ram, M., Klochkov, Y., & Sharma, H. K. (2022). Consi-

stency indices in analytic hierarchy process: A review. Mathematics, 10(8), 1206.
https://doi.org/10.3390/math10081206

3. Triantaphyllou, E., & Sanchez, A. (1997). A sensitivity analysis approach for some

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2026, том 49, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



196 Н. Е. КОНДРУК, О. В. ТИРПАК

deterministic multi-criteria decision-making methods. Decision Sciences, 28(1), 151–194.
https://doi.org/10.1111/j.1540-5915.1997.tb01306.x
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