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СИМУЛЯЦIЯ ВIДПАЛУ ДЛЯ КВАДРАТИЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО
ПРИЗНАЧЕННЯ НА ОСНОВI ЛЕКСИКОГРАФIЧНО

ВПОРЯДКОВАНИХ ПЕРЕСТАНОВОК

Квадратична задача про призначення (QAP) є однiєю з найбiльш вивчених комбi-
наторних задач оптимiзацiї з рiзними практичними застосуваннями. У цiй статтi ми
представляємо адаптивний алгоритм симуляцiї вiдпалу (ASAQAP) для розв’язання
QAP, що використовує спецiальний запис перестановок, названий позицiйним пред-
ставленням. Це дозволяє здiйснювати арифметичнi операцiї над перестановками по-
даними у позицiйному видi. ASAQAP дослiджує простiр пошуку шляхом викори-
стання адаптивної симуляцiї вiдпалу, та локального табу пошуку на окремих етапах
розв’язання задачi. Експериментальнi оцiнки на множинi тестових задач типу “Taie”
розмiрностi 27, 45 та 75 показують, що запропонований пiдхiд здатний досягти вi-
домi на даний момент результати для всiх екземплярiв iз придатним середнiм часом
обчислення. Також надаються порiвняння, щоб показати конкурентоспроможнiсть за-
пропонованого пiдходу вiдносно алгоритму CPTSQAP.

Ключовi слова: Квадратична задача про призначення, евристичний алгоритм по-
шуку, метод симуляцiї вiдпалу, локальний алгоритм наближеного пошуку, позицiйне
представлення перестановок, ефективнiсть алгоритмiв.

1. Вступ. Задача квадратичного призначення (Quadratic Assignment Problem,
QAP) є однiєю з найскладнiших задач комбiнаторної оптимiзацiї та має ши-
роке застосування в iнженерiї, логiстицi та проектуваннi. Вона належить до
класу NP-складних задач, що унеможливлює ефективне знаходження точного
розв’язку для задач великої розмiрностi. У зв’язку з цим значна увага придi-
ляється евристичним та метаевристичним методам, серед яких важливе мiсце
займає метод Adaptive Simulated Annealing (ASA) [4].

Основнi особливостi ASA:

• адаптивна схема охолодження;
• iндивiдуальне налаштування параметрiв для кожної змiнної;
• використання спецiальних розподiлiв для генерацiї крокiв;
• можливiсть ефективної роботи у задачах великої розмiрностi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Найкращi результати були досягнутi гiбридними евристичними методами, у
яких перегляд рiзних областей простору пошуку (диверсифiкацiя) здiйснювався
за однiєю схемою, а уточнення розв’язку, або локальний пошук (iнтенсифiка-
цiя) – за iншою. Як правило, локальний пошук у найефективнiших алгоритмах
вiдбувався за одним з варiантiв табу пошуку (надiйний табу, RTS [7], реактив-
ний табу, RETS [1]). Перегляд простору пошуку також вiдбувається за рiзнома-
нiтними схемами: випадкове збурення поточного розв’язку (Iтеративний забо-
ронений пошук (ITS) [6]), паралельний перегляд рiзних областей (Cooperative
parallel tabu search, CPTS [5]), механiзм генетичного пошуку (Наближений гi-
бридний алгоритм для розв’язання QAP, HBMA [3]), механiзм iмiтацiї вiдпалу
(Глобальний рiвноважний пошук, GES [8], повторюваний iтерований алгоритм
табу, RITSR [9]).

2. Постановка задачi. Дано 𝑛 об’єктiв, якi потрiбно розташувати у 𝑛
рiзних локацiях (мiсць призначень). Вiдомi величини потокiв ресурсiв 𝑎𝑖𝑗 мiж
об’єктами 𝑖 та 𝑗, де 𝑖, 𝑗 = 1, . . ., 𝑛, i вiдстанi 𝑏𝑟𝑠 мiж локацiями (пунктами) 𝑟 та
𝑠, де 𝑟, 𝑠 = 1, . . ., 𝑛. Потрiбно знайти таке розподiлення об’єктiв по локацiях,
щоб сума вiдстаней, помножена на вiдповiднi потоки, була б мiнiмальною.

Отже, математичну постановку задачi QAP можна сформулювати насту-
пним чином: знайти:

min 𝑓(𝜋)
𝜋∈Π𝑛

=
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝜋𝑖𝜋𝑗 ,

де 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] та 𝐵 = [𝑏𝑟𝑠] — квадратнi матрицi порядку 𝑛, Π𝑛 — множина усiх
перестановок розмiрностi 𝑛 i 𝜋𝑖 задає номер локацiї об’єкту 𝑖.

3. Позицiйне представлення перестановок. Якщо усi перестановки
однiєї розмiрностi впорядкувати за лексикографiчним зростанням, то можна
помiтити певну закономiрнiсть в їх розташуваннi, яка дозволяє використовува-
ти замiсть стандартного представлення перестановок iнший вигляд [2].

Перестановку 𝜋 можна записати так, що в результатi отримаємо цiлочисло-
вий вектор 𝑝, але на вiдмiну вiд звичайної перестановки цей вектор буде склада-
тися з позицiй або iндексiв, що визначаються певним чином, яким вiдповiдають
елементи перестановки 𝜋. Схеми перетворення перестановки до позицiйного ви-
ду представлено на лiстингу 2.

Лiстинг 2: Перетворення перестановки до позицiйного виду.
1 function ToPosition (𝜋, order:Permutation ):Position ;
2 begin

3 𝑝 :=

⎛⎝0, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛

⎞⎠;

4 for i:=0 to n-2 do begin
5 𝑝𝑖 := Index of 𝜋𝑖 in order;
6 order := order {𝜋𝑖};
7 end;
8 𝑝𝑛−1 := 0;
9 return p;

10 end;

Вектор цiлих чисел 𝑝 = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛−1), отриманий в результатi роботи
алгоритму 𝑝 := ToPosition(𝜋, order) називається позицiйним представленням
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перестановки 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛−1).
Як показано у [2], якщо перестановки розглядати в позицiйному видi, то-

дi з’являється можливiсть проводити з ними рiзноманiтнi алгебраїчнi дiї так,
що результуюча перестановка завжди буде займати правильне мiсце серед усiх
перестановок, що впорядковано за базовою перестановкою order

4. Адаптивна симуляцiя вiдпалу для QAP. У запропонованому алго-
ритмi сусiднi розв’язки будуються на основi позицiйного представлення пере-
становок.

Пiсля отримання випадкового змiщення до наступного розв’язку, яке за-
лежить вiд поточної температури, воно перетворюється до цiлого числа. Далi
це значення множиться на позицiйну одиницю 1̄ за алгоритмом MulPositions
та додається до поточного розв’язку за алгоритмом AddPositions [2] (рядок 9,
poffset := ConvetToPosition(offset)).

Отриманий розв’язок використовується як початковий для здiйснення ло-
кального пошуку покращення. Локальний пошук представляє собою варiант
табу пошуку, представлений у [3].

Як i в класичному SA, використовується ймовiрнiсний критерiй прийняття
нового розв’язку: 𝑃 = 𝑒−

Δ𝑄
𝑇 , де ∆𝑄— змiна значення цiльової функцiї. Це дозво-

ляє алгоритму виходити з локальних мiнiмумiв. Якщо новий розв’язок прийма-
ється, тодi вiн фiксується як поточний, рiвень стагнацiї процесу скидається до
0. У запропонованому алгоритмi рiвень стагнацiї це кiлькiсть крокiв алгоритму
пiсля яких не було прийнято нового розв’язку. Якщо новий розв’язок не при-
ймається, тодi рiвень стагнацiї збiльшується на одиницю. Коли рiвень стагнацiї
досягне критичної межi, тодi температура може тимчасово збiльшуватися, що
дозволяє уникнути застрягання в локальних мiнiмумах.

Як i в бiльшостi наближених алгоритмах, критерiєм зупинки роботи є напе-
ред заданий максимальний час роботи алгоритму.

Схема роботи адаптивного методу симуляцiї вiдпалу для квадратичної за-
дачi про призначення (ASAQAP) представлена на лiстингу 3.

Лiстинг 3: Формальна схема алгоритму ASAQAP.
1 function ASA_bounded (𝑥0: Permutation ; 𝑇0, 𝑇min: double ): Permutation ;
2 begin
3 Position 𝑝𝑥 := ToPosition (𝑥0);
4 𝑥 := 𝑥0; 𝑓 := 𝑓(𝑥);
5 𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 := 𝑥; 𝐹𝑏𝑒𝑠𝑡 := 𝑓 ;
6 stagnantion = 0; 𝑘 := 1;
7 while not stoppingCriteria do begin
8 𝑇 := 𝑇0 / log(𝑘 + 2); 𝑘 := 𝑘 + 1;
9 offset := 𝑇*(Random (1.0)–0.5);

10 Position poffset := ConvetToPosition (offset );
11 Position 𝑝𝑥𝑛𝑒𝑤 := 𝑝𝑥 + poffset ;
12 Permutation 𝑥𝑛𝑒𝑤 := ToPermutation (𝑝𝑥𝑛𝑒𝑤);
13 𝑥𝑛𝑒𝑤 := LocalSearch (𝑥𝑛𝑒𝑤); 𝑓𝑛𝑒𝑤 := 𝑓(𝑥𝑛𝑒𝑤);
14 𝑑𝐸 := 𝑓𝑛𝑒𝑤 − 𝑓 ; 𝑃 := 𝐸− 𝑑𝐸

𝑇 ;
15 i f (𝑑𝐸 < 0) or (𝑃 > Random (1.0)) then begin
16 𝑥 := 𝑥𝑛𝑒𝑤; 𝑝𝑥 := ToPosition (𝑥𝑛𝑒𝑤); 𝑓 := 𝑓𝑛𝑒𝑤;
17 stagnantion := 0;
18 end e l se stagnantion := stagnantion + 1;
19 i f 𝑓 < 𝐹𝑏𝑒𝑠𝑡 then begin

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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20 𝐹𝑏𝑒𝑠𝑡 := 𝑓 ; 𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 := 𝑥;
21 end;
22 i f stagnantion > maxStagnation or 𝑇 < 𝑇𝑚𝑖𝑛 then begin
23 𝑥 := Pertrube (𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡); 𝑝𝑥 := ToPosition (𝑥); 𝑓 := 𝑓(𝑥);
24 stagnantion := 0; 𝑇 := 𝑇0;
25 end;
26 end;
27 return 𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡;
28 end;

5. Результати числових експериментiв. Числовi експерименти прово-
дилися на тестових задачах типу Taie у яких назва має форму TaiXXeYY, де
XX — визначає розмiрнiсть задачi, а YY — номер тестової задачi. У наступних
таблицях використанi такi позначення: Problem — назва задачi; BKS — вiдомий
рекорд; #BKS — кiлькiсть розв’язаних задач з серiї, що складалася з 10 спроб.
Time – найменший час у хвилинах отримання найкращого розв’язку у серiї. Ре-
зультати розв’язання таких задач для алгоритму CPTS-QAP було взято з [5].
Максимальний час роботи алгоритму ASAQAP становив 5 хвилин.

Таблиця 1.
Задачi “Tai27eYY ”

CPTS-QAP ASAQAP
Problem BKS #BKS Time #BKS Time
tai27e01 2558 10 6.2 10 0.02
tai27e02 2850 10 6.2 10 0.05
tai27e03 3258 10 6.1 10 0.01
tai27e04 2822 10 6.3 10 0.06
tai27e05 3074 10 6.3 10 0.04
tai27e06 2814 10 6.1 10 0.02
tai27e07 3428 10 6.4 10 0.07
tai27e08 2430 10 6.3 10 0.05
tai27e09 2902 10 6.7 10 0.07
tai27e10 2994 10 6.2 10 0.04
tai27e11 2906 10 6.2 10 0.03
tai27e12 3070 10 5.5 10 0.01
tai27e13 2966 10 6.6 10 0.06
tai27e14 3568 10 6.3 10 0.04
tai27e15 2628 10 6.3 10 0.02
tai27e16 3124 10 6.5 10 0.06
tai27e17 3840 10 6.4 10 0.03
tai27e18 2758 10 6.2 10 0.01
tai27e19 2514 10 6.4 10 0.03
tai27e20 2638 10 6.3 10 0.02
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Таблиця 2.
Задачi “Tai45eYY ”

CPTS-QAP ASAQAP
Problem BKS #BKS Time #BKS Time
tai45e01 6412 10 51.0 10 1.1
tai45e02 5734 10 49.2 10 1.0
tai45e03 7438 10 51.0 10 1.0
tai45e04 6698 9 51.2 10 1.0
tai45e05 7274 7 50.8 10 1.0
tai45e06 6612 10 45.3 10 0.8
tai45e07 7526 10 48.4 10 0.8
tai45e08 6554 10 46.7 10 0.8
tai45e09 6648 7 48.1 10 0.8
tai45e10 8286 7 48.7 10 0.9
tai45e11 6510 10 47.0 10 0.8
tai45e12 7510 8 51.2 10 0.0
tai45e13 6120 10 52.4 10 0.8
tai45e14 6854 10 47.0 10 0.7
tai45e15 7394 8 49.8 10 0.8
tai45e16 6520 10 47.5 10 0.7
tai45e17 8806 8 49.0 10 0.9
tai45e18 6906 10 48.5 10 0.8
tai45e19 7170 9 48.3 10 0.9
tai45e20 6510 10 43.7 10 0.7

Таблиця 3.
Задачi “Tai75eYY ”

CPTS-QAP ASAQAP
Problem BKS #BKS Time #BKS Time
tai75e01 14488 0 475.2 10 2.4
tai75e02 14444 0 472.4 10 2.5
tai75e03 14154 0 482.0 10 2.1
tai75e04 13694 0 464.7 10 2.8
tai75e05 12884 1 464.1 10 2.0

tai75e06 12554 0 485.2 10
(12534) 2.2

tai75e07 13782 0 431.7 10 3.2
tai75e08 13948 0 425.7 10 2.1
tai75e09 12650 0 485.9 10 3.0
tai75e10 14192 0 463.1 10 1.5
tai75e11 15250 0 442.5 10 1.2
tai75e12 12760 0 469.9 10 2.4
tai75e13 13024 0 450.0 10 2.0

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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tai75e14 12604 0 448.1 10 2.1
tai75e15 14294 0 461.7 10 2.6
tai75e16 14204 0 463.1 10 1.9
tai75e17 13210 0 483.5 10 3.4
tai75e18 13500 0 472.5 10 2.7
tai75e19 12060 1 458.2 10 2.1
tai75e20 15260 0 479.0 10 2.9

Якщо проаналiзувати отриманi результати, то слiд вiдзначити, що запропо-
нованим алгоритмом були розв’язанi усi задачi у кожнiй серiї (у задачi tai75e06
було отримано новий рекорд), на вiдмiну вiд CPTS-QAP де для задач розмiр-
ностi 75 тiльки у двох було досягнуто вiдомого рекорду i тiльки по одному
разу у серiї. Покращити вiдомi рекорди не вдалося напевно тому, що вони i є
глобальними оптимумами.

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi пред-
ставлений гiбридний евристичний алгоритм ASAQAP. Особливiстю його реа-
лiзацiї є модифiкованi схеми фази iнтенсифiкацiї та диверсифiкацiї. На фазi
диверсифiкацiї використовується механiзм адаптивної симуляцiї вiдпалу у якiй
наступна область пошуку визначається на основi позицiйного представлення пе-
рестановок. Фаза iнтенсифiкацiї пошуку представляє собою модифiковану схе-
му надiйного пошуку табу.

Результати експериментiв порiвнювалися з вiдомими результатами, отрима-
ними за алгоритмом CPTS-QAP. Отриманi результати свiдчать про належну
ефективнiсть алгоритму, як з точки зору досягнення вiдомих рекордiв, так i з
точки зору часу роботи.

У подальших дослiдженнях планується:

– Провести експерименти для тестових задач розмiрностi 125, 175, 343, 729
та порiвняти їх з результатами отриманими за алгоритмом IHBMA.

– Розробити механiзм динамiчної адаптацiї параметрiв алгоритму.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження здiйснено в рамках кафедральної науково-дослiдної роботи
«Моделi i методи системного аналiзу в мiждисциплiнарних дослiдженнях» (дер-
жавний облiковий номер 0125U003246).
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Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.
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Chupov S. V., Kuzka O. I., Duran V. M. Annealing Simulation for A Quadratic
Assignment Problem Based on Lexicographically Ordered Permutations.

The quadratic assignment problem (QAP) is one of the most studied combinatorial
optimization problems with various practical applications. In this paper, we present an
adaptive simulated annealing algorithm (ASAQAP) for solving QAP, which uses a special
notation of permutations, called the positional representation. This allows performing
arithmetic operations on permutations given in positional form. ASAQAP explores the
search space by using adaptive simulated annealing, and local tabu search at separate stages
of solving the problem. Experimental evaluations on a set of “Taie” type test problems of
dimensions 27, 45 and 75 show that the proposed approach is able to achieve the currently
known results for all instances with a suitable average computing time. Comparisons are
also provided to show the competitiveness of the proposed approach with respect to the
CPTSQAP algorithm.

Keywords: Quadratic assignment problem, heuristic search algorithm, simulated anneal-
ing method, local approximate search algorithm, positional representation of permutations,
efficiency of algorithms.
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