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ОПИС АЛГЕБР АУСЛЕНДЕРА НЕКОМУТАТИВНИХ
IДЕМПОТЕНТНИХ НАПIВГРУП ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ

У сучаснiй теорiї зображень, на вiдмiну вiд класичної лiнiйної алгебри, важливу
роль (чи навiть вирiшальну, як в деяких захiдних алгебраїчних школах) вiдiграють
вiдповiднi категорiї зображень. Однiєю з форм опису таких категорiй над полем є об-
числення їхнiх алгебр Ауслендера як алгебр ендоморфiзмiв прямої суми представникiв
класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень. Такий опис особливо ефективний у
випадках скiнченного зображувального типу. Ранiше (в сумiсних статтях та статтях
другого автора) описано алгебри Ауслендера для комутативних напiвгруп третього
порядку. Ця робота розпочинає аналогiчнi дослiдження для некомутативних напiв-
груп.

Ключовi слова: iдемпотентна напiвгрупа, матричне зображення, скiнченний зобра-
жувальний тип, канонiчна форма, алгебра Ауслендера.

1. Вступ. Стаття присвячена категорiям матричних зображень напiвгруп тре-
тього порядку. Такi напiвгрупи описано в термiнах таблиць Келi ще в 50-х роках
минулого столiття: вперше в 1953 роцi Т. Тамурою [1], а в 1955 роцi за допо-
могою комп’ютерної програми Г. Е. Форсайтом [2]. Зауважимо, що напiвгрупи
другого порядку не вимагають окремого розгляду, оскiльки вони вкладаються
в напiвгрупи третього порядку шляхом зовнiшнього приєднання одиничного чи
нульового елемента. Проте мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначаль-
нi спiввiдношення для напiвгруп третього порядку було вказано лише бiля 10
рокiв тому першим автором разом з одним iз його учнiв [3,4]. Це дало їм мож-
ливiсть (див. [5]) дослiдити зображення цих напiвгруп над довiльним полем
методами Київської школи з теорiї матричних задач. А саме, вперше було дове-
дено, що всi напiвгрупи третього порядку є ручними, а, окрiм однiєї комутатив-
ної та двох взаємно дуальних некомутативних напiвгруп, — навiть скiнченного
зображувального типу. В останньому випадку ними також вказано канонiчнi
форми матричних зображень (а значить i нерозкладнi матричнi зображення як
переставно нерозкладнi компоненти канонiчних форм).

Пiдкреслимо, що в сучаснiй теорiї зображень, на вiдмiну вiд класичної лi-
нiйної алгебри, важливу роль (чи навiть вирiшальну, як в деяких захiдних
алгебраїчних школах) вiдiграють вiдповiднi категорiї зображень. Повнiстю опи-
сати таку категорiю – значить вказати в явному виглядi представники всiх
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класiв еквiвалентностi та описати множини морфiзмiв для двох довiльних пред-
ставникiв. Однiєю з форм опису категорiй зображень є обчислення їхнiх алгебр
Ауслендера як алгебр ендоморфiзмiв прямої суми представникiв усiх класiв
еквiвалентностi нерозкладних зображень. Такий опис особливо ефективний у
випадках скiнченного зображувального типу.

Ранiше (в сумiсних статтях та статтях другого автора) описано алгебри Аус-
лендера для комутативних напiвгруп третього порядку. Ця робота розпочинає
аналогiчнi дослiдження для некомутативних напiвгруп.

2. Постановка завдання. Тематика статтi пов’язана з використанням ме-
тодiв Київської школи з теорiї матричних задач для дослiдження матричних
зображень скiнченних напiвгруп малих порядкiв (щоб пiсля аналiзу отриманих
результатiв використати їх у бiльш загальних випадках). Мова в першу чергу
йде не про опис матричних зображень (такi результати отриманi ранiше), а про
опис категорiй зображень. Бiльш конкретно: у випадках, коли напiвгрупа має
скiнченний зображувальний тип (тобто скiнченне число класiв еквiвалентностi
нерозкладних зображень), задача полягає в обчисленнi її алгебри Ауслендера в
матричному виглядi (як одного iз способiв опису категорiї зображень) та задан-
ня її у виглядi таблицi множення для деяких фiксованих базисних елементiв. У
цiй статтi така задача ставиться для некомутативних iдемпотентних напiвгруп
третього порядку.

3. Огляд лiтератури. У статтi [5] вказано канонiчнi форми матричних
зображень напiвгруп третього порядку, що мають скiнченний зображувальний
тип, тобто зi скiнченним числом класiв еквiвалентностi нерозкладних зобра-
жень. Це стало можливим у зв’язку з тим, що ранiше [3, 4] цими ж авторами
для таких напiвгруп були вказанi мiнiмальнi системи твiрних i вiдповiднi сис-
теми визначальних спiввiдношень.

Ми виключаємо з розгляду напiвгрупи, якi є найпростiшими i з точки зо-
ру теорiї напiвгруп, i з точки зору теорiї зображень. Це напiвгрупи, якi є або
циклiчними, або майже циклiчними (тобто згiдно з нашим означенням можуть
бути отриманi з циклiчних зовнiшнiм приєднанням одиничного чи нульового
елемента; або обох). Оскiльки згiдно з означенням матричного зображення на-
пiвгрупи її одиничному та нульовому елементам (якщо вони є) вiдповiдають
одинична та нульова матрицi, зображення таких напiвгруп задається однiєю
матрицею. Цей випадок добре вiдомий з класичної лiнiйної алгебри.

Якщо не розглядати циклiчнi та майже циклiчнi напiвгрупи, то згiдно з ре-
зультатами роботи [5] комутативнi напiвгрупи третього порядку, що мають скiн-
ченний зображувальний тип, вичерпуються з точнiстю до iзоморфiзму, наступ-
ними напiвгрупами:

(0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0;
(0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 0, 𝑐𝑏 = 0;
(𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐, 𝑏2 = 𝑐2 𝑏𝑐 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐.
Тут у круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, в кутових — мiнi-

мальна система твiрних, а потiм виписано визначальнi спiввiдношення. Через
0 та 𝑒 позначається вiдповiдно нульовий та одиничний елементи. Тривiальнi
визначальнi спiввiдношення для них не виписуються i надалi з формальних
мiркувань не називаються визначальними.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Матричнi алгебри Ауслендера над довiльним полем для таких напiвгруп
(разом з деякими їхнiми наднапiвгрупами) описанi в працях [6–10].

Ця стаття присвячена опису алгебр Ауслендера некомутативних iдемпотен-
тних напiвгруп (тобто таких, всi елементи яких – iдемпотенти).

4. Формулювання основних результатiв.
4.1. Основнi означення. З формальних мiркувань всi напiвгрупи вважа-

ються скiнченними. Матричним зображенням напiвгрупи 𝑆 розмiрностi 𝑛 ∈ N
над полем 𝐾 називається довiльний гомоморфiзм 𝑇 : 𝑥 → 𝑇 (𝑥) iз 𝑆 в напiв-
групу 𝑀𝑛(𝐾) (вiдносно множення) всiх матриць розмiру 𝑛× 𝑛 з елементами iз
поля 𝐾. Якщо напiвгрупа задана твiрними та визначальними спiввiдношення-
ми, то матричне зображення однозначно задається набором матриць, що вiд-
повiдають твiрним, та вiдповiдними спiввiдношеннями мiж цими матрицями.
Природно вважати, що у випадку, коли напiвгрупа 𝑆 має одиничний (вiдповiд-
но нульовий) елемент, одиничному (вiдповiдно нульовому) елементу вiдповiдає
одинична (вiдповiдно нульова) матриця (див. [11]).

Еквiвалентнiсть матричних зображень 𝑇 i 𝑇 ′ напiвгрупи 𝑆 означає iсну-
вання оборотної матрицi 𝐶 такої, що 𝑇 (𝑥) = 𝐶𝑇 ′(𝑥)𝐶−1 для всiх 𝑥 ∈ 𝑆.

Прямою сумою матричних зображень 𝑇 i 𝑇 ′ напiвгрупи 𝑆 називається зоб-
раження 𝑇 ⊕ 𝑇 ′, де

𝑇 ⊕ 𝑇 ′(𝑥) := 𝑇 (𝑥)⊕ 𝑇 ′(𝑥) =

(︂
𝑇 (𝑥) 0
0 𝑇 ′(𝑥)

)︂
для довiльного 𝑥 ∈ 𝑆.

Зображення 𝑇 напiвгрупи 𝑆 називається розкладним, якщо воно еквiвалент-
не прямiй сумi двох ненульових зображень, i нерозкладним в iншому разi (ну-
льове матричне зображення — це зображення розмiрностi 0).

Матричнi зображення напiвгрупи 𝑆 над полем 𝐾 утворюють категорiю
𝑅𝑒𝑝𝐾(𝑆), об’єктами якої є всi зображення, а множина морфiзмiв 𝐻𝑜𝑚(𝑇, 𝑇 ′)
з об’єкту 𝑇 розмiрностi 𝑛 в об’єкт 𝑇 ′ розмiрностi 𝑚 складається iз всiх матриць
𝑌 розмiру 𝑛 ×𝑚 таких, що 𝑇 (𝑥)𝑌 = 𝑌 𝑇 ′(𝑥) для довiльного 𝑥 ∈ 𝑆. Зрозумiло,
що коли в напiвгрупi зафiксована система твiрних, то рiвностi 𝑇 (𝑥)𝑌 = 𝑌 𝑇 ′(𝑥)
достатньо розглядати лише для елементiв цiєї системи (до того ж вiдмiнних вiд
0 та 𝑒, якщо такi є).

Нехай 𝑆 — напiвгрупа скiнченного зображувального типу, тобто має скiн-
ченне число класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень. Зафiксуємо пред-
ставники 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠 в цих класах. Алгеброю Ауслендера 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆) напiвгрупи 𝑆
над полем 𝐾 називається алгебра

𝐸𝑛𝑑(𝑇1 ⊕ · · · ⊕ 𝑇𝑠) := 𝐻𝑜𝑚(𝑇1 ⊕ · · · ⊕ 𝑇𝑠, 𝑇1 ⊕ · · · ⊕ 𝑇𝑠)
ендоморфiзмiв прямої суми представникiв 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠. Вона не залежить вiд вибо-
ру представникiв та їх нумерацiї в тому сенсi, що вiдповiднi алгебри Ауслендера
будуть iзоморфними (i навiть спряженими в повнiй матричнiй алгебрi 𝑀𝑛(𝐾),
де 𝑛 — сума розмiрностей матричних зображень 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠). З подiбних причин
на практицi часто зручно замiсть прямих сум зображень брати перестановно
еквiвалентнi їм зображення. З природних мiркувань цi два поняття ототожню-
ються (бо коли матричним зображенням зiставити лiнiйнi оператори в скiнчен-
новимiрних векторних просторах, то при заданнi операторiв у деякому базисi
порядок розташування базисних елементiв не має нiякого значення).

Щоб пiдкреслити, що розглядаються саме матричнi зображення напiвгруп,
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алгебру Ауслендера, будемо також називати матричною алгеброю Ауслендера.
4.2. Основнi теореми. Згiдно з результатами роботи [5] некомутативнi

iдемпотентнi напiвгрупи третього порядку, що мають скiнченний зображуваль-
ний тип, вичерпуються з точнiстю до iзоморфiзму, наступними напiвгрупами:

𝑆1 : (𝑏𝑐, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑆𝑜𝑝
1 : (𝑏𝑐, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐;
𝑆2 : (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨0, 𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏, 𝑐𝑏 = 𝑐;
𝑆3 : (𝑒, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑒, 𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑏, 𝑐𝑏 = 𝑐.
Тут 𝑆𝑜𝑝

1 позначає напiвгрупу, дуальну до напiвгрупи 𝑆1 (тобто таку, в якiй
множення елементiв здiйснюється в оберненому порядку).

Наступнi теореми описують алгебри Ауслендера всiх цих напiвгруп.

Теорема 1. Алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆1) iзоморфна алгебрi з 𝐾-базисом 𝜆1,
𝜆2, . . . , 𝜆6 i наступною таблицею множення:

𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6

𝜆1 𝜆1 0 0 0 𝜆5 0
𝜆2 𝜆2 0 0 0 0 0
𝜆3 0 𝜆2 𝜆3 0 0 0
𝜆4 0 0 0 𝜆4 0 0
𝜆5 0 0 0 0 0 𝜆5
𝜆6 0 0 0 0 0 𝜆6

.

Теорема 2. Алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆
𝑜𝑝
1 ) iзоморфна алгебрi, дуальнiй до ал-

гебри Ауслендера A𝐾(𝑆1).

Теорема 3. Алгебри Ауслендера A𝐾(𝑆2) i A𝐾(𝑆3) iзоморфна алгебрi з 𝐾-
базисом 𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾5 i наступною таблицею множення:

𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5

𝛾1 𝛾1 0 0 𝛾4 0
𝛾2 𝛾2 0 0 0 0
𝛾3 0 𝛾2 𝛾3 0 0
𝛾4 0 0 0 0 𝛾4
𝛾5 0 0 0 0 𝛾5

.

Окрiм того, при доведеннi цих теорем будуть обчисленi матричнi алгебри
Ауслендера всiх вказаних напiвгруп.

5. Доведення теорем 1 i 2. Обчислимо спочатку матричну алгебру Ау-
слендера напiвгрупи 𝑆1.

Розглянемо матричне зображення напiвгрупи 𝑆1, яке є канонiчним з одинич-
ними клiтинами порядку 1 (див. теорему 2 [5]):

𝐵0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Це зображення переставно подiбне прямiй сумi зображень

1) 𝐵1 =

(︂
1 0
0 0

)︂
, 𝐶1 =

(︂
1 0
1 0

)︂
;

2) 𝐵2 = (1), 𝐶2 = (1);

3) 𝐵3 = (1), 𝐶3 = (0);

4) 𝐵4 = (0), 𝐶4 = (0),
кожне з яких є, очевидно, нерозкладним.

Оскiльки довiльне зображення, що має канонiчний вигляд, не мiстить iн-
ших прямих нерозкладних доданкiв, окрiм 1)–4) (бо при наявностi одиничної
клiтини 𝐸 порядку 𝑠 > 1 воно еквiвалентне прямiй сумi 𝑠 канонiчних зображень
меншої розмiрностi), то зображеннями 1)–4) вичерпуються всi, з точнiстю до
еквiвалентностi, нерозкладнi зображення напiвгрупи 𝑆1. Отже, матрична алге-
бра Ауслендера задається рiвностями 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0, 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 як рiвняннями
вiдносно матрицi 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 5.

Оскiльки для 𝑎 ̸= 𝑏 i одиничних матриць 𝐸,𝐸 ′ рiвнiсть(︂
𝑎𝐸 0
0 𝑏𝐸 ′

)︂(︂
𝑌11 𝑌12
𝑌21 𝑌22

)︂
=

(︂
𝑌11 𝑌12
𝑌21 𝑌22

)︂(︂
𝑎𝐸 0
0 𝑏𝐸 ′

)︂
еквiвалентна рiвностям (𝑎− 𝑏)𝑌12 = 0, (𝑏− 𝑎)𝑌21 = 0, а значить 𝑌12 = 0, 𝑌21 = 0,
то як частинний випадок, iз рiвностi 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 маємо, що 𝑥𝑖𝑗 = 0 для 𝑖 =
1, 2, 3, 𝑗 = 4, 5 i для 𝑖 = 4, 5, 𝑗 = 1, 2, 3.

Розглянемо тепер рiвнiсть 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 в розгорнутому виглядi:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0
𝑥21 𝑥22 𝑥23 0 0
𝑥31 𝑥3 𝑥33 0 0
0 0 0 𝑥44 𝑥45
0 0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0
𝑥21 𝑥22 𝑥23 0 0
𝑥31 𝑥3 𝑥33 0 0
0 0 0 𝑥44 𝑥45
0 0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тобто ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0
𝑥21 𝑥22 𝑥23 0 0
0 0 0 0 0
𝑥11 𝑥12 𝑥13 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 0 0 0
𝑥21 𝑥22 0 0 0
𝑥31 𝑥32 0 0 0
𝑥44 0 0 0 0
𝑥54 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Звiдси маємо, що 𝑥13 = 0, 𝑥23 = 0, 𝑥31 = 0, 𝑥32 = 0, 𝑥11 = 𝑥44, 𝑥12 = 0, 𝑥54 = 0.
Отже, доведенe наступнe твердження.
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Теорема 4. Матрична алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆1) над полем 𝐾 складаєть-
ся з усiх матриць вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
𝑥21 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 0 0
0 0 0 𝑥11 𝑥45
0 0 0 0 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.
Позначимо через 𝑒𝑖𝑗, де 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 5, матрицю, в якiй на мiсцi (𝑖, 𝑗) стоїть

одиничний елемент, а на всiх iнших мiсцях – нульовий. Iз теореми 4 випливає,
що матрицi 𝑒11 + 𝑒44, 𝑒21, 𝑒22, 𝑒33, 𝑒45, 𝑒55 утворюють базис алгебри A(𝑆1). Вра-
ховуючи, що 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑠𝑘 = 𝑒𝑖𝑘, якщо 𝑗 = 𝑠, i 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑠𝑘 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑠, маємо наступну
таблицю множення:

𝑒11 + 𝑒44 𝑒21 𝑒22 𝑒33 𝑒45 𝑒55

𝑒11 + 𝑒44 𝑒11 + 𝑒44 0 0 0 𝑒45 0
𝑒21 𝑒21 0 0 0 0 0
𝑒22 0 𝑒21 𝑒22 0 0 0
𝑒33 0 0 0 𝑒33 0 0
𝑒45 0 0 0 0 0 𝑒45
𝑒55 0 0 0 0 0 𝑒55

.

Ввiвши позначення 𝜆1 = 𝑒11 + 𝑒44, 𝜆2 = 𝑒21, 𝜆3 = 𝑒22, 𝜆4 = 𝑒33, 𝜆5 = 𝑒45, 𝜆6 = 𝑒55,
отримаємо таблицю, вказану в умовi теореми 1.

Оскiльки матрицi 𝑇 ′(𝑥), транспонованi до матриць 𝑇 (𝑥) зображення 𝑇 , зада-
ють зображення дуальної напiвгрупи (бо [𝑇 (𝑥)𝑇 (𝑦)]′ = 𝑇 ′(𝑦)𝑇 ′(𝑥)), то матрична
алгебра Ауслендера A𝐾(𝑆

𝑜𝑝
1 ) задається матрицею, транспонованою до матрицi,

вказанiй в теоренмi 4. I, отже, теорема 2 випливає iз теореми 1.
6. Доведення теореми 3. Напiвгрупи 𝑆2 i 𝑆3 є фактор-напiвгрупами

напiвгрупи 𝑆1: вони мають додаткове визначальне спiввiдношення 𝑏𝑐 = 𝑏. Тодi
їхнiми нерозкладними матричними зображеннями будуть зображення 𝐵1, 𝐵2 i
𝐵4, а зображення 𝐵3 вже не буде (див. доведення теореми 1). Зображенню 𝐵3

в матрицях 𝐵0 i 𝐶0 (як прямiй сумi в переставно еквiвалентному варiантi всiх
нерозкладних зображень 𝐵𝑖) вiдповiдають третi рядки i третi стовпцi. Отже,
матрицi 𝐵′

0 i 𝐶 ′
0, якi отримуються iз матриць 𝐵0 i 𝐶0 викреслюванням третiх

рядкiв i стовпцiв, будуть задавати зображення переставно еквiвалентне прямiй
сумi всiх (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладних зображень напiвгруп 𝑆2

i 𝑆3. Тодi їхнi алгебри Ауслендера задаються рiвностями 𝐵′
0𝑌 = 𝑌 𝐵′

0 i 𝐶 ′
0𝑌 =

𝑌 𝐶 ′
0. Легко бачити, що матриця 𝑌 задовольняє цi рiвностi тодi i лише тодi, коли

вона має вигляд матрицi 𝑋, вказанiй в теоремi 4 з викресленими третiм рядком
i третiм стовпцем. Отже, має мiсце наступне твердження.

Теорема 5. Матричнi алгебри Ауслендера A𝐾(𝑆2) i A𝐾(𝑆3) над полем 𝐾
складаються з усiх матриць вигляду

𝑌 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦11 0 0 0
𝑦21 𝑦22 0 0
0 0 𝑦11 𝑥34
0 0 0 𝑦44

⎞⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0
𝑥21 𝑥22 0 0
0 0 𝑥11 𝑥45
0 0 0 𝑥55

⎞⎟⎟⎠ .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Iз приведених вище мiркувань випливає таке твердження.

Теорема 6. Алгебри Ауслендера A(𝑆2) i A(𝑆3) iзоморфнi фактор-алгебрi
алгебри Ауслендера A(𝑆1) за двостороннiм iдеалом 𝐼, породженим базисним
елементом 𝜆4.

7. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi вив-
чаються матричнi зображення над полем некомутативних iдемпотентних на-
пiвгруп порядку три скiнченного зображувального типу. Для таких напiвгруп
описано алгебри Ауслендера над довiльним полем в абстрактному та матрично-
му виглядах.

Отриманi результати та вiдповiдний метод дослiджень знайдуть застосува-
ння при вивченнi зображень iнших напiвгруп.
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ПРО IНВАРIАНТНУ МНОЖИНУ ЛIНIЙНОГО РОЗШИРЕННЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З РОЗРИВНИМИ

ТРАЄКТОРIЯМИ

Чимало еволюцiйних процесiв у рiзних областях науки (фiзика, бiологiя, економiка
тощо) за час свого розвитку зазнають потужної короткочасної дiї певних сил. Ця «ко-
роткочаснiсть» часом настiльки швидкоплинна, що можна вважати її миттєвою. При
цьому розвиток процесу мiж моментами збурень вiдбувається плавно, а його розви-
ток пiд час збурення не має суттєвого значення. Важливим є лише його пiдсумковий
ефект. Математичною моделлю таких еволюцiйних процесiв може слугувати система
диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням.

У пропонованiй статтi розглянуто питання iснування i асимптотичної стiйкостi iн-
тегральної множини лiнiйного розширення системи диференцiальних рiвнянь, що за-
знають короткочасних збурень у певнi моменти часу.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, iмпульсне збурення, асимптотична стiй-
кiсть, iнварiантна множина.

1. Вступ. Динамiчнi системи з розривними траєкторiями — один iз напрямiв
теорiї диференцiальних рiвнянь, що має застосування у дослiдженнях коли-
вальних процесiв, якi зазнають короткочасних iмпульсних збурень. Така систе-
ма визначається в [1]. Запит на вивчення систем таких рiвнянь пов’язаний iз
розвитком новiтньої технiки. Iмпульснi обчислювальнi системи, системи авто-
матичного регулювання застосовують у рiзних за фiзичним змiстом та фун-
кцiональним призначенням технiчних задачах.

Дослiджується система диференцiальних рiвнянь, що зазнає iмпульсного
збурення у фiксованi моменти часу [6–8]; застосованi розробленi в [1–5, 9–10] ме-
тоди вiдшукання наближеного розв’язку та встановлення умов його асимптоти-
чної стiйкостi. Отриманi результати можуть бути застосованi при розв’язуваннi
задач фiзики i технiки, якi потребують дослiдження коливальних систем.

Метою роботи є з’ясування умов асимптотичної стiйкостi iнтегральної мно-
жини розглянутого в [8] лiнiйного розширення системи диференцiальних рiв-
нянь з розривними траєкторiями.
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2. Основний результат. Нехай маємо систему диференцiальних рiвнянь
з iмпульсним збуренням:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑎 (𝑡;𝜙) ,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙) · 𝑥+ 𝑓 (𝑡;𝜙) , 𝑡 ̸= 𝜏𝑖; (1)

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖(𝜙) · 𝑥+ 𝐽𝑖(𝜙).

Тут матричнi функцiї (𝑡;𝜙), 𝐵𝑖(𝜙) неперервнi за аргументами 𝑡 i 𝜙, 2𝜋 —
перiодичнi за 𝜙𝛼, 𝛼 = 1,𝑚 рiвномiрно обмеженi для 𝑡 ∈ 𝑅 та 𝑖 ∈ 𝑍; функцiї
𝑎 (𝑡;𝜙), 𝑓 (𝑡;𝜙) та 𝐽𝑖(𝜙) неперервнi для 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚(𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑚)).

Згiдно доведеної в [6] теореми, якщо функцiя 𝑎 (𝑡;𝜙) задовольняє умовi

‖𝑎 (𝑡;𝜙1)− 𝑎 (𝑡;𝜙2)‖ ≤ 𝑙 · ‖𝜙1 − 𝜙2‖ , (2)

часовi моменти 𝜏𝑖 iмпульсного збурення такi, що

lim
𝑇→∞

𝑖 (𝑡; 𝑡+ 𝑇 )

𝑇
= 𝑝, (3)

(𝑖 (𝑡; 𝑡+ 𝑇 ) — кiлькiсть точок 𝜏𝑖 на промiжку [𝑡; 𝑡+ 𝑇 ]), i iснує функцiя Грiна
𝐺𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙) задачi про обмеженi на усiй осi розв’язки, для якої виконується умова

+∞∫︁
−∞

⃦⃦
𝐺𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙)
⃦⃦
𝑑𝜏 +

∑︁
−∞<𝜏𝑖 <+∞

⃦⃦
𝐺𝑡

𝜏𝑖
(𝑡0;𝜙)

⃦⃦
≤ 𝐾 <∞, (4)

для усiх 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚, то система (1) має iнтегральну множину

𝑇 = {(𝑡;𝜙; 𝑥) : 𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙) , 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚} , (5)

де

𝑢 (𝑡;𝜙) =

+∞∫︁
−∞

𝐺𝑡
𝜏 (𝑡;𝜙) · 𝑓 (𝜏 ;𝜙𝜏 (𝑡;𝜙)) 𝑑𝜏 +

∑︁
−∞<𝜏𝑖 <+∞

𝐺𝑡
𝜏𝑖
(𝑡;𝜙) · 𝐽𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡;𝜙)) . (6)

(𝜙𝜏 (𝑡0;𝜙) — загальний розв’язок першого з рiвнянь (1)).
Припустимо тепер, що матрицант Ω𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙) лiнiйної системи рiвнянь з iм-
пульсним збуренням:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙𝜏 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖; (7)

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥,

допускає оцiнку ⃦⃦
Ω𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙)
⃦⃦
≤ 𝐾 · 𝑒−𝛾(𝑡−𝜏), (8)

коли 𝑡 ≥ 𝜏 для усiх 𝑡0 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚 та при певних додатних 𝐾 i 𝛾, що не
залежать вiд 𝑡0 i 𝜙.
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Тодi, згiдно [6], якщо покласти 𝐶 (𝜙) = 𝐸, то функцiя

𝐺𝑡
𝜏 (𝑡0;𝜙) =

{︃
Ω𝑡

𝜏 (𝑡0;𝜙) , 𝑡 ≥ 𝜏,

0, 𝑡 < 𝜏.
(9)

є функцiєю Грiна системи рiвнянь

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑎 (𝑡;𝜙) ,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙) · 𝑥, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖; (10)

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖 (𝜙) · 𝑥.

I iнтегральну множину 𝑇 системи (1) можна подати так:

𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙) =

𝑡∫︁
−∞

Ω𝑡
𝜏 (𝑡;𝜙) · 𝑓 (𝜏 ;𝜙𝜏 (𝑡;𝜙)) 𝑑𝜏 +

∑︁
𝜏𝑖 <𝑡

Ω𝑡
𝜏𝑖
(𝑡;𝜙) · 𝐽𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡;𝜙)) . (11)

Ця множина асимптотично стiйка.
Справдi. Нехай 𝑥 = 𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0) = Ω𝑡

𝜏0
(𝑡0;𝜙) · 𝑥0 — загальний розв’язок (7).

Оскiльки маємо умову (8), то

‖𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0)‖ ≤ 𝐾 · 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0) · ‖𝑥0‖ , 𝑡 ≥ 𝑡0. (12)

Тобто ‖𝑥 = 𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0)‖ → 0, коли 𝑡→∞.
Проте, завдяки лiнiйностi системи

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥+ 𝑓 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) , 𝑡 ̸= 𝜏𝑖;

∆𝑥|𝑡=𝜏𝑖
= 𝐵𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙)) · 𝑥+ 𝐽𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙)) ,

рiзниця довiльного її розв’язку 𝑥 = 𝑥 (𝑡; 𝑡0;𝜙;𝑥0) i ї ї розв’язку 𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙 (𝑡0;𝜙)),
що лежить на iнтегральнiй множинi 𝑇 , є розв’язком системи (7). Тобто для
цiєї рiзницi справедлива оцiнка (12), яка забезпечує експоненцiйну стiйкiсть
множини 𝑇 .

Таким чином, має мiсце

Теорема 1. Нехай система рiвнянь (1) задовольняє умовам теореми iз
[6] i, окрiм того, матрицант системи (7) допускає оцiнку (8). Тодi система
рiвнянь (1) має асимптотично стiйку iнтегральну множину 𝑇 = {(𝑡;𝜙;𝑥) :
𝑥 = 𝑢 (𝑡;𝜙), 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚}. Функцiя 𝑢 (𝑡;𝜙) визначається згiдно виразу (11) i
допускає оцiнку

sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

‖𝑢 (𝑡;𝜙)‖ ≤ 𝐾0

[︁
sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

‖𝑓 (𝑡;𝜙)‖+ sup
𝑖∈𝑍

max
𝜙∈𝑇𝑚

‖𝐽𝑖 (𝜙)‖
]︁
, (13)

в якiй 𝐾0 =
𝐾
𝛾
+𝐾 · sup

𝑡∈𝑅

∑︀
𝜏𝑖<𝑡

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏𝑖).

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2026, том 48, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



24 О. В. ВИШЕНСЬКА, М. О. БЄЛОВА, Л. В. ШЕВЧУК

Слiд також зазначити, що за умови iснування границi (3) величина
sup
𝑡∈𝑅

∑︀
𝜏𝑖<𝑡

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏𝑖) обмежена. Справдi, iз умови (3) випливає iснування таких чисел

𝑙0 > 0 i натурального 𝑞, що будь-який вiдрiзок часової осi завдовжки 𝑙0 мiстить
щонайбiльше 𝑞 членiв послiдовностi {𝜏𝑖}. Тому

sup
𝑡∈𝑅

∑︁
𝜏𝑖<𝑡

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏𝑖) ≤ 𝑞

1− 𝑒−𝛾𝑙0
,

тобто, в оцiнцi (13) за 𝐾0 можна узяти число

𝐾0 = 𝐾 ·
(︂
1

𝛾
+

𝑞

1− 𝑒−𝛾𝑙0

)︂
.

Зокрема, якщо моменти iмпульсного збурення 𝜏𝑖 такi, що 𝜏𝑖+1 − 𝜏𝑖 ≥ 𝑄 > 0
для усiх 𝑖 ∈ 𝑍, то за 𝑙0 може слугувати 𝑄, а за 𝑞 — одиниця. Тодi константою
𝐾0 може бути число

𝐾0 = 𝐾 ·
(︂
1

𝛾
+

1

1− 𝑒−𝛾𝑄

)︂
.

З’ясуємо, якi умови забезпечать матрицанту Ω𝑡
𝜏 (𝑡0;𝜙) оцiнку (8). Цi умови

можемо отримати iз твердження, яке є аналогом нерiвностi Важевського для
диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збуренням (теорема 9.1 iз [1]).

Теорема 2. Для довiльного розв’язку 𝑥 (𝑡;𝑥0), 𝑥 (𝜏 ; 𝑥0) = 𝑥0 лiнiйної систе-
ми з iмпульсним збуренням (7) за 𝑡 ≥ 𝜏 виконується нерiвнiсть:∏︁

𝜏<𝜏𝑖<𝑡

𝜆𝑖 · 𝑒
𝑡∫︀
𝜏
𝜆(𝜎)𝑑𝜎

· ‖𝑥0‖ ≤ ‖𝑥(𝑡;𝑥0)‖ ≤
∏︁

𝜏<𝜏𝑖<𝑡

Λ𝑖 · 𝑒
𝑡∫︀
𝜏
Λ(𝜎)𝑑𝜎

· ‖𝑥0‖ , (14)

де 𝜆(𝑡), Λ(𝑡) — вiдповiдно найменше та найбiльше власнi числа матрицi

𝐴 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) =
1

2

(︀
𝐴 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙)) + 𝐴𝑇 (𝑡;𝜙𝑡 (𝑡0;𝜙))

)︀
,

𝐴𝑇 — транспонована до 𝐴(𝑡) матриця, 𝜆2𝑖 , Λ2
𝑖 — вiдповiдно найменше та най-

бiльше iз власних чисел матрицi(︀
𝐸 +𝐵𝑇

𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙))
)︀
· (𝐸 +𝐵𝑖 (𝜙𝜏𝑖 (𝑡0;𝜙))) , 𝑖 = 1, 2, . . .

Iз цiєї теореми можемо отримати таке твердження:

Теорема 3. Нехай найбiльше iз власних чисел матрицi

𝐴 (𝑡;𝜙) =
1

2

(︀
𝐴 (𝑡;𝜙) + 𝐴𝑇 (𝑡;𝜙)

)︀
,

задовольняє нерiвнiсть
sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

Λ (𝑡;𝜙) ≤ 𝛼,

а найбiльше iз власних чисел матрицi
(︀
𝐸 +𝐵𝑇

𝑖 (𝜙)
)︀
· (𝐸 +𝐵𝑖 (𝜙)) нерiвнiсть

sup
𝑖∈𝑍

max
𝜙∈𝑇𝑚

Λ2
𝑖 (𝜙) ≤ 𝛽2.

Якщо
𝛼 + 𝑝 · ln 𝛽 < 0, (15)

то матрицант системи рiвнянь (7) допускає оцiнку (8).
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Справдi, за виконання нерiвностi (15) будь-який розв’язок рiвнянь (7) згiдно
попередньої теореми допускає оцiнку

‖𝑥 (𝑡;𝑥0)‖ ≤ 𝐾 · 𝑒−𝛾(𝑡−𝑡0) · ‖𝑥0‖ , 𝑡 ≥ 𝑡0,

де за 𝛾 можемо узяти довiльне додатне число, що задовольняє нерiвнiсть

0 < 𝛾 < |𝛼 + 𝑝 · ln 𝛽| .

Отже, й матрицант Ω𝑡
𝜏 (𝑡0; 𝜏) рiвнянь (7) можна оцiнити таким же чином,

тобто нерiвнiстю (8).
Аналогiчно можемо переконатися, що має мiсце така теорема.

Теорема 4. Нехай матрицi (𝑡;𝜙) i 𝑉 (𝜙) такi, що

sup
𝑡∈𝑅

max
𝜙∈𝑇𝑚

max
‖𝑥‖=1

⟨𝐴(𝑡;𝜙)𝑥;𝑥⟩ ≤ 𝛼,

sup
𝑖∈𝑍

max
𝜙∈𝑇𝑚

max
‖𝑥‖=1

⟨︀(︀
𝐸 +𝐵𝑇

𝑖 (𝜙)
)︀
𝑥; (𝐸 +𝐵𝑖(𝜙)) 𝑥

⟩︀
≤ 𝛽2,

а число 𝑝 визначається згiдно (3). Якщо 𝛼+𝑝·ln 𝛽 < 0, то матрицант системи
рiвнянь (7) допускає оцiнку (8).

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Отриманi ре-
зультати можуть зацiкавити спецiалiстiв з прикладної математики, iнженерiв,
що працюють в областi обчислювальної технiки, автоматичного регулювання,
спецiалiстiв з диференцiальних рiвнянь, а також i викладачiв вищих навчаль-
них закладiв, адже елементи теорiї диференцiальних рiвнянь з розривними тра-
єкторiями нинi входять до програми спецiальних курсiв для студентiв, якi спе-
цiалiзуються з диференцiальних рiвнянь, теоретичної та прикладної механiки.
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Many evolutionary processes in various fields of science (physics, biology, economics,
etc.) experience powerful, short-term influences from certain forces during their develop-
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ment. This ’short-term’ nature is sometimes so fleeting that it can be considered instanta-
neous. In this case, the process develops smoothly between the moments of perturbation,
and its evolution during the perturbation is not of significant importance. Only the final
effect is crucial. A mathematical model for such evolutionary processes can be a system of
differential equations with impulse perturbation.

The proposed article considers the existence and asymptotic stability of the integral
set of a linear extension of a system of differential equations that undergo short-term
perturbations at specific moments in time.

Keywords: differential equations, impulsive perturbation, asymptotic stability, invariant
set.
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ON CERTAIN DISCRETE QUANTUM DISTRIBUTIONS

The article investigates the discrete 𝑞-distributions – the 𝑞-Binomial, 𝑞-Negative Bino-
mial, and 𝑞-Poisson – which play an important role in quantum calculus, 𝑞-combinatorics,
and the theory of special functions. Based on the application of 𝑞-derivatives and the 𝑞-
Taylor formula, a unified approach is proposed for constructing recurrence relations for the
initial and central moments of these distributions. Explicit formulas for low-order moments
are obtained, generalizing classical results and correctly reducing to them when 𝑞 = 1. The
proposed method allows for the systematization of known fragmentary results and pro-
vides a basis for further research into 𝑞-probabilistic models, particularly in connection
with 𝑞-orthogonal polynomials and stochastic processes.

Keywords: discrete quantum distributions, 𝑞-Binomial distribution, 𝑞-Negative Binomial
distribution, 𝑞-Poisson distribution, 𝑞-calculus, moments of distributions.

1. Introduction. Quantum calculus (or 𝑞-calculus) is one of the important
directions in modern mathematics, which emerged as a generalization of classical
differential calculus and has found wide application in combinatorics, the theory
of special functions, probability theory, and mathematical physics. 𝑞-analogs of
discrete distributions attract significant attention from researchers because they are
naturally connected with 𝑞-combinatorics and allow for the modeling of random
processes with non-classical symmetries or dependencies that arise in quantum and
stochastic systems.

The construction of 𝑞-distributions and the study of their properties have been
actively developed over the last decades. Discrete probability distributions play a
key role in modeling stochastic processes and analyzing random variables. The clas-
sical properties of such distributions, particularly the Binomial, Negative Binomial,
and Poisson distributions, are systematically detailed in the monograph by John-
son, Kemp, and Kotz [1]. However, contemporary research increasingly turns to
𝑞-generalizations of these models, which naturally arise in the context of quantum
calculus, 𝑞-combinatorics, and the theory of special functions.

The basic concepts of 𝑞-calculus — 𝑞-numbers, 𝑞-factorials, 𝑞-binomial coeffi-
cients, 𝑞-derivatives — are thoroughly discussed in the work by Kac and Cheung [4].
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These tools form the basis for constructing 𝑞-analogs of classical distributions. The
first systematic studies of the 𝑞-Binomial and 𝑞-Poisson distributions were presented
in the work by Kupershmidt [3]. A much wider range of 𝑞-distributions is described
in the monograph by Charalambides [2], where their role in statistics and combina-
torics is emphasized.

The further development of the theory of 𝑞-distributions is related to the study of
basic hypergeometric series [5] and 𝑞-orthogonal polynomials [6], in which moments
play a fundamental role. Separate stochastic interpretations and generalizations of
𝑞-models are given in the works by Floreanini and Vinet [7]. Despite a significant
number of results, a consistent approach to systematically obtaining the moments of
the main 𝑞-distributions is still lacking in the literature, and the available formulas
are often presented fragmentarily.

The goal of this work is to derive recurrence relations for the moments of the
𝑞-Binomial, 𝑞-Negative Binomial, and 𝑞-Poisson distributions based on 𝑞-derivatives
and the 𝑞-Taylor formula, and to obtain explicit expressions for the initial and central
moments of low orders.

2. Main result. In this section, the main results of the paper are pre-
sented, together with the necessary statements and lemmas used for constructing
𝑞-distributions and deriving recurrence relations for their moments. The presented
relations ensure the correctness of the corresponding probabilistic models and allow
a systematic application of 𝑞-derivatives and the 𝑞-Taylor formula.

We will use the notation and basic facts of quantum calculus (𝑞-calculus) from
the book [3]:

[𝑛] = [𝑛]𝑞 :=
1− 𝑞𝑛

1− 𝑞
= 1 + 𝑞 + · · ·+ 𝑞𝑛−1, 𝑞 > 0, [0] := 0,

[𝑛]! = [𝑛][𝑛− 1] . . . [3][2][1], [0]! := 1,

[︂
𝑛
𝑘

]︂
=

[𝑛]!

[𝑘]![𝑛− 𝑘]!
=

[︂
𝑛

𝑛− 𝑘

]︂
,

[𝑎+ 𝑏]𝑛𝑞 = (𝑎+ 𝑏)(𝑎+ 𝑞𝑏)(𝑎+ 𝑞2𝑏) . . . (𝑎+ 𝑞𝑛−1𝑏),

D𝑞𝑓(𝑥) :=
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑞𝑥)
𝑥(1− 𝑞)

, e𝑞(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

[𝑘]!
,

e𝑞(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

[𝑘]!
, D𝑞(e𝑞(𝑎𝑥)) = 𝑎 e𝑞(𝑎𝑥), D1/𝑞(e𝑞(𝑥)) = e𝑞(𝑞

−1𝑥),

the 𝑞-Taylor formula is: 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑥− 𝑐)𝑘𝑞
[𝑘]!

D𝑘
𝑞𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑥=𝑐

.

We begin with a normalizing identity for the 𝑞-binomial distribution, which guar-
antees that the corresponding probability mass function defines a valid probability
distribution.

Lemma 1.
𝑛∑︁

𝑘=0

[︂
𝑛
𝑘

]︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘

𝑞 = 1. (1)
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Proof. We apply the 𝑞-Taylor formula to the function 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛, taking 𝑐 = 1.
We have

𝑥𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=0

[︂
𝑛
𝑘

]︂
(𝑥− 1)𝑘𝑞 .

Replacing 𝑥 with 1/𝑥, we obtain

1

𝑥𝑛
=

𝑛∑︁
𝑘=0

[︂
𝑛
𝑘

]︂(︂
1

𝑥
− 1

)︂(︂
1

𝑥
− 𝑞
)︂
. . .

(︂
1

𝑥
− 𝑞𝑘−1

)︂
=

𝑛∑︁
𝑘=0

[︂
𝑛
𝑘

]︂
𝑥−𝑘(1− 𝑥)𝑘𝑞 ,

whence

1 =
𝑛∑︁

𝑘=0

[︂
𝑛
𝑘

]︂
𝑥𝑛−𝑘(1− 𝑥)𝑘𝑞 ,

which is equivalent to (1).
The following lemma establishes an analogue of the normalization condition for

the negative 𝑞-binomial distribution and plays a key role in the construction of the
corresponding probabilistic model.

Lemma 2.
∞∑︁
𝑘=0

[︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

]︂
𝑞𝑘(𝑘−1)/2 𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

= 1, 𝑥 > 0, 0 < 𝑞 < 1, 𝑛 > 0. (2)

Proof. We apply the 𝑞-Taylor formula to the function 𝑓(𝑡) = 1
(1−𝑡)𝑛𝑞

. We have

1

(1− 𝑡)𝑛𝑞
=

∞∑︁
𝑘=0

(𝑡− 𝑐)𝑘𝑞
[𝑘]!

D𝑘
𝑞

1

(1− 𝑡)𝑛𝑞

⃒⃒⃒
𝑡=𝑐

=
∞∑︁
𝑘=0

[︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

]︂
(𝑡− 𝑐)𝑘𝑞

(1− 𝑐)𝑛+𝑘
𝑞

.

Since (𝑡− 𝑐)𝑘𝑞 = (𝑡− 𝑐)(𝑡− 𝑞𝑐) . . . (𝑡− 𝑞𝑘−1𝑐), for 𝑡 = 0 and 𝑐 = −𝑥,

(𝑡− 𝑐)𝑘𝑞 = 𝑞𝑘(𝑘−1)/2𝑥𝑘, and thus
∞∑︁
𝑘=0

[︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

]︂
𝑞𝑘(𝑘−1)/2 𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

.

The next lemma presents an identity related to the 𝑞-exponential function, which
underlies the construction of the 𝑞-Poisson distribution.

Lemma 3.
∞∑︁
𝑘=0

𝑞−𝑘(𝑘−1)/2 𝑥
𝑘

[𝑘]!
e𝑞(−𝑥𝑞−𝑘) = 1 (3)

Proof. We apply the 𝑞-Taylor formula to the function 𝑓(𝑡) = e𝑞(−𝑡). We have

e𝑞(−𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑡− 𝑥)𝑘1/𝑞
[𝑘]1/𝑞!

D𝑘
1/𝑞e𝑞(−𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=𝑥

=
∞∑︁
𝑘=0

(𝑡− 𝑥)𝑘1/𝑞
[𝑘]1/𝑞!

(−1)𝑘𝑞−𝑘(𝑘−1)/2e𝑞(−𝑞−𝑘𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=𝑥
.

Taking 𝑡 = 0 in the last sum, and noting that (−𝑥)𝑘1/𝑞 = (−1)𝑘𝑞𝑘(𝑘−1)/2𝑥𝑘 and
[𝑘]1/𝑞! = 𝑞−𝑘(𝑘−1)/2[𝑘]!, we obtain (3).
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Lemmas 1–3 establish the main normalization relations for the corresponding
𝑞-distributions and guarantee the non-negativity and unit-sum property of the prob-
ability mass functions.

The expressions under the summation signs in formulas (1), (2), (3) are non-
negative, and therefore they can be used for constructing probability distributions
of random variables.

Definition 1. A random variable 𝜉 is said to have a 𝑞-Binomial distribution
with parameters 𝑛 and 𝑥 if

Pr{𝜉 = [𝑘]} =
[︂
𝑛
𝑘

]︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘

𝑞 , 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑞 < 1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛.

We will denote this fact as: 𝜉 ⊂ 𝐵𝑞(𝑛, 𝑥).

Definition 2. A random variable 𝜉 is said to have a 𝑞-Negative Binomial dis-
tribution with parameters 𝑛 and 𝑥 if

Pr

{︂
𝜉 =

[𝑘]

𝑞𝑘−1

}︂
=

[︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

]︂
𝑞𝑘(𝑘−1)/2 𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

, 𝑥 > 0, 0 < 𝑞 < 1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

We will denote this fact as: 𝜉 ⊂ 𝑁𝐵𝑞(𝑛, 𝑥).

Definition 3. A random variable 𝜉 is said to have a 𝑞-Poisson distribution with
parameter 𝑥 if

Pr{𝜉 = [𝑘]} = 𝑞−𝑘(𝑘−1)/2 𝑥
𝑘

[𝑘]!
e𝑞(−𝑥𝑞−𝑘), 𝑥 > 0, 0 < 𝑞 < 1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

We will denote this fact as: 𝜉 ⊂ 𝑃𝑞(𝑥).
The following lemmas are used to derive recurrence relations for the moments of

the corresponding 𝑞-distributions based on the properties of 𝑞-derivatives.

Lemma 4.

𝑥(1− 𝑥)D𝑞(𝑥
𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘

𝑞 ) = 𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘
𝑞 ([𝑘]− [𝑛]𝑥). (4)

Proof. D𝑞(𝑥
𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘

𝑞 ) =

𝑥𝑘(1− 𝑥)(1− 𝑞𝑥) . . . (1− 𝑞𝑛−𝑘−1𝑥)− 𝑞𝑘𝑥𝑘(1− 𝑞𝑥)(1− 𝑞2𝑥) . . . (1− 𝑞𝑛−𝑘𝑥)

𝑥(1− 𝑞)
=

= 𝑥𝑘−1(1− 𝑞𝑥) . . . (1− 𝑞𝑛−𝑘−1𝑥)([𝑘]− [𝑛]𝑥),

and from this, (4) follows.

Lemma 5.

𝑥(𝑥+ 𝑞)

𝑞
D1/𝑞

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

=
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

(︂
[𝑘]

𝑞𝑘−1
− [𝑛]𝑥

)︂
(5)

Proof.

D1/𝑞
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

=
1

𝑥(1− 1/𝑞)
=
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=

(︂
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)(1 + 𝑞𝑥) . . . (1 + 𝑞𝑛+𝑘−1𝑥)
− 𝑥𝑘

(1 + 𝑥/𝑞)(1 + 𝑥) . . . (1 + 𝑞𝑛+𝑘−2𝑥)

)︂
=

𝑞

𝑥(𝑞 − 1)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)(1 + 𝑞𝑥) . . . (1 + 𝑞𝑛+𝑘−2𝑥)

(︂
1

1 + 𝑞𝑛+𝑘−1𝑥
− 1

𝑞𝑘(1 + 𝑥/𝑞)

)︂
=

𝑞

𝑥(𝑞 − 1)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)(1 + 𝑞𝑥) . . . (1 + 𝑞𝑛+𝑘−2𝑥)

(︂
𝑞𝑘 + 𝑥𝑞𝑘−1 − 1− 𝑞𝑛+𝑘−1𝑥

(1 + 𝑞𝑛+𝑘−1𝑥)(𝑞 + 𝑥)𝑞𝑘−1

)︂
=

𝑞

𝑥(𝑞 + 𝑥)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

(︂
(𝑞𝑘 − 1)/(𝑞 − 1)− 𝑥𝑞𝑘−1(1− 𝑞𝑛)/(1− 𝑞)

(1 + 𝑞𝑛+𝑘−1𝑥)𝑞𝑘−1

)︂
=

𝑞

𝑥(𝑞 + 𝑥)

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

(︂
[𝑘]𝑞1−𝑘 − [𝑛]𝑥

(1 + 𝑞𝑛+𝑘−1𝑥)(𝑞 + 𝑥)

)︂
,

and from this, (5) follows.

Lemma 6.
𝑥D𝑞(𝑥

𝑘e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)) = 𝑥𝑘e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)([𝑘]− 𝑥) (6)

Proof. By the rules for finding the 𝑞-derivative of a product of two functions,
we have:

D𝑞(𝑥
𝑘e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)) = 𝑞𝑘𝑥𝑘D𝑞e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥) + e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)D𝑞𝑥

𝑘,

and from this, (6) follows.
Let 𝑚 ∈ N, and 𝑎 ∈ R. We denote by 𝑠𝑚(𝑎) the expectation of the random

variable 𝜉, that is, 𝑠𝑚(𝑎) = E(𝜉− 𝑎)𝑚. Then 𝑠𝑚(0) = 𝛼𝑚 are the initial moments of
order 𝑚, and 𝑠𝑚(𝛼1) = 𝜇𝑚 are the central moments of order 𝑚.

Using the lemmas presented above, we proceed to establish recurrence formulas
for the raw and central moments of the main 𝑞-distributions.

Theorem 1. If 𝜉 ⊂ 𝐵𝑞(𝑛, 𝑥), then

𝑠𝑚+1(𝑎) = 𝑥(1− 𝑥)D𝑞𝑠𝑚(𝑎) + ([𝑛]𝑥− 𝑎)𝑠𝑚(𝑎), 𝑠0(𝑎) = 1, 𝑠1(𝑎) = [𝑛]𝑥− 𝑎. (7)

If 𝜉 ⊂ 𝑁𝐵𝑞(𝑛, 𝑥), then

𝑠𝑚+1(𝑎) = 𝑥(𝑥/𝑞+1)D1/𝑞𝑠𝑚(𝑎)+ ([𝑛]𝑥− 𝑎)𝑠𝑚(𝑎), 𝑠0(𝑎) = 1, 𝑠1(𝑎) = [𝑛]𝑥− 𝑎. (8)

If 𝜉 ⊂ 𝑃𝑞(𝑥), then

𝑠𝑚+1(𝑎) = 𝑥D𝑞𝑠𝑚(𝑎) + (𝑥− 𝑎)𝑠𝑚(𝑎), 𝑠0(𝑎) = 1, 𝑠1(𝑎) = 𝑥− 𝑎. (9)

Proof. Let the function 𝑓(𝑥) be defined on the set of values of the random
variable 𝜉. Then for 𝜉 ⊂ 𝐵𝑞(𝑛, 𝑥), by virtue of Lemma 4,

𝑥(1− 𝑥)D𝑞E𝑓(𝜉) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓([𝑘])

[︂
𝑛
𝑘

]︂
D𝑞(𝑥

𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘
𝑞 ) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓([𝑘])

[︂
𝑛
𝑘

]︂
𝑥𝑘(1− 𝑥)𝑛−𝑘

𝑞 ([𝑘]− 𝑎+ 𝑎− [𝑛]𝑥) = E((𝜉 − 𝑎)𝑓(𝜉)) + (𝑎− [𝑛]𝑥)E𝑓(𝜉).

Hence
E((𝜉 − 𝑎)𝑓(𝜉)) = 𝑥(1− 𝑥)D𝑞E𝑓(𝜉) + ([𝑛]𝑥− 𝑎)E𝑓(𝜉).
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In this relation, we substitute (𝑥− 𝑎)𝑚 for 𝑓(𝑥) to obtain (7).
If 𝜉 ⊂ 𝑁𝐵𝑞(𝑛, 𝑥), then by virtue of Lemma 5,

𝑥(𝑥+ 𝑞)

𝑞
D1/𝑞E𝑓(𝜉) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
[𝑘]

𝑞𝑘−1

)︂[︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

]︂
𝑥(𝑥+ 𝑞)

𝑞
D1/𝑞

𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
[𝑘]

𝑞𝑘−1

)︂[︂
𝑛+ 𝑘 − 1

𝑘

]︂
𝑥𝑘

(1 + 𝑥)𝑛+𝑘
𝑞

(︂
[𝑘]

𝑞𝑘−1
− 𝑎+ 𝑎− [𝑛]𝑥

)︂
=

= E((𝜉 − 𝑎)𝑓(𝜉)) + (𝑎− [𝑛]𝑥)E𝑓(𝜉).

Hence
E((𝜉 − 𝑎)𝑓(𝜉)) = 𝑥(𝑥+ 𝑞)

𝑞
D1/𝑞E𝑓(𝜉) + ([𝑛]𝑥− 𝑎)E𝑓(𝜉).

In this relation, we substitute (𝑥− 𝑎)𝑚 for 𝑓(𝑥) to obtain (8).
If 𝜉 ⊂ 𝑃𝑞(𝑥), then by virtue of Lemma 6,

𝑥D𝑞E𝑓(𝜉) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑓([𝑘])𝑞−𝑘(𝑘−1)/2 𝑥

[𝑘]!
D𝑞(𝑥

𝑘e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑓([𝑘])𝑞−𝑘(𝑘−1)/2 1

[𝑘]!
D𝑞(𝑥

𝑘e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑓([𝑘])𝑞−𝑘(𝑘−1)/2 𝑥
𝑘

[𝑘]!
e𝑞(−𝑞−𝑘𝑥)([𝑘]− 𝑎+ 𝑎− 𝑥) = E((𝜉 − 𝑎)𝑓(𝜉)) + (𝑎− 𝑥)E𝑓(𝜉).

Hence
E((𝜉 − 𝑎)𝑓(𝜉)) = 𝑥D𝑞E𝑓(𝜉) + (𝑥− 𝑎)E𝑓(𝜉).

In this relation, we substitute (𝑥− 𝑎)𝑚 for 𝑓(𝑥) to obtain (9).

Corollary 1. If 𝜉 ⊂ 𝐵𝑞(𝑛, 𝑥), then

𝑠2(𝑎) = 𝑎2 + [𝑛](1− 2𝑎)𝑥+ [𝑛]([𝑛]− 1)𝑥2,

𝑠3(𝑎) = −𝑎3+(1−3𝑎+3𝑎2)[𝑛]𝑥+([𝑛]−1)[𝑛](1+[2]−3𝑎)𝑥2+([𝑛]−1)[𝑛]([𝑛]− [2])𝑥3,

𝑠4(𝑎) = 𝑥(1− 𝑥)(1− 3𝑎+ 3𝑎2)[𝑛] + ([𝑛]− 1)[𝑛]((1 + [2]− 3𝑎)[2]𝑥+

([𝑛]− 1)[𝑛]([𝑛]− [2]))[3]𝑥2 + ([𝑛]𝑥− 𝑎)𝑠3(𝑎),

In particular,

𝛼2 = [𝑛]𝑥+ [𝑛]([𝑛]− 1)𝑥2, 𝜇2 = [𝑛]𝑥(1− 𝑥),

𝛼3 = [𝑛]𝑥+ ([𝑛]− 1)[𝑛](1 + [2])𝑥2 + ([𝑛]− 1)[𝑛]([𝑛]− [2])𝑥3,

𝜇3 = [𝑛]𝑥− [𝑛](1 + [2][𝑛] + [2]− [2][𝑛])𝑥2 + [𝑛]([2][𝑛]− 2[𝑛] + [2])𝑥3,

𝛼4 = [𝑛]𝑥+ ([𝑛]− 1)[𝑛](1 + [2] + [2]2)𝑥2 + ([𝑛]− 1)[𝑛]([𝑛]− [2])(1 + [2] + [3])𝑥3+

+([𝑛]− 1)[𝑛]([𝑛]− [2])([𝑛]− [3])𝑥4,

𝜇4 = 𝑥(1− 𝑥)([𝑛]− 1)[𝑛]([𝑛]− [2])[3]𝑥2 + ([𝑛]− 1)[𝑛](1 + [2]− 3[𝑛]𝑥)+
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+[𝑛](1− 3[𝑛]𝑥+ 3[𝑛]2𝑥2).

If we set 𝑞 = 1 in these formulas, we obtain the known formulas for the moments of
the ordinary Binomial distribution [1, p. 110].

𝛼2 = 𝑛𝑥(1− 𝑥+ 𝑛𝑥), 𝜇2 = 𝑛𝑥(1− 𝑥),

𝛼3 = 𝑛𝑥(1− 3𝑥+ 3𝑛𝑥+ (𝑛− 1)(𝑛− 2)𝑥2), 𝜇3 = 𝑛𝑥(1− 𝑥)(1− 2𝑥),

𝛼4 = 𝑛𝑥(1 + 7(𝑛− 1)𝑥+ 6(𝑛− 1)(𝑛− 2)𝑥2 + (𝑛− 1)(𝑛− 2)(𝑛− 3)𝑥3),

𝜇4 = 𝑛𝑥(1− 𝑥)(1− 6𝑥+ 6𝑥2 + 3𝑛𝑥− 3𝑛𝑥2).

Corollary 2. If 𝜉 ⊂ 𝑁𝐵𝑞(𝑛, 𝑥), then

𝑠2(𝑎) = 𝑎2 + [𝑛](1 + 2𝑎)𝑥+ [𝑛]([𝑛] + 1/𝑞)𝑥2,

𝑠3(𝑎) = −𝑎3 + (1− 3𝑎+ 3𝑎2)[𝑛]𝑥+ ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛](𝑞 + [2] + 3𝑎𝑞)𝑞−2𝑥2+

+([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛]([𝑛]𝑞2 + [2])𝑞−3𝑥3,

𝑠4(𝑎) = 𝑥(1 + 𝑥/𝑞)(1− 3𝑎+ 3𝑎2)[𝑛] + ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛]((𝑞 + [2] + 3𝑎𝑞)[2]𝑞−2𝑥+

+([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛]([𝑛]𝑞2 + [2]))[3]𝑞−5𝑥2 + ([𝑛]𝑥− 𝑎)𝑠3(𝑎),

In particular,

𝛼2 = [𝑛]𝑥+ [𝑛]([𝑛] + 1/𝑞)𝑥2, 𝜇2 = [𝑛]𝑥(1 + 𝑥/𝑞),

𝛼3 = [𝑛]𝑥+ ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛](𝑞 + [2])𝑞−2𝑥2 + ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛]([𝑛]𝑞2 + [2])𝑞−3𝑥3,

𝜇3 = [𝑛]𝑥− [𝑛](−𝑞 + 2[𝑛]𝑞2 + [2]− [2][𝑛]𝑞)𝑞−2𝑥2 + [𝑛](2[𝑛]𝑞2 − [2]− [2][𝑛]𝑞)𝑞−3𝑥3,

𝛼4 = [𝑛]𝑥+ ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛](𝑞2 + [2]𝑞 + [2]2)𝑞−3𝑥2 + ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛]([𝑛]𝑞2+

[2])(𝑞2 + [2]𝑞 + [3])𝑞5𝑥3 + ([𝑛]𝑞 + 1)[𝑛]([𝑛]𝑞2 + [2])([𝑛]𝑞3 + [3])𝑞−6𝑥4,

𝜇4 = [𝑛]𝑥+
(︀
−4[𝑛]2 + [𝑛](1/𝑞 + [𝑛]) + [𝑛](1/𝑞 + [𝑛])[2]𝑞−1 + [𝑛](1/𝑞 + [𝑛])[2]2𝑞−2

)︀
𝑥2

+(6[𝑛]3 − 4[𝑛]2(1 + [𝑛]𝑞)𝑞−1 − 4[𝑛]2(1 + [𝑛]𝑞)[2]𝑞−2 + [𝑛](1 + [𝑛]𝑞)([𝑛]𝑞2 + [2])𝑞−3+

+[𝑛](1 + [𝑛]𝑞)([𝑛]𝑞2 + [2])[2]𝑞−4 + [𝑛](1 + [𝑛]𝑞)([𝑛]𝑞2 + [2])[3]𝑞−5)𝑥3+

+[𝑛](1 + [𝑛]𝑞)([𝑛]𝑞2 + [2])([𝑛]𝑞3 + [3])𝑞−6𝑥4

If we set 𝑞 = 1 in these formulas, we obtain the known formulas for the moments
of the ordinary Negative Binomial distribution [1, p. 316].

𝛼2 = 𝑛𝑥(1 + 𝑥+ 𝑛𝑥), 𝜇2 = 𝑛𝑥(1 + 𝑥),

𝛼3 = 𝑛𝑥(1 + 3(𝑛+ 1)𝑥+ (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)𝑥2), 𝜇3 = 𝑛𝑥(1 + 𝑥)(1 + 2𝑥),

𝛼4 = 𝑛𝑥(1 + 7(𝑛+ 1)𝑥+ 6(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)𝑥2 + (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑛+ 3)𝑥3),

𝜇4 = 3𝑛2𝑥2(1 + 𝑥)2 + 𝑛𝑥(1 + 𝑥)(1 + 6𝑥+ 6𝑥2).
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Corollary 3. If 𝜉 ⊂ 𝑃𝑞(𝑥), then

𝑠2(𝑎) = 𝑥+ (𝑥− 𝑎)2, 𝑠3(𝑎) = −𝑎3 + (1− 3𝑎− 3𝑎2)𝑥+ (1 + [2]− 3𝑎)𝑥2 + 𝑥3,

𝑠4(𝑎) = 𝑎4 + (−𝑎+ 3𝑎2 − 4𝑎3 + (1− 3𝑎+ 3𝑎2))𝑥+ (1− 4𝑎+ 6𝑎2 − [2]𝑎+

1 + [2]− 3𝑎)[2]𝑥2 + (1− 4𝑎+ [2] + [3])𝑥3 + 𝑥4,

𝑠5(𝑥) = −𝑎5 + (1− 5𝑎+ 10𝑎2 − 10𝑎3 + 5𝑎4)𝑥+ (1− 5𝑎+ 10𝑎2 − 10𝑎3 + [2]− 5[2]𝑎+

10[2]𝑎2 + [2]2 − 5[2]2𝑎+ [2]3)𝑥3 + (1− 5𝑎+ 10𝑎2 + [2]− 5[2]𝑎+ [2]2 + [3]

−5[3]𝑎+ [2][3] + [3]3)𝑥3 + (1 + [2] + [3] + [4])𝑥4 + 𝑥5.

In particular,
𝛼2 = 𝑥+ 𝑥2, 𝜇2 = 𝑥,

𝛼3 = 𝑥+ (1 + [2])𝑥2 + 𝑥3, 𝜇3 = 𝑥(1− 2𝑥+ [2])𝑥,

𝑠2(𝑎) = 𝑥+ (𝑥− 𝑎)2,

𝑠3(𝑎) = −𝑎3 + (1− 3𝑎− 3𝑎2)𝑥+ (1 + [2]− 3𝑎)𝑥2 + 𝑥3,

𝑠4(𝑎) = 𝑎4 + (−𝑎+ 3𝑎2 − 4𝑎3 + (1− 3𝑎+ 3𝑎2))𝑥+ (1− 4𝑎+ 6𝑎2 − [2]𝑎+

1 + [2]− 3𝑎)[2]𝑥2 + (1− 4𝑎+ [2] + [3])𝑥3 + 𝑥4,

𝑠5(𝑥) = −𝑎5 + (1− 5𝑎+ 10𝑎2 − 10𝑎3 + 5𝑎4)𝑥+ (1− 5𝑎+ 10𝑎2 − 10𝑎3 + [2]− 5[2]𝑎+

10[2]𝑎2 + [2]2 − 5[2]2𝑎+ [2][3])𝑥3 + (1− 5𝑎+ 10𝑎2 + [2]− 5[2]𝑎+ [2]2 + [3]

−5[3]𝑎+ [2][3])𝑥3 + (1 + [2] + [3] + [4])𝑥4 + 𝑥5.

𝛼4 = 𝑥+ (1 + (1 + [2])[2])𝑥2 + (1 + [2] + [3])𝑥3 + 𝑥4,

𝜇4 = 𝑥+ (−3 + [2] + [2]2)𝑥2 + (3− 3[2] + [3])𝑥3,

𝛼5 = 𝑥+ (1 + [2](1 + [2] + [2]2))𝑥2 + (1 + [2] + [2]2 + (1 + [2] + [3](1 + [2] + [3]))𝑥3+

(1 + [2] + [3] + [4])𝑥4 + 𝑥5,

𝜇5 = 𝑥+ (−4 + [2] + [2]2 + [2]3)𝑥2 + (6− 4[2]− 4[2]2 + [3] + [2][3] + [3]2)𝑥3+

(−4 + 6[2]− 4[3] + [4])𝑥4.

If we set 𝑞 = 1 in these formulas, we obtain the known formulas for the moments of
the ordinary Poisson distribution [1, p. 163]:

𝛼2 = 𝑥+ 𝑥2, 𝜇2 = 𝑥,

𝛼3 = 𝑥+ 3𝑥2 + 𝑥3, 𝜇3 = 𝑥,

𝛼4 = 𝑥+ 7𝑥2 + 6𝑥3 + 𝑥4, 𝜇4 = 𝑥+ 3𝑥2,

𝛼5 = 𝑥+ 15𝑥2 + 25𝑥3 + 10𝑥4 + 𝑥5, 𝜇5 = 𝑥+ 10𝑥2.

3. Conclusions and prospects for further research. The article proposes
a unified approach to constructing the moments of the main discrete 𝑞-distributions
— the 𝑞-Binomial, 𝑞-Negative Binomial, and 𝑞-Poisson — based on the framework
of 𝑞-derivatives and the 𝑞-Taylor formula. The derived recurrence relations for the
initial and central moments provide a generalization of the classical results and are
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logically recovered in the limit as 𝑞 = 1. The presented explicit formulas for low-
order moments demonstrate the effectiveness of the proposed method and allow for
the systematization of results found fragmentarily in the literature.

The obtained results are useful for the further development of the theory of 𝑞-
distributions, particularly in the context of stochastic models related to quantum
calculus, 𝑞-combinatorics, and the theory of special functions. Prospects for future
research include deriving asymptotic estimates of moments, analyzing their behav-
ior under different regimes of the parameter 𝑞, applying the resulting formulas to
problems of stochastic process modeling and the theory of random permutations,
as well as employing 𝑞-distributions for constructing models of noisy data and new
regularization methods in machine learning that ensure robustness to sample noise
and anomalous observations.
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ДИНАМIЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ ДВОШАРОВОГО СТИСЛИВОГО
НАПIВПРОСТОРУ З ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ

В рамках лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл з початковими напруженнями
розглянута постановка та метод розв’язку просторової усталеної задачi про збуджен-
ня двошарового попередньо напруженого напiвпростору поверхневим навантаженням,
що рухається з сталою швидкiстю. Розглянута тривимiрна модель шаруватого сере-
довища «пластина i попередньо напружений напiвпростiр». Рiвняння руху пластини
записуються з врахуванням зсуву та iнерцiї обертання. Контакт мiж пластиною i на-
пiвпростором є нежорсткий. Фундаментальний розв’язок задачi отримано з допомо-
гою метода iнтегральних перетворень Фур’є.

Ключовi слова: початковi напруження; навантаження, що рухається з сталою швид-
кiстю; двошаровий пiвпростiр; стисливий матерiал.

1. Вступ. Проблема взаємодiї пластини з пружним пiвпростором у триви-
мiрнiй постановцi активно дослiджується з початку ХХ столiття. Фундамен-
тальнi результати у теорiї хвиль у пружних тiлах належать Дж. Ахенбаху [2],
К. Граффу [6] та Дж. Мiкловiцy [10], якi заклали основу для опису поверхне-
вих та об’ємних хвиль у пiвпросторi. Подальший розвиток контактних задач
i застосування теорiї пластин iз врахуванням зсуву започатковано у роботах
Е. Рейснера [12] та Р. Мiндлiна [11], а систематизований огляд таких моделей
наведено у монографiї Селвадурая [13].

Суттєвий прогрес у дослiдженнi тривимiрної взаємодiї пластини з пiвпро-
стором досягнуто в роботах Каузела [8], Апсела i Луко [9], де були сформованi
ефективнi методи iнтегральних перетворень Фур’є для багатошарових основ.
За останнi роки з’явилася низка робiт, присвячених впливу рухомих i високо-
швидкiсних навантажень, умов контакту та початкових напружень у шаруватих
середовищах [4, 5, 7, 14, 15 та iншi]. Цi дослiдження продемонстрували необхi-
днiсть точних 3D-моделей для коректного опису хвильових процесiв, зокрема в
транс- та надзвукових режимах.
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У данiй роботi розглянута просторова усталена задача про збурення дво-
шарового стисливого напiвпростору з початковими напруженнями рухомим по-
верхневим навантаженням.

Дослiдження були проведенi в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi тiл з
початковими напруженнями [1]. У лiнеаризованiй теорiї пружностi для тiл з по-
чатковими напруженнями та деформацiями передбачається, що збуреному ста-
ну тiла передує деякий початковий стан з вiдмiнними вiд нуля напруженнями
та деформацiями. При цьому розглядаються лише малi додатковi напруження
(збурення) порiвняно з напруженнями у початковому станi. Така теорiя на вiд-
мiну вiд лiнiйної класичної теорiї пружностi найповнiше вiдбиває властивостi
реальних деформованих тiл.

Припускаємо, що рух верхнього шару може бути описаний системою рiвнянь
з теорiї пластин, що враховує вплив iнерцiї обертання та поперечного зсуву.

Пiдстилаючий пiвпростiр має початковi напруження i складається з стисли-
вого матерiалу з довiльним пружним потенцiалом. До вiльної межi шару при-
кладено навантаження, що рухається з сталою швидкiстю. Аналогiчна плоска
задача для двошарового стисливого пiвпростору розглянута в роботi [3].

2. Постановка задачi. Розглянемо шар товщиною 2ℎ, що лежить на пiв-
просторi. Вважаємо, що початковий напружено-деформований стан пiвпросто-
ру є однорiдним i визначається наступними компонентами вектора перемiщень
та тензора узагальнених напружень

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (𝜆𝑖 + 1) 𝑥𝑖; 𝜎*0
𝑖𝑖 ̸= 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3) , (1)

де 𝜆𝑖 — подовження (𝜆𝑖 = const) вздовж осей лагранжової системи координат
𝑥𝑖, що збiгається у природному станi з декартовою системою координат.

Розглянемо початковий стан у виглядi

𝜆
{𝑠}
1 = 𝜆

{𝑠}
2 ̸= 𝜆

{𝑠}
3 ; 𝑆

{𝑠}11
0 = 𝑆

{𝑠}22
0 ̸= 𝑆

{𝑠}33
0 . (2)

Поряд iз лагранжовими координатами введемо декартовi координати 𝜉𝑖 по-
чаткового деформованого стану, пов’язанi з координатами 𝑥𝑖 спiввiдношеннями
𝜉𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖.

Координатна вiсь 𝜉3 спрямована перпендикулярно до поверхонь елементiв
двошарового пiвпростору углиб пiвпростору.

Шаруватий пiвпростiр вiднесено до декартової системи координат 𝜉𝑖 (𝑖 =
= 1, 2, 3), що вiдповiдає початковому деформованому стану. Координатна вiсь
𝜉3 спрямована перпендикулярно до поверхнi шаруватого пiвпростору вглиб пiв-
простору.

До вiльної межi шару прикладено навантаження, що рухається з сталою
швидкiстю v протягом великого промiжку часу i не залежить вiд координати 𝜉3.
Вiдносно системи координат, пов’язаної з цим навантаженням, iснує усталений
деформований стан. Якщо припустити, що навантаження рухається по прямiй,
що розташована пiд кутом 𝜑 до осi 𝜉1, то координати рухомої системи координат
визначаються спiввiдношеннями

𝑦1 = 𝜉1 − v cos𝜑 · 𝑡; 𝑦2 = 𝜉2 − v sin𝜑 · 𝑡; 𝑦3 = 𝜉3. (3)

Також припустимо, що напруження, що виникають за рахунок дiї наванта-
ження, значно менше початкових напружень. Зазначене припущення дозволяє
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застосовувати лiнеаризовану теорiю пружностi [1] для опису додаткового на-
пруженого стану, спричиненого дiєю навантаження.

З урахуванням (1) i (2) в координатах рухомої системи координат (3) рiвнян-
ня руху i компоненти напружено-деформованого стану стисливого пiвпростору
можна записати в загальному виглядi наступним чином:
рiвняння руху (︂

𝐴
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝜁21

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
Ψ = 0;{︂(︂

𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝜁22

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂(︂
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝜁23

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
− (4)

−
[︂
𝐵̃

(︂
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
+ 𝐶

𝜕2

𝜕𝑦23

]︂
𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝐷̃

𝜕4

𝜕𝑦41

}︂
𝜒{𝑠} = 0;

перемiщення

𝑢1 =
𝜕Ψ

𝜕𝑦2
− 𝜕2𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦3
; 𝑢2 = −

𝜕Ψ

𝜕𝑦1
− 𝜕2𝜒

𝜕𝑦2𝜕𝑦3
;

𝑢3 =

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜒;

(5)

напруження

𝑄̃𝑖𝑖 = 𝑎̃
(1)
𝑖𝑖

𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝑏̃
(1)
𝑖𝑖

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑏̃

(2)
𝑖𝑖

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝑏̃

(3)
𝑖𝑖

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦3
; 𝑖 = 1, 3;

𝑄̃𝑖𝑗 =

(︂
𝑎̃
(1)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑎̃

(2)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ− 𝑏̃(1)𝑖𝑗

𝜕3𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2𝜕𝑦3
; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; (6)

𝑄̃𝑖𝑗 = 𝑎̃
(1)
𝑖𝑗

𝜕2Ψ

𝜕𝑦𝑘𝜕𝑦3
+

(︂
𝑏̃
(1)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑏̃

(2)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝑏̃

(3)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦𝑖
;

𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 3; 𝑘 ̸= 𝑗; 𝑘 ̸= 𝑖;

де коефiцiєнти 𝐴, 𝐵̃, 𝐶, 𝐷̃, 𝜁𝑗, 𝛽𝑗, 𝑎̃
(𝑚)
𝑖𝑗 , 𝑏̃(𝑚)

𝑖𝑗 у виразах (4)–(6) є функцiями параме-
трiв v, 𝜑, що характеризують навантаження, i параметрiв, що характеризують
матерiал елементiв шаруватого середовища 𝜔̃{𝑠}. У разi стисливого матерiалу
маємо

𝜉21 = 𝜔̃3113𝜔̃
−1
1221; 𝜉22,3 = 𝑐± (𝑐2 − 𝜔̃3113𝜔̃3333𝜔̃

−1
1331𝜔̃

−1
1111)

1
2 ;

2𝑐𝜔̃1111𝜔̃1331 = 𝜔̃1331𝜔̃3113 + 𝜔̃1111𝜔̃3333 − (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)
2;̃︀𝐴 = 𝜌𝜔̃−1

1221; ̃︀𝐵 = 𝜌−1 ̃︀𝐷−1 (𝜔̃1111 + 𝜔̃1331) ;̃︀𝐶 = 𝜌−1 ̃︀𝐷−1 (𝜔̃3333 + 𝜔̃3113) ; ̃︀𝐷 = 𝜌2𝜔̃−1
1111𝜔̃

−1
1331;

𝛽1 = 𝜌−1𝛽3𝜔̃1111; 𝛽2 = 𝜌−1𝛽3𝜔̃3113; 𝛽3 = 𝜌 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)
−1 ;

𝑎
(1)
𝑖𝑖 = 𝜔̃𝑖𝑖11 − 𝜔̃𝑖𝑖22; 𝑏

(𝑘)
𝑖𝑖 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑖 𝜔̃1111 − 𝜔̃𝑖𝑖𝑘𝑘; 𝑘 = 1, 2; 𝑏

(3)
𝑖𝑖 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑖 𝜔̃3113;

𝑏
(4)
𝑖𝑖 = 𝜌𝜔̃𝑖𝑖33 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)

−1 ; 𝑖 = 1, 2, 3;

𝑎
(1)
𝑖𝑗 = −𝜔̃𝑖𝑗21; 𝑎

(2)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗12; 𝑏

(1)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗12 + 𝜔̃𝑖𝑗21; 𝑖, 𝑗 = 1, 2;
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𝑎
(1)
𝑖𝑗 = 𝜔̃𝑖𝑗13; 𝑏

(1)
𝑖𝑗 = 𝑏

(2)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃1111; 𝑏

(3)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃3113;

𝑏
(4)
𝑖𝑗 = 𝜌𝜔̃𝑖𝑗31 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)

−1 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 3;

𝑎
(1)
𝑖𝑗 = −𝜔̃𝑖𝑗23; 𝑏

(1)
𝑖𝑗 = 𝑏

(2)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃1111; 𝑏

(3)
𝑖𝑗 = 𝜌−1𝑏

(4)
𝑖𝑗 𝜔̃3113 − 𝜔̃𝑖𝑗23;

𝑏
(4)
𝑖𝑗 = 𝜌𝜔̃𝑖𝑗23 (𝜔̃1133 + 𝜔̃1313)

−1 ; 𝑖, 𝑗 = 2, 3; 𝜌𝜆1𝜆2𝜆3 = 𝜌;

де 𝜌 — густина матерiалу пiвпростору у природному станi.
Припустимо, рух шару може бути описано системою рiвнянь з теорiї пла-

стин, що враховує вплив iнерцiї обертання i поперечного зсуву. Для пластини,
що знаходиться пiд впливом поперечних i тангенцiальних поверхневих сил, вiд-
повiднi рiвняння в системi координат (3) можуть бути записанi так

2𝐺1ℎ
2

3 (1− 𝜈)

[︂
(1− 𝜈)∇2Ψ1 + (1 + 𝜈)

𝜕Φ

𝜕𝑦1

]︂
+ 𝜏1−

− 𝜅G1

(︂
𝜕w

𝜕𝑦1
+Ψ1

)︂
=

2𝜌1ℎ
2

3
v2cos2𝜙

𝜕2Ψ1

𝜕𝑦21
;

2G1ℎ
2

3 (1− 𝜈)

[︂
(1− 𝜈)∇2Ψ2 + (1 + 𝜈)

𝜕Φ

𝜕𝑦2

]︂
+ 𝜏2−

− 𝜅G1

(︂
𝜕w

𝜕𝑦2
+Ψ2

)︂
=

2𝜌1ℎ
2

3
v2cos2𝜙

𝜕2Ψ2

𝜕𝑦21
;

𝜅G1ℎ(∇2 w+Φ) + 𝑞 = 2ℎ𝜌1v
2cos2𝜙

𝜕2w

𝜕𝑦21
+ 𝑃3𝛿 (𝑦1) 𝛿 (𝑦2) .

(7)

Тут

∇2 =
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22
; Φ =

𝜕Ψ1

𝜕𝑦1
+
𝜕Ψ2

𝜕𝑦2
;

𝜌1 — густина матерiалу пластини; 𝐺1 — модуль зсуву; 𝜈 — коефiцiєнт Пуа-
сона; 𝜅 — коефiцiєнт зсуву Тимошенко; Ψ1, i Ψ2 — повороти щодо осей 𝑦1 i 𝑦2; w
— перемiщення серединної поверхнi пластини; 𝜏1, 𝜏2, 𝑞 — дотичнi та нормальнi
навантаження, що дiють на поверхнi роздiлу пластини та пiвпростору; 𝑃3 —
нормальне навантаження на вiльнiй поверхнi пластини.

Розглянемо нежорсткий контакт мiж пластиною i пiвпростором при 𝑦3 = −ℎ:

𝑄̃31 = 0; 𝑄̃32 = 0; 𝑄̃33 = 𝑞; 𝜏1 = 0; 𝜏2 = 0; 𝑢3 = w. (8)

При викладених вище умовах маємо тривимiрну задачу, що полягає в спiль-
ному розв’язаннi рiвнянь руху (4) i (7) при граничних умовах (8) i умови зга-
сання на нескiнченностi.

Скористаємося рiвняннями (7) i (8) i спiввiдношеннями пружностi (5) i (6) i
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виразимо функцiї 𝑞, 𝜏1, 𝜏2 i w через фукцiї Ψ, 𝜒, Ψ1i Ψ2(︂
𝑎̃
(1)
31

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑎̃

(2)
31

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ− 𝑏̃(1)31

𝜕3𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2𝜕𝑦3
= 0;(︂

𝑎̃
(1)
32

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑎̃

(2)
32

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ− 𝑏̃(1)32

𝜕3𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2𝜕𝑦3
= 0;

𝜃1∇2Ψ1 + 𝜃2
𝜕Φ

𝜕𝑦1
− 𝜃3

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦1
− 𝜃3Ψ1 = 𝜃5

𝜕2Ψ1

𝜕𝑦21
;

𝜃1∇2Ψ2 + 𝜃2
𝜕Φ

𝜕𝑦2
− 𝜃3

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦2
− 𝜃3Ψ2 = 𝜃5

𝜕2Ψ2

𝜕𝑦21
;

𝜃4∇2

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜒+ 𝜃4Φ + 𝑎̃

(1)
33

𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

+

(︂
𝑏̃
(1)
33

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝑏̃

(2)
33

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝑏̃

(3)
33

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦3
=

=𝜃6

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22
+ 𝛽3

𝜕2

𝜕𝑦23

)︂
𝜕2𝜒

𝜕𝑦21
+ 𝑃3𝛿 (𝑦1) 𝛿 (𝑦2) .

(9)

Тут введено такi позначення

𝜃1 =
2

3
𝐺1ℎ

2; 𝜃2 = 𝜃1
1 + 𝜈

1− 𝜈
; 𝜃3 = 𝜅G1; 𝜃4 = 𝜃3ℎ;

𝜃5 =
2𝜌1ℎ

2

3
v2 cos2 𝜙; 𝜃6 = 2ℎ𝜌1v

2 cos2 𝜙.

Таким чином, задача про рух двошарового стисливого пiвпростору при дiї
рухомого навантаження зводиться до знаходження функцiй Ψ, 𝜒, Ψ1 i Ψ2 з
граничних умов (9).

3. Фундаментальний розв’язок задачi в областi зображень Фур’є.
Для вирiшення задачi скористаємося подвiйним перетворенням Фур’є за коор-
динатами 𝑦1 та 𝑦2. У просторi зображень Фур’є рiвняння руху (4) можна подати
у виглядi (︂

𝑑2

𝑑𝑦23
− 𝜇2

1

)︂
Ψ𝐹 = 0;

(︂
𝑑2

𝑑𝑦23
− 𝜇2

2

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦23
− 𝜇2

3

)︂
𝜒𝐹 = 0; (10)

де
𝜇2
1 = 𝜁−2

1

(︁
𝑘21𝐴+ 𝑘22

)︁
; 𝜇2

2,3 = 𝐵1 ±
√︁
𝐵2

1 −𝐵2;

2𝐵1 = 𝜁−2
2 𝜁−2

3

[︁(︀
𝜁22 + 𝜁23

)︀ (︀
𝑘21 + 𝑘22

)︀
− 𝑘21𝐶

]︁
;

𝐵2 = 𝜁−2
2 𝜁−2

3

[︁(︀
𝑘21 + 𝑘22

)︀2
+ 𝑘21𝑘

2
2𝐵̃ + 𝑘41

(︁
𝐵̃ + 𝐷̃

)︁]︁
;

𝑘1, 𝑘2 — параметри подвiйного перетворення Фур’є.
Перетворена система граничних умов (9) має вигляд

−
(︁
𝑘21𝑎̃

(1)
31 + 𝑘22𝑎̃

(2)
31

)︁
Ψ𝐹 + 𝑘1𝑘2𝑏̃

(1)
31

𝑑𝜒𝐹

𝑑𝑦3
= 0;

−
(︁
𝑘21𝑎̃

(1)
32 + 𝑘22𝑎̃

(2)
32

)︁
Ψ𝐹 + 𝑘1𝑘2𝑏̃

(1)
32

𝑑𝜒𝐹

𝑑𝑦3
= 0;

(11)
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𝑖𝑘1𝜃3

(︂
𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2 − 𝛽3

𝑑2

𝑑𝑦23

)︂
𝜒𝐹−

−
[︀
𝑘21 (𝜃1 + 𝜃2 − 𝜃5) + 𝑘22𝜃1 + 𝜃3

]︀
Ψ𝐹

1 − 𝑘1𝑘2𝜃2Ψ𝐹
2 = 0;

𝑖𝑘2𝜃3

(︂
𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2 − 𝛽3

𝑑2

𝑑𝑦23

)︂
𝜒𝐹 − 𝑘1𝑘2𝜃2Ψ𝐹

1 −

−
[︀
𝑘21 (𝜃1 − 𝜃5) + 𝑘22 (𝜃1 + 𝜃2) + 𝜃3

]︀
Ψ𝐹

2 = 0;

−𝑘1𝑘2𝑎̃(1)33 Ψ
𝐹 +

{︂(︁
𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2

)︁ [︀
𝑘21 (𝜃4 − 𝜃6) + 𝑘22𝜃4

]︀
−
(︁
𝑘21 𝑏̃

(1)
33 + 𝑘22 𝑏̃

(2)
33

)︁ 𝑑

𝑑𝑦3
−

−
[︀
𝑘21 (𝜃4 − 𝜃6) + 𝑘22𝜃4

]︀
𝛽3

𝑑2

𝑑𝑦23
+ 𝑏̃

(3)
33

𝑑3

𝑑𝑦33

}︂
𝜒𝐹 + 𝑖𝑘1𝜃4Ψ

𝐹
1 + 𝑖𝑘2𝜃4Ψ

𝐹
2 = 𝑃 𝐹

3 .

Розв’язки перетворених рiвнянь (10) з урахуванням згасання на нескiнчен-
ностi шукатимемо у виглядi

Ψ𝐹 = 𝐶1e
𝛾1(𝑦3+ℎ); 𝜒𝐹 = 𝐶2e

𝛾2(𝑦3+ℎ) + [1− 𝛿𝜇2𝜇3 + 𝛿𝜇2𝜇3 (𝑦3 + ℎ)]𝐶3e
𝛾3(𝑦3+ℎ). (12)

Тут

𝛿𝜇2𝜇3 =

{︃
1, 𝜇2

2 = 𝜇2
3;

0, 𝜇2
2 ̸= 𝜇2

3;

𝛾𝑗 = 𝜎𝑗𝜇𝑗; 𝜎𝑗 ≡ 𝜎 = |𝜇𝑗| /𝜇𝑗, якщо 𝜇2
𝑗 > 0, 𝜎𝑗 = 𝑖, якщо 𝜇2

𝑗 < 0 i 𝛾𝑗 = 𝜎Re𝜇𝑗 −
− (−1)𝑗 𝑖 Im𝜇𝑗, якщо 𝜇2

𝑗 . приймає комплекснi значення.
Введемо замiну

̃︀𝐶𝑗 = 𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 3; ̃︀𝐶𝑗+3 = 𝑖Ψ𝐹
𝑗 , 𝑗 = 1, 2. (13)

Пiдставляючи (12) i (13) у перетворену систему рiвнянь (11), отримуємо
систему алгебраїчних рiвнянь щодо невiдомих ̃︀𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 5,

𝜁11 ̃︀𝐶1 + 𝜁21𝛾2 ̃︀𝐶2 + 𝜁21 [𝛿𝜇2𝜇3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝛾3] ̃︀𝐶3 = 0;

𝜁12 ̃︀𝐶1 + 𝜁22𝛾2 ̃︀𝐶2 + 𝜁22 [𝛿𝜇2𝜇3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝛾3] ̃︀𝐶3 = 0; (14)

𝜁31𝜁51 ̃︀𝐶2 + 𝜁51 [𝛿𝜇2𝜇3𝜍3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝜁32] ̃︀𝐶3 + 𝜁61 ̃︀𝐶4 + 𝜍4 ̃︀𝐶5 = 0;

𝜁31𝜁52 ̃︀𝐶2 + 𝜁52 [𝛿𝜇2𝜇3𝜍3 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝜁32] ̃︀𝐶3 + 𝜍4 ̃︀𝐶4 + 𝜁62 ̃︀𝐶5 = 0;

𝜁9 ̃︀𝐶1 + 𝜁71 ̃︀𝐶2 + {−𝛿𝜇2𝜇3𝜁10 + (1− 𝛿𝜇2𝜇3) 𝜁72} ̃︀𝐶3 + 𝜁81 ̃︀𝐶4 + 𝜁82 ̃︀𝐶5 = 𝑃 𝐹
3 ;

де

𝜍1 = 𝑘21 (𝜃4 − 𝜃6) + 𝑘22𝜃4; 𝜍2 = 𝑘21 (𝜃1 − 𝜃5) + 𝑘22𝜃1 + 𝜃3; 𝜍3 = −2𝛾3𝛽3;

𝜍4 = 𝑘1𝑘2𝜃2; 𝜍5 = −𝑘1𝑘2𝑎̃(1)33 ; 𝜍6 = 𝜁42 − 2𝛾23 𝑏̃
(3)
33 − 𝜍1𝜍3;

𝜁1𝑗 = −
(︁
𝑘21𝑎̃

(1)
3𝑗 + 𝑘22𝑎̃

(2)
3𝑗

)︁
; 𝜁2𝑗 = 𝑘1𝑘2𝑏̃

(1)
3𝑗 ; 𝜁3𝑗 = 𝑘21𝛽1 + 𝑘22𝛽2 − 𝛾2𝑗+1𝛽3;

𝜁4𝑗 = 𝑘21 𝑏̃
(1)
33 + 𝑘22 𝑏̃

(2)
33 − 𝛾2𝑗+1𝑏̃

(3)
33 ; 𝜁5𝑗 = 𝑘𝑗𝜃3;

𝜁6𝑗 = 𝜍2 + 𝑘2𝑗 𝜃2; 𝜁7𝑗 = 𝜁3𝑗𝜍1 − 𝜁4𝑗𝛾1+𝑗; 𝜁8𝑗 = 𝑘𝑗𝜃4; 𝑗 = 1, 2.
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Таким чином, розв’язання задачi про рух багатошарового пружного напiв-
простору з початковими напруженнями пiд впливом рухомого навантаження в
областi зображень Фур’є зводиться до розв’язання системи алгебраїчних рiв-
нянь (14) щодо невiдомих ̃︀𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 5.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi в рам-
ках тривимiрної лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл з початковими напру-
женнями розглянута постановка i метод розв’язання просторової динамiчної
задачi про збурення двошарового попередньо напруженого пiвпростору поверх-
невим навантаженням, що рухається з сталою швидкiстю. У просторi зобра-
жень Фур’є у загальному виглядi отримано розв’язок задачi. Для отримання
оригiналiв трансформант вiдповiдних компонентiв напружено деформованого
стану слiд скористатися зворотним перетворенням Фур’є. Отриманi результа-
ти можуть бути використанi при дослiдженнi напружено деформованого стану
елементiв шаруватих конструкцiй.
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planar problem and the method for solution of the perturbation of moving with a constant
speed of the surface load of two-layered pre-stressed half-space is considered. The three-
dimensional model of the layered medium “a plate and pre-stressed half-space” is considered.
Equations of plate motion are written down taking into consideration of shift and rotary
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0 . The
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a plate and a half-space is non-rigid. The surface load is point and moves rectilinearly.
The fundamental solution of the problem is obtained using the Fourier integral method.
The solution is presented in a general view for the equal and unequal roots of characteristic
equation and different speeds of superficial loading movement. The form of elastic potential
The shape of the elastic potential takes the general form and should be specified only
under the numerical calculations. Obtained results can be used to investigate the mode of
deformation of the elements of layered structures which are exposed to the moving loads.

Keywords: initial tensions; moving with permanent speed load; two-layered half-space;
compressible material.
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ЗНАХОДЖЕННЯ КОЕФIЦIЄНТIВ ЛIНIЙНОЇ КОМБIНАЦIЇ
ЕРГОДИЧНИХ МАРКОВСЬКИХ ЛАНЦЮГIВ

Дана стаття зосереджена на дослiдженнi лiнiйної залежностi ергодичних ланцюгiв
Маркова. Розглядається часовий ряд, який може бути розглянутий як ланцюг Мар-
кова. Дослiджується методологiя зображення цього ланцюга як сумiш, лiнiйну ком-
бiнацiю, довiльних ергодичних Марковських ланцюгiв. Також, розглянуто приклад
знаходження коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї на реальних даних.

Ключовi слова: ланцюги маркова, ергодична теорема, сумiш ланцюгiв маркова, гра-
ничний розподiл.

1. Вступ. Марковськi ланцюги це iнструмент для опису, аналiзу та передба-
чення часових рядiв. Дуже часто данi генеруються складними процесами, якi
бувають прихованими. Тому класичних методiв статистичного аналiзу може бу-
ти не достатньо для опису таких складних часових рядiв.

Це стосується не тiльки часових рядiв, але i iнших типiв даних. У машин-
ному навчаннi вже iснують пiдходи, що базуються на сумiшах та ансамблях
алгоритмiв.

Використання сумiшей моделей для аналiзу числових рядiв не є новою iде-
єю i вже є рiзноманiтнi напрацювання у цьому напрямку. Також, вже iснують
дослiдження сумiшей прихованих Марковських моделей. Цi дослiдження фо-
кусуються на рiзноманiтних аспектах сумiшi Марковських процесiв. Деякi на-
працювання сфокусованi на застосуваннi варiацiйних Байєсiвських методiв для
розплiтання сумiшi [1], [2]. Iншi, дослiджують асимптотичну поведiнку сумiшей
[3]. Також, iснують практичнi застосування iдеї сумiшей Марковських процесiв
[4], [5].

На вiдмiну вiд iснуючих дослiджень, дане стаття використовує пiдхiд до
дослiдження сумiшей Марковських процесiв, який базується на застосуваннi
Ергодичної теореми.

2. Основний результат. Отже, розглянемо Марковський стохастичний
процес 𝑌 . Реалiзацiї станiв цього процесу є вiдомими. Також, припустимо, що
стохастичний процес є ергодичним. Ми можемо зобразити процес як 𝑆1, . . . , 𝑆𝑇 ,
де 𝑆𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 , 𝑇 →∞ це реалiзацiя стану в момент часу 𝑡.

У данiй статтi зроблено припущення, що процес 𝑌 можна зобразити як су-
мiш деяких незалежних Марковських ергодичних процесiв 𝑌1, . . . , 𝑌𝐾 . Для ко-
жного процесу 𝑌𝑘 є доступними стохастичнi матрицi переходу 𝑃𝐾 . Процес 𝑌𝑘
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не обов’язково повнiстю точно описує послiдовнiсть 𝑆1, . . . , 𝑆𝑇 — ймовiрностi
переходу у стохастичнiй матрицi 𝑃𝐾 можуть бути довiльними. Маючи цi умо-
ви, можна сформулювати теорему яка описує метод зображення Марковсько-
го ланцюга як лiнiйну комбiнацiю скiнченної множини довiльних незалежних
Марковських ланцюгiв.

Теорема 1. Розглянемо множину деяких Марковських ергодичних процесiв
𝑌1, . . . , 𝑌𝐾. Також, розглянемо Марковський ергодичний процес 𝑌 з кiлькiстю
станiв 𝑁 , реалiзацiя станiв якого є вiдомими. Тодi, можна зобразити процес
𝑌 як лiнiйну комбiнацiю незалежних процесiв 𝑌1, . . . , 𝑌𝐾:

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑌𝑘 = 𝑌,

де
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑤𝑘 = 1. Коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї 𝑤𝑘 є розв’язком системи лiнiй-

них рiвнянь: [︂
Π[︀

1 · · · 1
]︀]︂ ·𝑊 =

[︂
Π̂
1

]︂
,

де Π це матриця розмiрнiстю 𝑁 × 𝐾. Cтовпець 𝑘 матрицi Π є граничним
розподiлом процесу 𝑌𝑘; 𝑊 — вектор невiдомих коефiцiєнтiв розмiрнiстю 𝐾×1;
Π̂ — вектор розмiрностi 𝑁 × 1, що є граничним розподiлом процесу 𝑌 .

Доведення. Використаємо ергодичну теорему для Марковських ланцюгiв.
Згiдно з результатами описаними у [6] та [7], отримаємо даний результат:

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
ℎ=0

𝑃 ℎ(𝑖, 𝑟)
м.н.−→ 𝜋𝑟, ∀𝑖, 𝑟,

де 𝑃 — стохастична матриця марковського процесу, 𝜋 — граничний розпо-
дiл. Для оцiнювання елементiв матрицi 𝑃 скористаємося методом максимальної
правдоподiбностi. Тобто, розв’язавши задачу оптимiзацiї:

𝑙(𝑝) = log(𝐿(𝑝)) = log(Pr {𝑆1, . . . , 𝑆𝑇}) = log Pr{𝑆1 = 𝑠1}+
∑︁
𝑖,𝑗

𝑛𝑖𝑗 log(𝑝𝑖𝑗),

𝑙(𝑝) −→
𝑝𝑖𝑗

max,∑︁
𝑗

𝑝𝑖𝑗 = 1.

Тобто, застосувавши результат ергодичної теореми для кожного з 𝐾 проце-
сiв, та для процесу 𝑌 пiсля знаходження матрицi переходу методом максималь-
ної правдоподiбностi. Це i дасть нам систему лiнiйних рiвнянь:[︂

Π[︀
1 · · · 1

]︀]︂ ·𝑊 =

[︂
Π̂
1

]︂
.

Теорему доведено.
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Виходячи з формулювання теореми, необхiдно розв’язати систему лiнiйних
рiвнянь з обмеженнями на змiннi (коефiцiєнти𝑊 повиннi бути мiж 0 i 1). Також,
загалом, 𝑁 + 1 ̸= 𝐾 i розв’язок може бути наближеним.

Розглянемо випадок коли 𝐾 = 3. Коефiцiєнти 𝑤𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3 будуть знайденi
за допомогою задачi оптимiзацiї:

min
1

2
·
⃦⃦⃦
Π ·𝑊 − Π̂

⃦⃦⃦2
, 0 ≤ 𝑤𝑘 ≤ 1; 𝑘 = 1, 2, 3.

Це можна зробити за допомогою модифiкованого методу внутрiшньої точки,
що представлено у [8].

Застосуємо методологiю до реальних даних. Для прикладу ми можемо ви-
користати данi з ресурсу Kaggle [9]. Цi данi мiстять iнформацiю про цiни акцiй
на початок i кiнець дня для рiзноманiтних компанiй. Приклад даних можна
побачити у таблицi 1.

Таблиця 1

Дата Цiна акцiї на момент
вiдкриття торгiв

Цiна акцiї на момент
закриття торгiв

2004-04-07 20.0499 20.05
2004-04-08 20.5 20.43
2004-04-12 20.45 19.52
2004-04-13 19.51 19.52

Як приклад застосування теореми буде розглянуто iсторiю акцiй кiлькох
компанiй: Apple, Netflix та General Motors. Спочатку данi буде пiдготовлено для
їх моделювання як часових рядiв. Потiм, результати теореми буде застосовано
до даних.

Перед тим як застосувати даний метод потрiбно пiдготувати данi. Частота
оригiнальних даних – один день i це впливає на довжину часових рядiв, бе-
ручи до уваги, що данi мiстять iнформацiю за багато рокiв. Тому, данi було
пiдготовлено наступним чином:

1) Взято початкову i кiнцеву цiну кожного тижня.
2) Взято вiдсоток змiни цiни у спiввiдношеннi до початкової цiни: (кiнцева

цiна – початкова цiна) / початкова цiна.
3) Якщо змiна в межах ±1% — це стан стагнацiї i позначено як стан 0; якщо

змiна бiльше 1% то це зростання i позначено як стан 1; якщо змiна менше
−1% то це спад i позначено як стан 2.

Вiдповiдно, ми можемо змоделювати часовi ряди як ланцюг Маркова з 3
станами.

Як приклад 𝑃𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, розглянемо:

𝑃1 =

⎛⎝0.2 0.4 0.4
0.6 0.3 0.1
0.1 0.5 0.4

⎞⎠ ; 𝑃2 =

⎛⎝0.25 0.45 0.3
0.1 0.1 0.8
0.15 0.7 0.15

⎞⎠ ; 𝑃3 =

⎛⎝0.5 0.2 0.3
0.3 0.3 0.4
0.8 0.15 0.05

⎞⎠ .

Граничнi розподiли для кожної з цих стохастичних матриць:

𝜋1 = (0.33, 0.39, 0.28); 𝜋2 = (0.14, 0.42, 0.44); 𝜋3 = (0.53, 0.21, 0.26).
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Якщо застосувати метод до даних акцiй Apple буде отримано граничний
розподiл: 𝜋̂ = (0.17, 0.44, 0.39) та коефiцiєнти 𝑤1 = 0.12, 𝑤2 = 0.82, 𝑤3 = 0.05.
Для акцiй Netflix: 𝜋̂ = (0.12, 0.47, 0.41) та оптимальнi коефiцiєнти 𝑤1 = 0.04,
𝑤2 = 0.91, 𝑤3 = 0.05. I для акцiй General Motors: 𝜋̂ = (0.24, 0.38, 0.38); 𝑤1 = 0.21,
𝑤2 = 0.65, 𝑤3 = 0.14.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У пiдсумку,
у цьому дослiдженнi було запропоновано методологiю представлення ланцюга
Маркова як лiнiйну комбiнацiю довiльних ергодичних ланцюгiв. Цi результати
мають практичне застосування, а також можуть допомогти в майбутнiх дослi-
дженнях подiбностi ланцюгiв Маркова.

В подальшому дослiдженнi можна послабити умови ергодичностi ланцюгiв
Маркова i дослiдити лiнiйну залежнiсть.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не має конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдження,
включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який мiг
би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Оригiнальнi данi, представленi в дослiдженнi, вiдкрито доступнi для акаде-
мiчних дослiджень у репозиторiї Kaggle за адресою:
https://doi.org/10.34740/kaggle/dsv/1054465 пiд лiцензiєю CC0 (Creative
Commons Zero)

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.
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МОДИФIКАЦIЯ ДВОСТОРОННЬОГО МЕТОДУ
ДОСЛIДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI ПОШИРЕННЯ

ВОЛОГИ У ПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩАХ

Побудовано одну модифiкацiю двостороннього методу дослiдження та наближено-
го розв’язання крайової задачi, що описує розподiл вологи в пористих середовищах.
Отримано достатнi умови iснування, єдиностi, регулярностi та знакосталостi шуканого
розв’язку. Доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi та одержано апостерiорну
оцiнку похибки наближеного розв’язку розглядуваної крайової задачi.

Ключовi слова: модифiкацiя двостороннього методу, функцiї порiвняння, єдинiсть
розв’язку, диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних, наближений розв’язок.

1. Вступ. Математичнi моделi, що описують такi складнi фiзичнi процеси, як
перенесення вологи в грунтах, фiльтрацiю рiдини в середовищах з подвiйною
пористiстю, передачу тепла в гетерогенному середовищi та iншi, можна описати
за допомогою скалярного рiвняння вигляду [1,2]

𝑚(𝑡, 𝑥)𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛼(𝑡, 𝑥)𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)+

+𝜂(𝑡, 𝑥)𝐷(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎(𝑡, 𝑥)𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥),
(1)

де коефiцiєнти диференцiального рiвняння в частинних похiдних (ДРЧП) є не-
перервними функцiями у заданiй областi 𝐷 ∈ R2. Крайовi задачi у випадку рiв-
няння (1) при рiзних вихiдних даних розглядались у багатьох працях, зокрема
в [2]— [4].

У монографiї [5] дослiджується крайова задача у випадку системи диферен-
цiальних рiвнянь

𝐷(2.1)𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑦), 𝐷(1.0)𝑈(𝑥, 𝑦), 𝐷(0.1)𝑈(𝑥, 𝑦),

𝐷(1.1)𝑈(𝑥, 𝑦), 𝐷(2.0)𝑈(𝑥, 𝑦)) := 𝐹 [𝑈(𝑥, 𝑦)],
(2)
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iз крайовими умовами

𝑈(𝑥, 0) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑎],

𝐷(1.0)𝑈(𝑎, 𝑦) = Ψ(𝑦), 𝜕
𝜕𝑦

𝑎∫︀
𝑥0

𝑈(𝜉, 𝑦)𝑑𝜉 = Ω(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑏],

0 ≤ 𝑥0 ≤ 𝑥 < 𝑎,

(3)

де

𝐷𝑘𝑈 : 𝐷0 → 𝐷𝑘 ⊂ R𝑛, 𝐹 : 𝐵 → R𝑛, 𝐵 = 𝐷0 ×
∏︀

𝑘1,𝑘2

𝐷(𝑘1,𝑘2) ⊂ R5𝑛+2,

𝐷𝑘𝑈(𝑥, 𝑦) := (𝐷𝑘𝑈𝑖(𝑥, 𝑦)), 𝑇 (𝑥) := (𝜏𝑖(𝑥)), Ψ(𝑦) := (𝜓𝑖(𝑦)),

Ω(𝑦) := (𝜔𝑖(𝑦)), 𝐹 [𝑈(𝑥, 𝑦)] := (𝐹𝑖[𝑈(𝑥, 𝑦)]), 𝑖 = 1, 𝑛— вектор-функцiї.

Для 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑎], Ψ(𝑦) = 𝐶1[𝑎, 𝑏], Ω(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑏], виконуються умови узгодже-
ностi

𝑇 ′(𝑎) = Ψ(0), (4)

а 𝐹 [𝑈(𝑥, 𝑦)] ∈ 𝐶(𝐵).
Розв’язок крайової задачi (2)–(4) належить простору вектор-функцiй

𝐶
(2.1)
1 (𝐷0) := 𝐶(2.1)(𝐷0) ∩ 𝐶(1.1)(𝐷0) (регулярний розв’язок).

У працi [6] розглядається крайова задача з нелокальною крайовою умовою у
випадку систем квазiлiнiйних рiвнянь в частинних похiдних третього порядку,
для якої будується та дослiджується одна модифiкацiя двостороннього мето-
ду прискореної збiжностi наближеного її розв’язання. Такий пiдхiд дозволяє
значно покращити достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задач, що
дослiджувалися ранiше.

2. Основний результат. У данiй працi продовжуються дослiдження при-
веденi в [5, 7] для нового класу крайових задач i будуються модифiкацiї дво-
стороннього методу, якi забезпечують значно кращi результати, у порiвняннi з
ранiше вiдомими.

Розглянемо крайову задачу: у просторi функцiй 𝐶*(𝐷) := 𝐶(1.2)(𝐷)∩𝐶(1.1)(𝐷
*
)

∩𝐶(𝐷), 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) |𝑡 ∈ (0, 𝑏), 𝑥 ∈ (0, 𝑎)}, 𝐷*
= {(𝑡, 𝑥) |𝑡 ∈ (0, 𝑏), 𝑥 ∈ (0, 𝑎]} зна-

йти розв’язок крайової задачi

𝐿3𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥)) := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)], (5)

де 𝐿3 — диференцiальний оператор, породжений диференцiальним виразом

𝑙3[𝑢(𝑡, 𝑥)] := 𝐷(1.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.2)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑎2(𝑡, 𝑥)𝐷

(1.1)𝑢(𝑡, 𝑥),

та крайовими умовами

𝐷(1.1)𝑢(𝑡, 𝑎) +𝑚1(𝑡)𝐷
(0.1)𝑢(𝑡, 𝑎) = 𝜙1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑏], (6)

𝑚2(𝑡)𝑢(𝑡, 0) +𝑚3(𝑡)𝐷
(0.1)𝑢(𝑡, 𝑎) = 𝜙2(𝑡), (7)
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𝑢(0, 𝑥) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑎], (8)

де𝐷(𝑘)𝑢(𝑡, 𝑥) : 𝐷 → 𝐷𝑘 ⊂ R, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1, 𝑟 = 1, 2; 𝑘1+𝑘2 < 2, 𝑓 : 𝐵 → R,
𝐵 = 𝐷 ×

∏︀
𝑘1,𝑘2

𝐷(𝑘1,𝑘2) ∈ R5. Заданi функцiї 𝑚1(𝑡),𝑚2(𝑡) ̸= 0, 𝑚3(𝑡), 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡) ∈

𝐶[0; 𝑏], 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐶1([0; 𝑎]), 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷), причому виконую-
ться умови узгодженостi

𝜙2(0)−𝑚3(0)𝑇
′(𝑎) = 𝑚2(0)𝑇 (0). (9)

Неважко показати, що крайова задача (5)—(9) еквiвалентна iнтегро-дифе-
ренцiальному рiвнянню

𝑢(𝑡, 𝑥) = Φ(𝑡, 𝑥) +

𝑥∫︁
0

𝑡∫︁
0

𝑎∫︁
𝜉

𝐹 [𝑢(𝜂, 𝜃)]𝐾(𝑡, 𝜉, 𝜂, 𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜂𝑑𝜉, (10)

де
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] := 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] +

[︀
𝐷(0.1)𝑎1(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝑎2(𝑡, 𝑥)

]︀
𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥),

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜉) := exp

⎛⎝ 𝑥∫︁
𝜉

𝑎2(𝜂, 𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
𝜂

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

⎞⎠ ,

Φ(𝑡, 𝑥) :=
1

𝑚2(𝑡)
[𝜙2(𝑡)−𝑚3(𝑡)𝜙3(𝑡)] +

𝑥∫︀
0

𝑇 ′(𝜉) exp

(︂
𝑡∫︀
0

𝑎1(𝜂, 𝜉)𝑑𝜂

)︂
𝑑𝜉+

+
𝑥∫︀
0

𝑡∫︀
0

𝜔(𝜂, 𝜉) exp

(︃
𝑡∫︀
𝜂

𝑎1(𝜏, 𝜉)𝑑𝜏

)︃
𝑑𝜂𝑑𝜉,

𝜔(𝑡, 𝑥) := [𝜙1(𝑡)− (𝑚1(𝑡) + 𝑎1(𝑡, 𝑎)𝜙3(𝑡))] exp

⎛⎝ 𝑥∫︁
𝑎

𝑎2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

⎞⎠ ,

𝜙3(𝑡) := 𝑇 ′(𝑎) exp

⎛⎝ 0∫︁
𝑡

𝑚1(𝜂)𝑑𝜂

⎞⎠+

𝑡∫︁
0

𝜙1(𝜂) exp

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝑡

𝑚1(𝜏)𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜂,

а функцiя 𝑓 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵).

Означення 1. Будемо говорити, що 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), якщо функцiя

𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] задовольняє наступним умовам [8,9]:

1) 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵),
2) в просторi функцiй 𝐶(𝐵1), 𝐵1 ⊂ R8, Пр𝑡𝑂𝑥𝐵1 = 𝐷 iснує така функцiя

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑢(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(1.0)𝑣(𝑡, 𝑥), 𝐷(0.1)𝑣(𝑡, 𝑥)) :=
𝐻[𝑢(𝑥, 𝑦); 𝑣(𝑥, 𝑦)],

що

(а) 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≡ 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)],
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(б) для довiльної з простору 𝐶(𝑘1,𝑘2)(𝐷) пари функцiй 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1,
якi задовольняють умовi 𝐷(𝑘1,𝑘2) [𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑣(𝑡, 𝑥)] ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0, 1,
𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, в областi 𝐵1 виконується
нерiвнiсть

𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣(𝑡, 𝑥);𝑢(𝑡, 𝑥)] ≥ 0, (11)

3) функцiя 𝐻[𝑢(𝑡, 𝑥); 𝑣(𝑡, 𝑥)] в областi 𝐵1 задовольняє умовi Лiпшиця, тоб-
то, для всяких з простору 𝐶*(𝐷) функцiй 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2, вико-
нується умова

|𝐻[𝑢1(𝑡, 𝑥);𝑢2(𝑡, 𝑥)]−𝐻[𝑣1(𝑡, 𝑥); 𝑣2(𝑡, 𝑥)]| ≤
1

6
𝐿

2∑︀
𝑟=1

(︀
|𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)|+

⃒⃒
𝐷(1.0)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐷(0.1)𝑤𝑟(𝑡, 𝑥)

⃒⃒)︀
,

де 𝑤𝑟(𝑡, 𝑥) := 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥)− 𝑣𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑟 = 1, 2,
1

6
𝐿 — стала Лiпшиця.

Очевидно, якщо функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶(𝐵) i має обмеженi частиннi похi-
днi першого порядку по всiх своїх аргументах, розпочинаючи з третього, то
𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*

2(𝐵) [5]. Обернене твердження несправедливе.
Нехай функцiї 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑘(𝐷) належать областi 𝐵1 i 𝑝 ∈ N0.
Введемо позначення:

𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷𝑘𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘𝑟 = 0, 1; 𝑟 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2, 𝑝 ∈ N0,

𝑓
𝑝
(𝑡, 𝑥) := 𝐻[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥);𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥)], 𝑓𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐻[𝑉 𝑝(𝑡, 𝑥);𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)],

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥) :=

𝑥∫︁
0

𝑓𝑝(𝑡, 𝜉)𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝐷(1.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0,

(12)

𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) є довiльними iз простору 𝐶(𝐷) функцiями, якi задовольняють
умови

0 ≤ 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 5, 0 ≤ 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 5,

𝑝 ∈ N0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘𝑟 = 0, 1; 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(13)

Побудуємо послiдовностi функцiй {𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)}, {𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)} згiдно формул

𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁), 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, (14)
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де функцiї нульового наближення 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷), якi належать
областi 𝐵1, вибираємо таким чином, щоб виконувалися нерiвностi

𝛼0(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽0(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷0, 𝑘1 = 0, 1; 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.
(15)

Означення 2. Функцiї 𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1.1)(𝐷), якi належать областi
𝐵1 i задовольняють крайовим умовам (6)—(8) та нерiвностям (15), називаю-
ться функцiями порiвняння задачi (5)—(9).

Iз (14) маємо

𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(1.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

Таким чином iз (12) та (14) одержимо

𝛼𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥) =

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥) =

𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝+1(𝑡, 𝑥),

(16)

𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝐷(1.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] +

𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1) [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

(17)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇

(︁
𝑓
𝑝
(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)

)︁
,

𝐷(1.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) + 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷
(0.1)𝑊𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥).

(18)

Вiдмiтимо, що в силу (13)

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉 0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

𝑘1 = 0, 1; 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,

тобто, якщо 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉0(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1, то 𝐷𝑘𝑍0(𝑡, 𝑥) та 𝐷𝑘𝑉 0(𝑡, 𝑥) також нале-
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жить областi 𝐵1. Iз (17) одержимо

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

𝑡∫︀
0

[𝛼𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥),

𝐷(0.1)[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] =

𝑡∫︀
0

[𝛽𝑝(𝜂, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝜂, 𝑥)] exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

[𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂 := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥),

(19)

звiдки при 𝑝 = 0, враховуючи (15), (13) та (11) одержимо

𝐷(0.1)[𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0, 𝐷(0.1)[𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0.

Iнтегруючи останнi нерiвностi по 𝑥 вiд 𝑥 до 𝑎 та враховуючи крайовi умови
(6)—(8), маємо

𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, 𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥) ≥ 0.

Але тодi iз (17) випливає, що

𝐷(1.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] =

𝛼0(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔0(𝑡, 𝑥) ≥ 0,

𝐷(1.1) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] =

𝛽0(𝑡, 𝑥)− 𝑎1(𝑡, 𝑥)𝐷(0.1) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] + 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔0(𝑡, 𝑥) ≤ 0,

а отже

𝐷(1.0) [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0, 𝐷(1.0) [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] ≥ 0.

Iз (18) враховуючи, що 𝑓 0
(𝑡, 𝑥)− 𝑓 0(𝑡, 𝑥) ≥ 0 при 𝑝 = 0 маємо

𝐷(𝑘1,𝑘2))𝑊1(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0, 𝑘1 = 0, 1; 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷.

Таким чином мають мiсце нерiвностi

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍0(𝑡, 𝑥),

а отже 𝐷𝑘𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝐷𝑘𝑉1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵1. Але тодi iз (16) при 𝑝 = 0 маємо

𝛼1(𝑡, 𝑥) = 𝜔0(𝑡, 𝑥)− 𝜔1(𝑡, 𝑥) =
𝑥∫︀
0

(𝑓
0
(𝑡, 𝜉)− 𝑓 1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

𝛽1(𝑡, 𝑥) =
𝑥∫︀
0

(𝑓 0(𝑡, 𝜉)− 𝑓1(𝑡, 𝜉))𝐾(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.
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Вибираючи довiльнi з простору 𝐶(𝐷) функцiї 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘0(𝑡, 𝑥), якi задоволь-
няють умовам (13) таким чином, щоб виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍0(𝑡, 𝑥)− 𝑍1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉0(𝑡, 𝑥)− 𝑉1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘0(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊0(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,

iз попереднiх рiвностей маємо 𝛼1(𝑡, 𝑥) ≥ 0, 𝛽1(𝑡, 𝑥) ≤ 0, тобто побудованi функцiї
𝑍1(𝑡, 𝑥), 𝑉1(𝑡, 𝑥) є також функцiями порiвняння крайової задачi (5)—(9).

Беручи функцiї 𝑍1(𝑡, 𝑥) та 𝑉1(𝑡, 𝑥) за вихiднi i повторюючи наведенi вище
мiркування методом математичної iндукцiї, переконуємось, що якщо на кожно-
му кроцi iтерацiї (14) неперервнi функцiї 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють
умовам (13), вибирати таким чином, щоб в областi 𝐵1 виконувались нерiвностi

𝐷𝑘 [𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≥ (≤)0,

𝐷𝑘 [𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)𝐷
𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)0,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘1 = 0, 1, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0),

(20)

то для довiльних 𝑝 ∈ N матимемо

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑝 ∈ N0.
(21)

Покажемо, що множина функцiй 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умовам
(13), (20), не порожня. Дiйсно, позначимо:

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︀
0

𝛼𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂,

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛽𝑝(𝑡, 𝑥) + 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝜔𝑝(𝑡, 𝑥),

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)
=

𝑡∫︀
0

𝛽𝑝,1(𝜂, 𝑥) exp

(︂
𝜂∫︀
𝑡

𝑎1(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜂,

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥) := 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥) +𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥),

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝑥) := −𝛽𝑝,1(𝑡, 𝑥) +𝐷(1.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥).

Лема 1. Нехай 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷), функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈
𝐶*

2(𝐵), а крайова задача (5)—(9) має функцiї порiвняння, то множина функцiй
𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), якi задовольняють умовам (13), (20), не порожня.

Доведення. Дiйсно, якщо вибрати

𝑞(0.1)𝑝 (𝑡, 𝑥) =
𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑞𝑝(𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑞(1.0)𝑝 (𝑡, 𝑥) =

𝑎∫︀
𝑥

𝛼𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,
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𝑐
(0.1)
𝑝 (𝑡, 𝑥) = −

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝑥)
, 𝑐𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

, 𝑐
(1.0)
𝑝 (𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

𝑎∫︀
𝑥

𝜌𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ N0,

то функцiї 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1, 𝑘1+𝑘2 < 2, задовольняють
умови (13), а

𝐷(0.1)[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥)]− 𝑞(0.1)𝑝 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝛼𝑝,2(𝑡, 𝑥)
[︁
1− 𝐷(0.1)𝑊𝑝(𝑡,𝑥)

𝜌𝑝,1(𝑡,𝑥)

]︁
≥ 0,

[𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥)] + 𝑐
(0.1)
𝑝 𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = −

𝑎∫︀
𝑥

𝛽𝑝,2(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉

⎡⎣1 + 𝑊𝑝(𝑡,𝑥)
𝑎∫︀
𝑥
𝜌𝑝,1(𝑡,𝜉)𝑑𝜉

⎤⎦ ≥ 0.

Аналогiчно можна переконатися у виконаннi усiх нерiвностей в (20).
Таким чином справедлива наступна

Теорема 1. Нехай функцiя 𝐹 [𝑢(𝑡, 𝑥)] ∈ 𝐶*
2(𝐵), 𝑎1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0.1)(𝐷), 𝑎2(𝑡, 𝑥) ∈

𝐶(𝐷) i крайова задача (5)—(9) має функцiї порiвняння.
Тодi для функцiй 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥), побудованих згiдно закону (14), (15), де

𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝐷) задовольняють в областi 𝐵1 умови (13), (20), спра-
ведливi нерiвностi (21) для всiх 𝑝 ∈ N0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

Покажемо, що послiдовностi функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
,
{︀
𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)

}︀
, побудова-

них згiдно закону (14), (15), (21), при iснуваннi функцiй порiвняння задачi
(5)—(9), збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 до єдиного розв’язку iнтегро–
диференцiального рiвняння (10). Враховуючи нерiвностi (21), для цього доста-
тньо показати, що lim

𝑝→∞
𝐷𝑘𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0 для ∀(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2), 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1,

𝑘1 + 𝑘2 < 2.
Позначимо:

𝑑 := max
𝑘1,𝑘2

sup
𝐷

⃒⃒
𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊0(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
, 𝑞 := max

𝑘1,𝑘2
sup
𝐷

(1− 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)− 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥)),

𝑐 := sup
𝐷

|𝑎1(𝑡, 𝑥)| , 𝐾 := sup
𝐷×𝐷

𝐾(𝑡, 𝑥; 𝜂, 𝜁)

𝛾 := max {1, 𝑎+ 𝑏, 𝑎(𝑎+ 𝑏), (𝑎+ 𝑏)(1 + 𝑎𝑏)} .

Тодi iз (18) методом математичної iндукцiї неважко переконатись у справедли-
востi оцiнок⃒⃒

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
≤

[𝑞𝐾𝐿𝛾(𝑎+ 𝑡− 𝑥)]𝑝

𝑝!
𝑑, 𝑘𝑖 = 0, 1, 𝑖 = 1, 2, 𝑘1 + 𝑘2 < 2,

для всiх(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ N.

(22)

Беручи до уваги оцiнки (22) маємо, що lim
𝑝→∞

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑊𝑝(𝑡, 𝑥) = 0, тобто

lim
𝑝→∞

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) = lim
𝑝→∞

𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) := 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥).
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Для того, щоб показати, що 𝑈𝑘1,𝑘2(𝑡, 𝑥) = 𝐷(𝑘1,𝑘2)𝑈(𝑡, 𝑥), де 𝑈(𝑡, 𝑥) є регулярним
розв’язком iнтегро–диференцiального рiвняння (10) достатньо в (14) перейти
до границi, коли 𝑝→∞ i результат продиференцiювати по 𝑡 𝑘1 раз, а по 𝑥 — 𝑘2
рази, 𝑘1+𝑘2 < 2. Знайдена гранична функцiя i буде розв’язком крайової задачi
(5)—(9).

Теорема 2. Нехай виконуються умови Теореми 1.
Тодi:

1) iнтегро–диференцiальне рiвняння (10) у класi функцiй 𝐶*(𝐷) має розв’я-
зок i вiн єдиний при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,

2) послiдовностi функцiй
{︀
𝑍𝑘

𝑝 (𝑡, 𝑥)
}︀
,
{︀
𝑉 𝑘
𝑝 (𝑡, 𝑥)

}︀
, побудованi згiдно закону

(14), (15), (21) збiгаються рiвномiрно при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 до єдиного розв’язку
рiвняння (10),

3) мають мiсце оцiнки (22),
4) для довiльних 𝑝 ∈ N0, 𝑘1, 𝑘2 = 0, 1, 𝑘1 + 𝑘2 < 2 та (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 справедливi

нерiвностi

𝐷𝑘𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑈(𝑡, 𝑥) ≤

(≥)𝐷𝑘𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ (≥)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑘1 = 0, 1, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2.

(23)

5) збiжнiсть iтерацiйного методу (14), (15), (21) не повiльнiша збiжностi
методу, коли 𝑞𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 та 𝑐𝑘𝑝(𝑡, 𝑥) ≡ 0 для всiх 𝑝 ∈ N0, тобто методу

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁), 𝑉 *

𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁) (24)

Доведення. Єдинiсть розв’язку рiвняння (10) доводиться методом вiд су-
противного [5]. Твердження пунктiв 2) та 3) даної Теореми 2 доведенi вище.

Доведемо справедливiсть нерiвностей (23).
Припустимо, що для деякого номера 𝑝 ∈ N у деякiй точцi (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐷 вико-

нується нерiвнiсть 𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0). Тодi для всякого 𝑛 ∈ N у силу
нерiвностей (21)

𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0) ≥ (≤)𝐷𝑘𝑍𝑝(𝑡0, 𝑥0) < (>)𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0),

𝑘1 = 0, 1, 𝑘2 = 1(𝑘2 = 0), 𝑘1 + 𝑘2 < 2,

а отже послiдовнiсть функцiй
{︀
𝐷𝑘𝑍𝑝+𝑛(𝑡0, 𝑥0)

}︀
при 𝑛→∞ не збiгається у точцi

(𝑡0, 𝑥0) до 𝐷𝑘𝑈(𝑡0, 𝑥0), що суперечить доведеному.
Аналогiчно доводяться iншi нерiвностi у (23).
Можна також показати, що збiжнiсть методу (14), (15), (21) не повiльнiша

збiжностi iтерацiйного методу (24).
Нехай 𝑍𝑝(𝑡, 𝑥) та 𝑉𝑝(𝑡, 𝑥) — функцiї порiвняння задачi (5)—(9), побудованi

згiдно деякого двостороннього методу. Тодi iз (14) та (24), враховуючи (11),
маємо

𝑍*
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑇𝑓𝑝

(𝜂, 𝜁) = 𝑇 [𝑓 𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝
(𝜂, 𝜁)] ≤ 0,

𝑉 *
𝑝+1(𝑡, 𝑥)− 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) = 𝑇 [𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)− 𝑓𝑝(𝜂, 𝜁)] ≥ 0.
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Тодi
𝑍*

𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑍𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉𝑝+1(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑉 *
𝑝+1(𝑡, 𝑥),

що i потрiбно було показати.

Зауваження 1. Оскiльки за наближений розв’язок приймається половина
суми верхньої та нижньої функцiй, тобто 𝑈̃𝑝(𝑡, 𝑥) := 1

2
[𝑍𝑝(𝑡, 𝑥)+𝑉𝑝(𝑡, 𝑥)], то,

беручи до уваги нерiвностi (23), одержуємо, що оцiнка похибки наближеного
розв’язку на р-ому кроцi iтерацiї буде у два рази менша оцiнки (22), тобто⃒⃒⃒

𝑈(𝑡, 𝑥)− 𝑈̃𝑝(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
≤

[𝑞𝐾𝐿𝛾(𝑎+ 𝑡− 𝑥)]𝑝

2𝑝!
.

Вiдмiтимо, що одержана оцiнка дає можливiсть знаходити похибку у
будь-якiй точцi областi 𝐷 або пiдобластi областi 𝐷, що є важливим при до-
слiдженнi реальних процесiв практики.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй працi
побудовано одну модифiкацiю двостороннього методу дослiдження та наближе-
ного розв’язання крайової задачi, що описує розподiл вологи у пористих середо-
вищах. Отримано достатнi умови iснування, єдиностi, регулярностi та знакоста-
лостi шуканого розв’язку. Доведено теореми про диференцiальнi нерiвностi та
отримано апостерiорну оцiнку похибки наближеного розв’язку крайової задачi.

Подальший науковий пошук може бути спрямований на дослiдження iнших
класiв крайових задач за допомогою побудованої модифiкацiї двостороннього
методу. Перспективними є також розробки нових модифiкацiй даного методу.
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ДВОЧЛЕННА АСИМПТОТИКА ЛОГАРИФМIЧНОЇ ПОХIДНОЇ
КАНОНIЧНОГО ДОБУТКУ З ПОКРАЩЕНИМ РОЗПОДIЛОМ

НУЛIВ

Дослiджено зв’язок мiж регулярнiстю зростання логарифмiчної похiдної цiлої фун-
кцiї скiнченного порядку та покращеним розподiлом її нулiв на додатному променi в
термiнах двочленної асимптотики. Зокрема, для цiлої функцiї 𝑓 порядку
𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, визначеної канонiчним добутком Вейєрштрасcа роду 𝑝, рiвномiрно
за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) встановлено асимптотичне спiввiдношення вигляду⃒⃒
𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)/𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)−𝐻(𝜙;Δ; 𝜌)𝑟𝜌−1 −𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1)𝑟

𝜌1−1
⃒⃒
sin(𝜙/2) = 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞,

за умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї її нулiв

𝑛(𝑡) = Δ𝑡𝜌 +Δ1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞,

де Δ ∈ (0;+∞), Δ1 ∈ R, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 < 𝑝 + 1, 𝐻(𝜙; Δ; 𝜌) ∈ 𝐿1(0; 2𝜋) i
𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1) ∈ 𝐿1(0; 2𝜋).

Ключовi слова: канонiчний добуток, логарифмiчна похiдна, двочленна асимптоти-
ка, цiла функцiя цiлком регулярного зростання, покращений розподiл нулiв.

1. Вступ. Нехай (𝜆𝑛)𝑛∈N — неспадна до +∞ послiдовнiсть додатних чисел,
𝑛(𝑡) =

∑︀
𝜆𝑛≤𝑡

1 — лiчильна функцiя [1: 10] послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N, 𝑝 — найменше

цiле невiд’ємне число, для якого
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝑝−1
𝑛 < +∞,

𝑓(𝑧) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑛

)︂
exp

(︃
𝑝∑︁

𝜈=1

𝑧𝜈

𝜈𝜆𝜈𝑛

)︃
, 𝑓(0) = 1, (1)

— цiла функцiя порядку 𝜌 ∈ (0;+∞), визначена [1: 25] канонiчним добутком
Вейєрштрасcа роду 𝑝 i 𝐹 (𝑧) := 𝑓 ′(𝑧)/𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ C∖[𝜆1; +∞), — логарифмiчна
похiдна функцiї 𝑓 .

Однiєю з важливих задач теорiї цiлих функцiй є дослiдження зв’язку мiж
регулярнiстю зростання функцiї та розподiлом її нулiв. В теорiях цiлих функцiй
цiлком регулярного зростання в розумiннi Левiна-Пфлюгера [1, 2] та цiлих фун-
кцiй покращеного регулярного зростання [3–14] подiбний зв’язок встановлено в
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термiнах одночленних асимптотичних спiввiдношень. Вiдповiднi результати ма-
ють численнi застосування в рiзних роздiлах математики та сумiжних науках
(див. [1, 2]).

Наприкiнцi 20 столiття в теорiї цiлих функцiй почав розвиватися напрямок
вивчення поводження основних характеристик цих функцiй в термiнах точнi-
ших багаточленних асимптотик. Зокрема, в роботах [15–19] було дослiджено
асимптотичну поведiнку цiлих функцiй цiлком регулярного зростання скiнчен-
ного порядку та асимптотичну поведiнку лiчильної функцiї їх нулiв в термiнах
двочленних та багаточленних асимптотик. У статтi [20] встановлено двочлен-
ну асимптотику цiлих функцiй скiнченного порядку з покращеним розподiлом
нулiв на додатному променi.

Нехай 𝑓 — цiла функцiя порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) цiлком регулярного зростання
в розумiннi Левiна-Пфлюгера [1: 95]. А. Гольдберг, М. Коренков та М. Строчик
[21–23] для таких функцiй знайшли асимптотичнi формули їх логарифмiчних
похiдних зовнi деяких виняткових множин. Зокрема, в роботах [21, 22] (див.
також [2: 95]) встановлено, що якщо 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N i послiдовнiсть додатних
чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌), 𝑡→ +∞, ∆ ∈ [0; +∞), (2)

то для цiлої функцiї 𝑓 нецiлого порядку 𝜌 ∈ (0;+∞), визначеної канонiчним
добутком (1) роду 𝑝 = [𝜌] (тут [𝜌] — цiла частина числа 𝜌 > 0), для кожного
𝛿 > 0 рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿] виконується

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝜋𝜌𝑖𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 + 𝑜(𝑟𝜌−1), 𝑟 → +∞.

Крiм цього, якщо умова (2) виконується з 𝜌 ∈ N, то для цiлої функцiї (1)
рiвномiрно за 𝜙 ∈ [𝛿; 2𝜋 − 𝛿], 𝛿 > 0, справджується спiввiдношення [21, 22]

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) = Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) + 𝑜(𝑟𝜌−1), 𝑟 → +∞,

де

Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) =

⎧⎨⎩𝑟
𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +∆𝜌𝑖(𝜙− 𝜋)𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙𝑟𝜌−1, 𝑝 = 𝜌,

0, 𝑝 = 𝜌− 1.

Аналогiчнi асимптотичнi формули для логарифмiчної похiдної цiлої функцiї
нульового порядку з вiд’ємними нулями отримано в [24].

В роботах [3–14, 20] вивчались точнiшi асимптотики цiлої функцiї (1) по-
кращеного регулярного зростання порядку 𝜌 ∈ (0;+∞) та лiчильної функцiї
𝑛(𝑡) її нулiв. Зокрема [8, 9], якщо для деякого 𝜌1 ∈ (0; 𝜌) виконується умова
𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌1), 𝑡 → +∞, ∆ ∈ [0; +∞), то для цiлої функцiї (1) порядку
𝜌 ∈ (0;+∞), при 𝑟 → +∞ виконуються асимптотичнi спiввiдношення

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝜋𝜌𝑖𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 +

𝑜(𝑟𝜌1−1)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ ([𝜌]; 𝜌),

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) = Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) +
𝑜(𝑟𝜌1−1)

sin(𝜙/2)
, 𝜌 ∈ N, 𝜌1 ∈ (𝜌− 1; 𝜌),
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рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋), де функцiя Ω(𝑟𝑒𝑖𝜙) визначена вище.
Проте, згаданi вище результати отриманi для одночленних асимптотик ло-

гарифмiчних похiдних цiлих функцiй цiлком регулярного зростання [21–24] та
цiлих функцiй покращеного регулярного зростання [8, 9]. З огляду на це, акту-
альною є задача про дослiдження двочленної асимптотики логарифмiчної по-
хiдної цiлої функцiї покращеного регулярного зростання, що передбачає отри-
мання тонших асимптотичних оцiнок в порiвняннi з цiлими функцiями цiлком
регулярного зростання.

Метою статтi є дослiдження зв’язку мiж регулярнiстю зростання логари-
фмiчної похiдної канонiчного добутку Вейєрштрасса (1) скiнченного порядку
та покращеним розподiлом його нулiв на променi (див. умову (3)) у термiнах
двочленної асимптотики, що зумовлює необхiднiсть розв’язання таких задач:
отримання нових рiвномiрних (та зовнi деякої малої виняткової множини) асим-
птотичних оцiнок логарифмiчної похiдної канонiчного добутку (1) в термiнах
двочленних спiввiдношень; встановлення нових двочленних асимптотичних рiв-
ностей для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв; вивчення зв’язку мiж по-
кращеним регулярним зростанням на деяких колах логарифмiчної похiдної ка-
нонiчного добутку (1) нецiлого порядку та покращеним розподiлом його нулiв
на променi в термiнах двочленних асимптотик.

2. Основнi результати. Основнi результати даної статтi мiстяться в на-
ступних твердженнях.

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ (0;+∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 <
𝜌 < 𝑝+ 1 i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞. (3)

Тодi для канонiчного добутку (1) при 𝑟 → +∞ виконується⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)− ∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 − ∆1𝜋𝜌1

sin 𝜋𝜌1
𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2−1),

(4)
рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋).

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋). Оскiльки ([21: 19; 22: 364])

𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑝

⎧⎨⎩𝑝𝑧
+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑝+1(𝑧 − 𝑡)2
− (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑝(𝑧 − 𝑡)2

⎫⎬⎭ ,

то

𝑆 := 𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)+ 𝑟𝑝𝑒𝑖𝑝𝜙

⎧⎨⎩−𝑝𝑟𝑒𝑖𝜙
+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

= 𝑧𝑝

⎧⎨⎩𝑝𝑧
+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡− (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ . (5)
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Враховуючи (3), для як завгодно малого 𝜀 > 0 i всiх 𝑁 > 𝑁(𝜀), подiбно як в
[1: 81–82; 2: 67–69; 22: 365], отримуємо

|𝑆| ≤ 𝑝𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)𝑟𝑝

+∞∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 <

< 𝑝𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)𝑟𝑝

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+

+𝜀𝑝𝑟𝑝+1

+∞∫︁
0

𝑡𝜌2−𝑝−1

|𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ 𝜀(𝑝+ 1)𝑟𝑝

+∞∫︁
0

𝑡𝜌2−𝑝

|𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 :=

= 𝐽1(𝑟, 𝜙) + 𝐽2(𝑟, 𝜙) + 𝐽3(𝑟, 𝜙) + 𝐽4(𝑟, 𝜙). (6)

Тодi ([1: 82; 2: 68; 21, 22])
𝐽1(𝑟, 𝜙) + 𝐽2(𝑟, 𝜙) =

= 𝑝𝑟𝑝+1

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)𝑟𝑝

𝑁∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1|

𝑡𝑝 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 =

= 𝑂(𝑟𝑝−1) = 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞, (7)

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]. Позаяк [25: 126, 331]

+∞∫︁
0

𝑥𝜇

𝑥2 + 2𝑥 cos𝜙+ 1
𝑑𝑥 =

𝜋 sin(𝜇𝜙)

sin𝜙 sin(𝜇𝜋)
, 0 < |𝜙| < 𝜋, 𝜇 ∈ (−1; 1),

то, зробивши замiну 𝑡 = 𝑢𝑟, одержимо

𝐽3(𝑟, 𝜙) + 𝐽4(𝑟, 𝜙) = 𝜀𝑝𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1

|𝑒𝑖𝜙 − 𝑢|2
𝑑𝑢+ 𝜀(𝑝+ 1)𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝

|𝑒𝑖𝜙 − 𝑢|2
𝑑𝑢 =

= 𝜀𝑝𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝−1

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢+ 𝜀(𝑝+ 1)𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
0

𝑢𝜌2−𝑝

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢 <

< 𝜀𝑐(𝜌2)
𝑟𝜌2−1

sin(𝜙/2)
, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋), (8)

де 𝑐(𝜌2) — стала, яка залежить вiд 𝜌2. Крiм того, ([1: 82; 2: 95; 21: 20; 22: 364])

𝑟𝑝𝑒𝑖𝑝𝜙

⎧⎨⎩−𝑝𝑟𝑒𝑖𝜙
+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+ (𝑝+ 1)

+∞∫︁
0

∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1

𝑡𝑝(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

= −𝑝∆𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑝+1)𝜙

+∞∫︁
0

𝑢𝜌−𝑝−1

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢+ (𝑝+ 1)∆𝑟𝜌−1𝑒𝑖𝑝𝜙

+∞∫︁
0

𝑢𝜌−𝑝

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢−
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−𝑝∆1𝑟
𝜌1−1𝑒𝑖(𝑝+1)𝜙

+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝑝−1

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢+ (𝑝+ 1)∆1𝑟

𝜌1−1𝑒𝑖𝑝𝜙
+∞∫︁
0

𝑢𝜌1−𝑝

(𝑒𝑖𝜙 − 𝑢)2
𝑑𝑢 =

= − ∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 − ∆1𝜋𝜌1

sin 𝜋𝜌1
𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1. (9)

Отже, з (5)–(9) випливає (4). Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теореми 1, то для кожного
𝛾 ∈ (0; 𝜌1 − 𝜌2) маємо

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) =
∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1 +

∆1𝜋𝜌1
sin 𝜋𝜌1

𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1 + 𝑜(𝑟𝜌2−1+𝛾),

𝐸𝛾 ̸∋ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 →∞,

де 𝐸𝛾 = {𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 : |𝜙| < 𝑟−𝛾} i 𝜙 ∈ (0; 2𝜋).

Наступний приклад вказує в деякiй мiрi на точнiсть теореми 1.

Приклад 1. Нехай 𝑓(𝑧) = cos
√
𝑧. Функцiя 𝑓 є цiлою функцiєю порядку

𝜌 = 1/2 з нулями 𝜆𝑛 = (𝜋𝑛+ 𝜋/2)2, 𝑛 ∈ Z. Згiдно з теоремою Адамара-Бореля
[1: 26]

cos
√
𝑧 =

∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑧

((2𝑛− 1)𝜋/2)2

)︂
.

Для заданого 𝑡 ≥ 𝜆1 знайдеться 𝑛, для якого 𝜆𝑛 ≤ 𝑡 < 𝜆𝑛+1. Тодi

𝑛(𝑡) = 𝑛 =
√︀
𝜆𝑛/𝜋 − 1/2 ≤

√
𝑡/𝜋 − 1/2,

i
𝑛(𝑡) = 𝑛+ 1− 1 =

√︀
𝜆𝑛+1/𝜋 − 3/2 >

√
𝑡/𝜋 − 3/2.

Тому 𝑛(𝑡) =
√
𝑡/𝜋 + 𝑂(1), 𝑡 → +∞. Отже, умова (3) виконується для

будь-якого 𝜌2 ∈ (0; 1/2) з ∆ = 1/𝜋, 𝜌 = 1/2 i ∆1 = 0. Оскiльки

𝐹 (𝑧) = −tg
√
𝑧

2
√
𝑧
, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋),

|𝑖− tg
√
𝑧|

2
√
𝑟

=
1

√
𝑟
√︁

1 + 2𝑒2
√
𝑟 sin 𝜙

2 cos
(︀
2
√
𝑟 sin 𝜙

2

)︀
+ 𝑒4

√
𝑟 sin 𝜙

2

,

(︁
𝑒2

√
𝑟 sin 𝜙

2 − 1
)︁2
≤ 1 + 2𝑒2

√
𝑟 sin 𝜙

2 cos
(︁
2
√
𝑟 sin

𝜙

2

)︁
+ 𝑒4

√
𝑟 sin 𝜙

2 ≤
(︁
𝑒2

√
𝑟 sin 𝜙

2 + 1
)︁2
,

𝑒𝑥 > 1 + 𝑥, 𝑥 > 0,

то

0 <
𝑟𝜌2−1

𝑒2
√
𝑟 sin 𝜙

2 + 1
<

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙) +

𝑖

2
√
𝑟𝑒𝑖𝜙

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑟−1/2

𝑒2
√
𝑟 sin 𝜙

2 − 1
<

𝑟𝜌2−1

2 sin 𝜙
2

.
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Теорема 2. Нехай ∆ ∈ (0;+∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ N, 𝜌− 1 < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 i послi-
довнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (3). Тодi для канонiчного
добутку (1) рiвномiрно за 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) виконується⃒⃒

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)−Θ(𝑟𝑒𝑖𝜙)
⃒⃒
sin

𝜙

2
= 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞, (10)

де

Θ(𝑟𝑒𝑖𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

∑︀
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 +∆𝜌𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙+

+∆1𝜌1𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌1−1𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙, 𝑝 = 𝜌,

∆1𝜌1𝑟
𝜌1−1

(︁
𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

𝜌1−𝜌
+ 𝑖(𝜙− 𝜋)𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙

)︁
, 𝑝 = 𝜌− 1.

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) i 𝑝 = 𝜌. Оскiльки ([21: 21; 22: 370])

𝐹 (𝑧) = 𝑧𝜌−1
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 −

𝑛(𝑟)

𝑟

(︁𝑧
𝑟

)︁𝜌−1

−

−𝑧𝜌−1

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑧

𝑡𝜌(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡− 𝑧𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)
(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑧
𝑡𝜌+1(𝑧 − 𝑡)2

𝑑𝑡,

то
𝑆 := 𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)− 𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 + (∆𝑟𝜌−1 +∆1𝑟

𝜌1−1)𝑒𝑖𝜙(𝜌−1)+

+𝑟𝜌−1𝑒𝑖𝜙(𝜌−1)

𝑟∫︁
0

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+

+𝑟𝜌𝑒𝑖𝜙𝜌
+∞∫︁
𝑟

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)

(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡 = −𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1

𝑟

(︁𝑧
𝑟

)︁𝜌−1

−

−𝑧𝜌−1

𝑟∫︁
0

(𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑧

𝑡𝜌(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡−

−𝑧𝜌
+∞∫︁
𝑟

(𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1)

(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑧
𝑡𝜌+1(𝑧 − 𝑡)2

𝑑𝑡. (11)

Враховуючи (3), подiбно як при доведеннi теореми 1, отримуємо

⃒⃒⃒
𝑆
⃒⃒⃒
≤ 1

𝑟
|𝑛(𝑟)−∆𝑟𝜌 −∆1𝑟

𝜌1|+ 𝑟𝜌−1

𝑟∫︁
0

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1| 𝜌𝑡+ (𝜌− 1)𝑟

𝑡𝜌 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡+

+𝑟𝜌
+∞∫︁
𝑟

|𝑛(𝑡)−∆𝑡𝜌 −∆1𝑡
𝜌1| (𝜌+ 1)𝑡+ 𝜌𝑟

𝑡𝜌+1 |𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡|2
𝑑𝑡 <
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< 𝜀𝑟𝜌2−1 + 𝜀𝑟𝜌2−1

1∫︁
0

𝑢𝜌2−𝜌 𝜌𝑢+ (𝜌− 1)

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢+

+𝜀𝑟𝜌2−1

+∞∫︁
1

𝑢𝜌2−𝜌−1 (𝜌+ 1)𝑢+ 𝜌

𝑢2 − 2𝑢 cos𝜙+ 1
𝑑𝑢 ≤ 𝑜(𝑟𝜌2−1)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞. (12)

Крiм того, ([21: 21; 22: 371])

𝑟𝜌−1𝑒𝑖𝜙(𝜌−1)

𝑟∫︁
0

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+

+𝑟𝜌𝑒𝑖𝜙𝜌
+∞∫︁
𝑟

(∆𝑡𝜌 +∆1𝑡
𝜌1)

(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑟𝑒𝑖𝜙

𝑡𝜌+1(𝑟𝑒𝑖𝜙 − 𝑡)2
𝑑𝑡+ (∆𝑟𝜌−1 +∆1𝑟

𝜌1−1)𝑒𝑖𝜙(𝜌−1) =

= −∆𝜌𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙 −∆1𝜌1𝑖(𝜙− 𝜋)𝑟𝜌1−1𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙. (13)

Таким чином, з (11)–(13) отримуємо (10). Нехай тепер 𝑝 = 𝜌 − 1. Тодi ([21: 21;
22: 373])

𝐹 (𝑧) = −𝑧𝜌−1
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 −

𝑛(𝑟)

𝑟

(︁𝑧
𝑟

)︁𝜌−1

−

−𝑧𝜌−1

𝑟∫︁
0

𝑛(𝑡)
𝜌𝑡− (𝜌− 1)𝑧

𝑡𝜌(𝑧 − 𝑡)2
𝑑𝑡− 𝑧𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑛(𝑡)
(𝜌+ 1)𝑡− 𝜌𝑧
𝑡𝜌+1(𝑧 − 𝑡)2

𝑑𝑡.

Оскiльки в даному випадку
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−𝜌
𝑛 < +∞, то (див. [5; 7–10; 20])

𝑛(𝑡) = ∆1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2), 𝑡→ +∞.

Тому

−𝑧𝜌−1
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

𝜆−𝜌
𝑛 = −𝑧𝜌−1

+∞∫︁
𝑟

𝑑𝑛(𝑡)

𝑡𝜌
= −𝑧𝜌−1

⎛⎝𝑡−𝜌𝑛(𝑡)
⃒⃒+∞
𝑟

+ 𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =

= 𝑧𝜌−1𝑛(𝑟)

𝑟𝜌
− 𝜌𝑧𝜌−1

+∞∫︁
𝑟

𝑡−𝜌−1𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝑧𝜌−1(∆1𝑟
𝜌1−𝜌 + 𝑜(𝑟𝜌2−𝜌))− 𝜌𝑧𝜌−1

+∞∫︁
𝑟

(∆1𝑡
𝜌1−𝜌−1 + 𝑜(𝑡𝜌2−𝜌−1))𝑑𝑡 =

=
∆1𝜌1
𝜌1 − 𝜌

𝑟𝜌1−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙 +
𝑜(𝑟𝜌2−1)

sin(𝜙/2)
, 𝑟 → +∞.

Отже, як i вище виконується (10). Теорему 2 доведено.
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Зауваження 1. Теореми 1–2 можна узагальнити на випадок цiлих фун-
кцiй додатного порядку з нулями на скiнченнiй системi променiв.

Теорема 3. Нехай ∆ ∈ (0;+∞), ∆1 ∈ R, 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N, 𝜌1 ∈ (0; 𝜌),
𝜌2 ∈ (0; 𝜌1) i для канонiчного добутку (1) iснує така послiдовнiсть (𝑟𝑘),
0 < 𝑟𝑘 ↑ +∞, що

𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟
𝜌
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ), 𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘 = 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ), 𝑘 → +∞, (14)

i

𝐹 (𝑟𝑘𝑒
𝑖𝜙) =

∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙𝑟𝜌−1

𝑘 +
∆1𝜋𝜌1
sin 𝜋𝜌1

𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒𝑖(𝜌1−1)𝜙𝑟𝜌1−1
𝑘 +𝑜(𝑟𝜌2−1

𝑘 ), 𝑘 → +∞,

рiвномiрно за 𝜙 ∈ [0; 2𝜋]. Тодi виконується (3).

Доведення. Оскiльки [26: 1011]

𝑛(𝑟) =
𝑟

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜙)𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙, 𝑟 = 𝑟𝑘 ̸= 𝜆𝑛,

то при 𝑘 → +∞

𝑛(𝑟𝑘) =
𝑟𝑘
2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝐹 (𝑟𝑘𝑒
𝑖𝜙)𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙 =

=
𝑟𝑘
2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︂
∆𝜋𝜌

sin 𝜋𝜌
𝑒−𝑖𝜋𝜌𝑒(𝜌−1)𝜙𝑖𝑟𝜌−1

𝑘 +
∆1𝜋𝜌1
sin 𝜋𝜌1

𝑒−𝑖𝜋𝜌1𝑒(𝜌1−1)𝜙𝑖𝑟𝜌1−1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2−1

𝑘 )

)︂
𝑒𝑖𝜙𝑑𝜙 =

=
∆𝜌𝑟𝜌𝑘
2 sin𝜋𝜌

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖𝜌(𝜙−𝜋)𝑑𝜙+
∆1𝜌1𝑟

𝜌1
𝑘

2 sin𝜋𝜌1

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖𝜌1(𝜙−𝜋)𝑑𝜙+ 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) =

=
∆𝑟𝜌𝑘
sin 𝜋𝜌

𝑒𝑖𝜋𝜌 − 𝑒−𝑖𝜋𝜌

2𝑖
+

∆1𝑟
𝜌1
𝑘

sin 𝜋𝜌1

𝑒𝑖𝜋𝜌1 − 𝑒−𝑖𝜋𝜌1

2𝑖
+ 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) = ∆𝑟𝜌𝑘 +∆1𝑟

𝜌1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ).

Для кожного 𝑟 > 𝑟1 iснує 𝑘 таке, що 𝑟𝑘 ≤ 𝑟 < 𝑟𝑘+1. Оскiльки 𝑛(𝑟) є неспадною
функцiєю, то за умовою (14), при 𝑟 → +∞ отримуємо

𝑛(𝑟) ≤ 𝑛(𝑟𝑘+1) = ∆𝑟𝜌𝑘+1 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘+1) =

= ∆
(︀
𝑟𝜌𝑘+1 − 𝑟

𝜌
𝑘

)︀
+∆𝑟𝜌𝑘 +∆1

(︀
𝑟𝜌1𝑘+1 − 𝑟

𝜌1
𝑘

)︀
+∆1𝑟

𝜌1
𝑘 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘+1

𝑟𝑘

)︂𝜌2

𝑟𝜌2𝑘

)︂
=

= ∆𝑟𝜌𝑘 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) ≤ ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2).

З iншого боку, за умови (14), при 𝑟 → +∞

𝑛(𝑟) ≥ 𝑛(𝑟𝑘) = ∆𝑟𝜌𝑘 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘 ) =

= ∆
(︀
𝑟𝜌𝑘 − 𝑟

𝜌
𝑘+1

)︀
+∆𝑟𝜌𝑘+1 +∆1

(︀
𝑟𝜌1𝑘 − 𝑟

𝜌1
𝑘+1

)︀
+∆1𝑟

𝜌1
𝑘+1 + 𝑜

(︂(︂
𝑟𝑘
𝑟𝑘+1

)︂𝜌2

𝑟𝜌2𝑘+1

)︂
≥

≥ ∆𝑟𝜌𝑘+1 +∆1𝑟
𝜌1
𝑘+1 + 𝑜(𝑟𝜌2𝑘+1) ≥ ∆𝑟𝜌 +∆1𝑟

𝜌1 + 𝑜(𝑟𝜌2).

З обох останнiх нерiвностей випливає (3). Теорему 3 доведено.
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3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi
знайдено новi двочленнi асимптотичнi формули для логарифмiчної похiдної цi-
лої функцiї скiнченного порядку, визначеної канонiчним добутком Вейєрштра-
сcа, за умови покращеної двочленної асимптотики лiчильної функцiї її нулiв
на додатному променi (див. теореми 1 i 2). Крiм того, вивчено зв’язок мiж по-
кращеним регулярним зростанням на деякiй послiдовностi кiл логарифмiчної
похiдної канонiчного добутку нецiлого порядку та покращеним розподiлом його
нулiв на променi в термiнах двочленної асимптотики (теорема 3).

Отриманi результати доповнюють результати робiт [3–24]. Вони можуть бу-
ти використанi для вивчення асимптотичної поведiнки похiдних вiд логарифмi-
чної похiдної цiлих функцiй покращеного регулярного зростання, а також при
дослiдженнi базисiв i розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач в просторах
аналiтичних функцiй [1, 2].

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.
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Khats’ R. V., Yarmoshyk V. P. The two-term asymptotics of the logarithmic
derivative of a canonical product with improved distribution of zeros.

We investigate the connection between the regularity of the growth of the logarithmic
derivative of an entire function of finite order and the improved distribution of its zeros on
a positive ray in terms of the two-term asymptotics. In particular, for an entire function
𝑓 of order 𝜌 ∈ (0;+∞)∖N defined by the Weierstrass canonical product of genus 𝑝, the
asymptotic relation of the form⃒⃒
𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)/𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)−𝐻(𝜙;Δ; 𝜌)𝑟𝜌−1 −𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1)𝑟

𝜌1−1
⃒⃒
sin(𝜙/2) = 𝑜(𝑟𝜌2−1), 𝑟 → +∞,

holds uniformly in 𝜙 ∈ (0; 2𝜋) under the improved two-term asymptotics of a counting
function of its zeros

𝑛(𝑡) = Δ𝑡𝜌 +Δ1𝑡
𝜌1 + 𝑜(𝑡𝜌2),

as 𝑡 → +∞, where Δ ∈ (0;+∞), Δ1 ∈ R, 𝑝 = [𝜌] < 𝜌2 < 𝜌1 < 𝜌 < 𝑝 + 1, 𝐻(𝜙; Δ; 𝜌) ∈
𝐿1(0; 2𝜋) and 𝐻1(𝜙; Δ1; 𝜌1) ∈ 𝐿1(0; 2𝜋).

Keywords: canonical product, logarithmic derivative, two-term asymptotics, entire func-
tion of completely regular growth, improved distribution of zeros.
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MONOID

We show that if a subsemigroup 𝑆 of the bicyclic monoid C(𝑝, 𝑞) contains infinitely
many idempotents, then 𝑆 admits only the discrete Hausdorff shift-continuous topology.
Also we proof that every right-continuous (left-continuous) Hausdorff Baire topology on
the upper subsemigroup C+(𝑎, 𝑏) (down subsemigroup (C−(𝑎, 𝑏)) of C(𝑝, 𝑞) is discrete and
the same statement holds for the bicyclic monoid.

Keywords: bicyclic monoid, semitopological semigroup, left topological semigroup, right
topological semigroup, Baire space, discrete.

1. Introduction.
In this paper we shall follow the terminology of [2,3,5,6,10,15,20]. By 𝜔 and N we

denote the set of non-negative integers and the set of positive integers, respectively.
A semigroup 𝑆 is called inverse if for any element 𝑥 ∈ 𝑆 there exists a unique

𝑥−1 ∈ 𝑆 such that 𝑥𝑥−1𝑥 = 𝑥 and 𝑥−1𝑥𝑥−1 = 𝑥−1. The element 𝑥−1 is called the
inverse of 𝑥 ∈ 𝑆. If 𝑆 is an inverse semigroup, then the function inv : 𝑆 → 𝑆 which
assigns to every element 𝑥 of 𝑆 its inverse element 𝑥−1 is called the inversion. On an
inverse semigroup 𝑆 the semigroup operation determines the following partial order
≼: 𝑠 ≼ 𝑡 if and only if there exists 𝑒 ∈ 𝐸(𝑆) such that 𝑠 = 𝑡𝑒. This partial order is
called the natural partial order on 𝑆.

Definition 1. Let 𝑋, 𝑌 and 𝑍 be topological spaces. A map 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍,
(𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑓(𝑥, 𝑦), is called

(𝑖) right ( left) continuous if it is continuous in the right (left) variable; i.e., for
every fixed 𝑥0 ∈ 𝑋 (𝑦0 ∈ 𝑌 ) the map 𝑌 → 𝑍, 𝑦 ↦→ 𝑓(𝑥0, 𝑦) (𝑋 → 𝑍, 𝑥 ↦→
𝑓(𝑥, 𝑦0)) is continuous;

(𝑖𝑖) separately continuous if it is both left and right continuous;
(𝑖𝑖𝑖) jointly continuous if it is continuous as a map between the product space 𝑋×𝑌

and the space 𝑍.

Definition 2 ( [2, 20]). Let 𝑆 be a non-void topological space which is provided
with an associative multiplication (a semigroup operation) 𝜇 : 𝑆 × 𝑆 → 𝑆, (𝑥, 𝑦) ↦→
𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦. Then the pair (𝑆, 𝜇) is called

(𝑖) a right topological semigroup if the map 𝜇 is right continuous, i.e., all interior
left shifts 𝜆𝑠 : 𝑆 → 𝑆, 𝑥 ↦→ 𝑠𝑥, are continuous maps, 𝑠 ∈ 𝑆;
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(𝑖𝑖) a left topological semigroup if the map 𝜇 is left continuous, i.e., all interior
right shifts 𝜌𝑠 : 𝑆 → 𝑆, 𝑥 ↦→ 𝑥𝑠, are continuous maps, 𝑠 ∈ 𝑆;

(𝑖𝑖𝑖) a semitopological semigroup if the map 𝜇 is separately continuous;
(𝑖𝑣) a topological semigroup if the map 𝜇 is jointly continuous.

We usually omit the reference to 𝜇 and write simply 𝑆 instead of (𝑆, 𝜇). It goes
without saying that every topological semigroup is also semitopological and every
semitopological semigroup is both a right and left topological semigroup.

A topology 𝜏 on a semigroup 𝑆 is called:

• a semigroup topology if (𝑆, 𝜏) is a topological semigroup;
• an inverse semigroup topology if (𝑆, 𝜏) is an inverse topological semigroup with
continuous inversion;

• a shift-continuous topology if (𝑆, 𝜏) is a semitopological semigroup;
• a left-continuous topology if (𝑆, 𝜏) is a left topological semigroup;
• a right-continuous topology if (𝑆, 𝜏) is a right topological semigroup.

The bicyclic monoid C(𝑝, 𝑞) is the semigroup with the identity 1 generated by two
elements 𝑝 and 𝑞 subjected only to the condition 𝑝𝑞 = 1. The semigroup operation
on C(𝑝, 𝑞) is determined as follows:

𝑞𝑘𝑝𝑙 · 𝑞𝑚𝑝𝑛 =

⎧⎨⎩
𝑞𝑘−𝑙+𝑚𝑝𝑛, if 𝑙 < 𝑚;
𝑞𝑘𝑝𝑛, if 𝑙 = 𝑚;
𝑞𝑘𝑝𝑙−𝑚+𝑛, if 𝑙 > 𝑚.

It is well known that the bicyclic monoid C(𝑝, 𝑞) is a bisimple (and hence sim-
ple) combinatorial 𝐸-unitary inverse semigroup and every non-trivial congruence on
C(𝑝, 𝑞) is a group congruence [5].

It is well known that topological algebra studies the influence of topological
properties of its objects on their algebraic properties and the influence of algebraic
properties of its objects on their topological properties. There are two main problems
in topological algebra: the problem of non-discrete topologization and the problem
of embedding into objects with some topological-algebraic properties.

In mathematical literature the question about non-discrete (Hausdorff) topolo-
gization of groups was posed by Markov [17]. Pontryagin gave well known conditions
a base at the unity of a group for its non-discrete topologization (see Theorem 3.9
of [18]). In [19] Ol’shanskiy constructed an infinite countable group 𝐺 such that
every Hausdorff group topology on 𝐺 is discrete. Taimanov presented in [21] a com-
mutative semigroup T which admits only discrete Hausdorff semigroup topology and
gave in [22] sufficient conditions on a commutative semigroup to have a non-discrete
semigroup topology. In [11] it is proved that each 𝑇1-topology with continuous shifts
on T is discrete. The bicyclic monoid admits only the discrete semigroup Hausdorff
topology [9]. Bertman and West in [1] extended this result for the case of Hausdorff
semitopological semigroups.

In the paper [4] we construct two non-discrete inverse semigroup 𝑇1-topologies
and a compact inverse shift-continuous 𝑇1-topology on the bicyclic monoid C(𝑝, 𝑞).
Also we give conditions on a 𝑇1-topology 𝜏 on C(𝑝, 𝑞) to be discrete. In particular,
we show that if 𝜏 is an inverse semigroup 𝑇1-topology on C(𝑝, 𝑞) which satisfies one
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of the following conditions: 𝜏 is Baire, 𝜏 is quasi-regular or 𝜏 is semiregular, then 𝜏
is discrete.

Subsemigroups of then bicyclic monoid were studied in [7, 8, 16]. In [16] the
following anti-isomorphic subsemigroups of the bicyclic monoid

C+(𝑎, 𝑏) =
{︀
𝑏𝑖𝑎𝑗 ∈ C(𝑎, 𝑏) : 𝑖 ⩽ 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔

}︀
and

C−(𝑎, 𝑏) =
{︀
𝑏𝑖𝑎𝑗 ∈ C(𝑎, 𝑏) : 𝑖 ⩾ 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔

}︀
are studied. In the paper [12] topologizations of the semigroups C+(𝑎, 𝑏) and C−(𝑎, 𝑏)
are studied. In particular in [12] it proved that every Hausdorff left-continuous
(right-continuous) topology on C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) is discrete and there exists a com-
pact Hausdorff topological monoid 𝑆 which contains C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) as a sub-
monoid. Also, a non-discrete right-continuous (left-continuous) topology 𝜏 𝑝+ (𝜏 𝑝−)
on the semigroup C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) which is not left-continuous (right-continuous)
is constructed. In [13] is proved that the monoid C+(𝑎, 𝑏) (resp., C−(𝑎, 𝑏)) con-
tains a family {𝑆𝛼 : 𝛼 ∈ c} of continuum many subsemigroups with the following
properties: (𝑖) every left-continuous (resp., right-continuous) Hausdorff topology
on 𝑆𝛼 is discrete; (𝑖𝑖) every semigroup 𝑆𝛼 admits a non-discrete right-continuous
(resp., left-continuous) Hausdorff topology which is not left-continuous (resp., right-
continuous).

In this paper we show that if a subsemigroup 𝑆 of the bicyclic monoid C(𝑝, 𝑞) con-
tains infinitely many idempotents, then 𝑆 admits only the discrete Hausdorff shift-
continuous topology. Also we proof that every right-continuous (left-continuous)
Hausdorff Baire topology on the semigroup C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) is discrete and the
same statement holds for the bicyclic monoid.

2. Main results.

Theorem 1. Let 𝑆 be a subsemigroup of the bicyclic semigroup C(𝑝, 𝑞). If 𝑆
contains infinitely many idempotents, then every shift-continuous Hausdorff topology
on 𝑆 is discrete.

Proof. Without loss of generality we may assume that the semigroup 𝑆 is
infinite.

Fix an arbitrary element 𝑏𝑖𝑎𝑗 of 𝑆. Since the set 𝐸(𝑆) is infinite, there exists a
positive integer 𝑖0 such that 𝑖0 ⩾ max{𝑖, 𝑗}+ 1. Then the equalities

𝑏𝑖0𝑎𝑖0 · 𝑏𝑘𝑎𝑙 =
{︂
𝑏𝑘𝑎𝑙, if 𝑖0 ⩽ 𝑘;
𝑏𝑖0𝑎𝑖0−𝑘+𝑙, if 𝑖0 > 𝑘

and
𝑏𝑘𝑎𝑙 · 𝑏𝑖0𝑎𝑖0 =

{︂
𝑏𝑘𝑎𝑙, if 𝑖0 ⩽ 𝑙;
𝑏𝑖0𝑎𝑖0−𝑙+𝑘, if 𝑖0 > 𝑙,

where 𝑏𝑘𝑎𝑙 ∈ 𝑆, imply that 𝐴𝑖0 = 𝑆 ∖ (𝑆𝑏𝑖0𝑎𝑖0 ∪ 𝑏𝑖0𝑎𝑖0𝑆) is a finite subset of 𝑆
and 𝑏𝑖𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑖0 . Also the above equalities imply that the mappings 𝜌𝑖0 : 𝑆 → 𝑆,
𝑏𝑘𝑎𝑙 ↦→ 𝑏𝑘𝑎𝑙 · 𝑏𝑖0𝑎𝑖0 and 𝜆𝑖0 : 𝑆 → 𝑆, 𝑏𝑘𝑎𝑙 ↦→ 𝑏𝑖0𝑎𝑖0 · 𝑏𝑘𝑎𝑙 are retractions, and hence
by [10, 1.5.C] the set 𝐴𝑖0 is open in 𝑆. This implies that the point 𝑏𝑖𝑎𝑗 has an open
finite neighbourhood in 𝑆, and hence it is an isolated point in the space 𝑆. This
completes the proof of the theorem.
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Corollary 1. If 𝑆 is an inverse subsemigroup of the bicyclic semigroup C(𝑝, 𝑞)
then every shift-continuous Hausdorff topology on 𝑆 is discrete.

Proof. In the case when 𝑆 = 𝐸(𝑆) the statement is trivial. Hence we assume
that 𝑆 ̸= 𝐸(𝑆). Fix an arbitrary 𝑏𝑖𝑎𝑗 ∈ 𝑆 ∖ 𝐸(𝑆). Without loss of generality we
may assume that 𝑖 < 𝑗. Since the semigroup 𝑆 is inverse, we obtain that 𝑏𝑗𝑎𝑖 ∈ 𝑆.
Then for any positive integer 𝑛 the semigroup operation of the bicyclic semigroup
implies that

(𝑏𝑖𝑎𝑗)𝑛 = 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑛(𝑗−𝑖) ∈ 𝑆 ∖ 𝐸(𝑆),
(𝑏𝑗𝑎𝑖)𝑛 = 𝑏𝑖+𝑛(𝑗−𝑖)𝑎𝑖 ∈ 𝑆 ∖ 𝐸(𝑆),

and hence

(𝑏𝑗𝑎𝑖)𝑛 · (𝑏𝑖𝑎𝑗)𝑛 = 𝑏𝑖+𝑛(𝑗−𝑖)𝑎𝑖 · 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑛(𝑗−𝑖) = 𝑏𝑖+𝑛(𝑗−𝑖)𝑎𝑖+𝑛(𝑗−𝑖)

is an idempotent of 𝑆 for any positive integer 𝑛. Next we apply Theorem 1.
We need the following proposition.

Proposition 1. Let 𝑆 be an infinite subsemigroup of the bicyclic monoid C(𝑎, 𝑏).
If 𝑆 does not contain infinitely many idempotents, then either 𝑆 ⊂ C+(𝑎, 𝑏) or
𝑆 ⊂ C−(𝑎, 𝑏).

Proof. Suppose to the contrary that there exists an infinite subsemigroup 𝑆 of
the bicyclic monoid C(𝑎, 𝑏) such that |𝐸(𝑆)| < ∞, (𝑆 ∖ 𝐸(𝑆)) ∩ C+(𝑎, 𝑏) ̸= ∅ and
(𝑆 ∖ 𝐸(𝑆)) ∩ C−(𝑎, 𝑏) ̸= ∅. Then there exist 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑘 ∈ 𝑆 ∩ C+(𝑎, 𝑏) and 𝑏𝑗+𝑙𝑎𝑗 ∈
𝑆 ∩ C−(𝑎, 𝑏) for some 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ 𝜔 with 𝑘, 𝑙 > 0. Since 𝑆 is a subsemigroup of
the bicyclic monoid C(𝑎, 𝑏), the semigroup operation of C(𝑎, 𝑏) implies that for any
positive integer 𝑝 we have that

(𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑘)𝑙𝑝 = 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑘𝑙𝑝 ∈ 𝑆 and (𝑏𝑗+𝑙𝑎𝑗)𝑘𝑝 = 𝑏𝑗+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑗 ∈ 𝑆.

Hence we obtain that the following elements

𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑘𝑙𝑝 · 𝑏𝑗+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑗 =

⎧⎨⎩
𝑏𝑗𝑎𝑗, if 𝑖 < 𝑗;
𝑏𝑖𝑎𝑗, if 𝑖 = 𝑗;
𝑏𝑖𝑎𝑖, if 𝑖 > 𝑗

and

𝑏𝑗+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑗 · 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑘𝑙𝑝 =

⎧⎨⎩
𝑏𝑖+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑖+𝑘𝑙𝑝, if 𝑗 < 𝑖;
𝑏𝑗+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑖+𝑘𝑙𝑝, if 𝑗 = 𝑖;
𝑏𝑗+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑗+𝑘𝑙𝑝, if 𝑗 > 𝑖

are idempotents of 𝑆. Also by the last equality we get that the semigroup 𝑆 contains
an infinite subset of idempotents

{︀
𝑏𝑖+𝑘𝑙𝑝𝑎𝑖+𝑘𝑙𝑝 : 𝑝 = 1, 2, 3, . . .

}︀
, a contradiction. The

obtained contradiction implies the statement of the proposition.
Next we define the 𝑝-adic topology on the set of integers Z. Fix an arbi-

trary prime positive integer 𝑝. For any integer 𝑎 and any positive integer 𝑘 we
put 𝑈𝑘(𝑎) = 𝑎 + 𝑝𝑘Z. The topology 𝜏𝑝 which is generated by the base B𝑝 =
{𝑈𝑘(𝑎) : 𝑎 ∈ Z, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .} is called the 𝑝-adic topology on Z. It is well known
that the additive group of integers with the 𝑝-idic topology 𝜏𝑝 is a non-discrete topo-
logical group [18]. This implies that the additive semigroup of non-negative (resp.
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positive) integers (𝜔,+) (resp. (N,+)) with the induced topology from (Z, 𝜏𝑝) is a
non-discrete Hausdorff topological semigroup which we denote by 𝜏𝑝. It is obvious
that the family B𝑝 = {𝑉𝑘(𝑎) : 𝑎 ∈ Z, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .}, where 𝑉𝑘(𝑎) = 𝑎+𝑝𝑘𝜔 is a base
of the topology 𝜏𝑝 on (𝜔,+) ((N,+)).

We observe that there exist a non-discrete right-continuous (left-continuous)
topology 𝜏+𝑝 (𝜏−𝑝 ) on the semigroup C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) which is not left-continuous
(right-continuous) [12]. The topology 𝜏+𝑝 on C+(𝑎, 𝑏) is constructed in the following
way. The semigroup operation of C+(𝑎, 𝑏) implies that for any non-negative integer
𝑛 that

C𝑛
+(𝑎, 𝑏) =

{︀
𝑏𝑛𝑎𝑛+𝑖 : 𝑖 ∈ 𝜔

}︀
is a subsemigroup of C+(𝑎, 𝑏). Moreover the semigroup C𝑛

+(𝑎, 𝑏) is isomorphic to
the additive semigroup of non-negative integers (𝜔,+) by the mapping I𝑛 : 𝜔,→
C𝑛
+(𝑎, 𝑏), 𝑖 ↦→ 𝑏𝑛𝑎𝑛+𝑖. Then for any 𝑏𝑛𝑎𝑛+𝑖 ∈ C+(𝑎, 𝑏) the mapping I𝑛 generates

the base of the topology 𝜏+𝑝 at the point 𝑏𝑛𝑎𝑛+𝑖 as the image of the base B𝑝(𝑖) of
the topology 𝜏𝑝 at the point 𝑖 [12]. The topology 𝜏−𝑝 on the semigroup C−(𝑎, 𝑏) is
constructed by the dual way.

Theorem 1 and Proposition 1 motivate to pose the following question.
Question. Let 𝑆 be a subsemigroup of the monoid C+(𝑎, 𝑏) which has no in-

finitely many idempotents. Does 𝑆 admit shift-continuous (semigroup) Hausdorff
topology?

Example 1. Fix and arbitrary 𝑛,𝑚 ∈ 𝜔 such that 𝑚 ⩽ 𝑛. We define

C
[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏) =

𝑛⋃︁
𝑘=𝑚

C𝑘
+(𝑎, 𝑏).

The semigroup operation of C+(𝑎, 𝑏) implies that C
[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏) is a subsemigroup of

C+(𝑎, 𝑏). Also it is obvious that the semigroup C
[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏) is isomorphic to the

monoid C
[0,𝑛−𝑚]
+ (𝑎, 𝑏) by the mapping 𝑏𝑠𝑎𝑠+𝑖 ↦→ 𝑏𝑠−𝑚𝑎𝑠−𝑚+𝑖.

For an arbitrary prime positive integer 𝑝 we define a topology 𝜏𝑚,𝑛
𝑝 on C

[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏)

in the following way. For any 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑗 ∈ C
[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏) with 𝑖 + 𝑗 ⩽ 𝑛 the point 𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑗 is

isolated in (C
[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏), 𝜏𝑚,𝑛

𝑝 ). If 𝑖+ 𝑗 > 𝑛 then the family

B𝑚,𝑛
𝑝 (𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑗) =

{︀
𝑉𝑠(𝑏

𝑖𝑎𝑖+𝑗) : 𝑠 ∈ N
}︀
,

where 𝑉𝑠(𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑗) = {𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑗+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔}, is a base of the topology 𝜏𝑚,𝑛
𝑝 at the point

𝑏𝑖𝑎𝑖+𝑗. It is obvious that 𝜏𝑚,𝑛
𝑝 is a Hausdorff non-discrete topology on C

[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏).

Proposition 2. 𝜏𝑚,𝑛
𝑝 is a semigroup topology on C

[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏).

Proof. Fix arbitrary 𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1 , 𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2 ∈ C
[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏). Then we have that

𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1 · 𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2 =

⎧⎨⎩
𝑏𝑖2−𝑗1𝑎𝑖2+𝑗2 , if 𝑖1 + 𝑗1 < 𝑖2;
𝑏𝑖1𝑎𝑖2+𝑗2 , if 𝑖1 + 𝑗1 = 𝑖2;
𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2 , if 𝑖1 + 𝑗1 > 𝑖2.

We consider all possible cases.
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Suppose that 𝑖1 + 𝑗1 ⩽ 𝑛 and 𝑖2 + 𝑗2 ⩽ 𝑛. Then 𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1 and 𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2 are
isolated points in the topological space (C

[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏), 𝜏𝑚,𝑛

𝑝 ), and hence in this case the
semigroup oparation is continuous.

Suppose that 𝑖1 + 𝑗1 ⩽ 𝑛 and 𝑖2 + 𝑗2 > 𝑛. Then 𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1 is an isolated point in
(C

[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏), 𝜏𝑚,𝑛

𝑝 ). Simple verifications show that for any positive integer 𝑠 we have
that

𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1 · 𝑉𝑠(𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2) = 𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1 ·
{︀
𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
=

=

⎧⎨⎩
{𝑏𝑖2−𝑗1𝑎𝑖2+𝑗2+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔} , if 𝑖1 + 𝑗1 < 𝑖2;
{𝑏𝑖1𝑎𝑖2+𝑗2+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔} , if 𝑖1 + 𝑗1 = 𝑖2;
{𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔} , if 𝑖1 + 𝑗1 > 𝑖2

=

=

⎧⎨⎩
𝑉𝑠(𝑏

𝑖2−𝑗1𝑎𝑖2+𝑗2), if 𝑖1 + 𝑗1 < 𝑖2;
𝑉𝑠(𝑏

𝑖1𝑎𝑖2+𝑗2), if 𝑖1 + 𝑗1 = 𝑖2;
𝑉𝑠(𝑏

𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2), if 𝑖1 + 𝑗1 > 𝑖2.

Suppose that 𝑖1 + 𝑗1 > 𝑛 and 𝑖2 + 𝑗2 ⩽ 𝑛. Then 𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2 is an isolated point in
(C

[𝑚,𝑛]
+ (𝑎, 𝑏), 𝜏𝑚,𝑛

𝑝 ) and 𝑖2 < 𝑖1 + 𝑗1. By usual calculations for any positive integer 𝑠
we get that

𝑉𝑠(𝑏
𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1) · 𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2 =

{︀
𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
· 𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2 =

=
{︀
𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
=

= 𝑉𝑠(𝑏
𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2).

Suppose that 𝑖1+𝑗1 > 𝑛 and 𝑖2+𝑗2 > 𝑛. Then 𝑖2 < 𝑖1+𝑗1. By usual calculations
for any positive integer 𝑠 we have that

𝑉𝑠(𝑏
𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1) · 𝑉𝑠(𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2) =

{︀
𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑡1 : 𝑡1 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
·
{︀
𝑏𝑖2𝑎𝑖2+𝑗2+𝑡2 : 𝑡2 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
=

=
{︀
𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑡1+𝑗2+𝑡2 : 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
⊆

⊆
{︀
𝑏𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2+𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑝𝑠𝜔

}︀
=

= 𝑉𝑠(𝑏
𝑖1𝑎𝑖1+𝑗1+𝑗2).

The above arguments imply the statement of the proposition.
We recall that a topological space 𝑋 is said to be Baire if for each sequence

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑖, . . . of dense open subsets of 𝑋 the intersection
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖 is a dense subset

of 𝑋 [14].

Theorem 2. Every right-continuous (left-continuous) Hausdorff Baire topology
𝜏 on the semigroup C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) is discrete.

Proof. We shall prove the statement of the theorem only for the semigroup
C+(𝑎, 𝑏), because the semigroups C+(𝑎, 𝑏) and C−(𝑎, 𝑏) are anti-isomorphic [12, 16].

Fix an arbitrary 𝑏𝑖0𝑎𝑗0 ∈ C+(𝑎, 𝑏). Since every left shift on (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏) is contin-
uous and 𝑏𝑖0+1𝑎𝑖0+1 is an idempotent of C+(𝑎, 𝑏), the mapping 𝜆𝑏𝑗0+1𝑎𝑗0+1 : C+(𝑎, 𝑏)→
C+(𝑎, 𝑏), 𝑏𝑠𝑎𝑡 ↦→ 𝑏𝑗0+1𝑎𝑗0+1 · 𝑏𝑠𝑎𝑡 is a continuous retraction. Then by [10, 1.5.C] the
retract 𝑏𝑗0+1𝑎𝑗0+1C+(𝑎, 𝑏) is a closed subset of the topological space (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏). It
is obvious that 𝑏𝑖0𝑎𝑗0 /∈ 𝑏𝑗0+1𝑎𝑗0+1C+(𝑎, 𝑏).
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We define
𝐴𝑗0+1 =

{︀
𝑏𝑖𝑎𝑗 ∈ C+(𝑎, 𝑏) : 𝑖+ 𝑗 ⩽ 2(𝑗0 + 1)

}︀
.

Then 𝐴𝑗0+1 is a finite subset of C+(𝑎, 𝑏) and 𝑏𝑖0𝑎𝑗0 ∈ 𝐴𝑗0+1. Since the space
(C+(𝑎, 𝑏), 𝜏) is Hausdorff, the set

𝑆 = C+(𝑎, 𝑏) ∖ (𝐴𝑗0+1 ∪ 𝑏𝑗0+1𝑎𝑗0+1C+(𝑎, 𝑏))

is open in (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏), and hence by Proposition 1.14 of [14] the space 𝑆 is Baire.
By Proposition 1.30 of [14] the space 𝑆 contains infinitely many isolated points in
𝑆, because the set 𝑆 is infinite and countable. Then there exists a non-negative
integer 𝑥0 ⩽ 𝑗0 such that the set 𝑆𝑥0 = {𝑏𝑥0𝑎𝑦 : 𝑦 ⩾ 𝑥0} contains infinitely many
isolated points of 𝑆. This implies that there exists a positive integer 𝑦0 such that
𝑦0 − 𝑗0 > 𝑥0 ⩾ 0, and hence 𝑏𝑥𝑎𝑦0+𝑖0−𝑗0 ∈ C+(𝑎, 𝑏). The semigroup operation of
C+(𝑎, 𝑏) implies that

𝑏𝑥0𝑎𝑦0+𝑖0−𝑗0 · 𝑏𝑖0𝑎𝑗0 = 𝑏𝑥0𝑎𝑦0 ,

because 𝑦0+ 𝑖0− 𝑗0 > 𝑥0+ 𝑖0 > 𝑖0. Since (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏) is a left topological semigroup,
we have that the set of solutions 𝑈 of the equation

𝑏𝑥0𝑎𝑦0+𝑖0−𝑗0 ·𝑋 = 𝑏𝑥0𝑎𝑦0

is an open subset of (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏) which contains the point 𝑏𝑖0𝑎𝑗0 . By Lemma I.1.(𝑖𝑖)
of [9] the set 𝑈 is finite. Since (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏) is a Hausdorff space, the point 𝑏𝑖0𝑎𝑗0 is
isolated in (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏). This completes the proof of the theorem.

A topological space𝑋 is called locally compact, if for any point 𝑥 ∈ 𝑋 there exists
an open neighbourhood 𝑈(𝑥) such that the closure cl𝑋(𝑈(𝑥)) of 𝑈(𝑥) is a compact
set [10]. Since every locally compact Hausdorff space is Baire [10], Theorem 2 implies
the following corollary.

Corollary 2. Every right-continuous (left-continuous) Hausdorff locally compact
topology on the semigroup C+(𝑎, 𝑏) (C−(𝑎, 𝑏)) is discrete.

Remark 1. In [12] a non-discrete non-Baire Hausdorff topology 𝜏+𝑝 on the semi-
group C+(𝑎, 𝑏) such that (C+(𝑎, 𝑏), 𝜏

+
𝑝 ) is a metrizable right topological semigroup is

constructed.

Theorem 3 extends results of Theorem 1 from [4] onto Hausdorff right topological
and left topological semigroups.

Theorem 3. Every right-continuous (left-continuous) Hausdorff Baire topology
𝜏 on the bicyclic semigroup C(𝑎, 𝑏) is discrete.

The proof of Theorem 3 is similar to Theorem 2.
Theorem 3 implies

Corollary 3. Every right-continuous (left-continuous) Hausdorff locally compact
topology on the bicyclic semigroup C(𝑎, 𝑏) is discrete.
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Чорненька А., Гутiк О. Про топологiзацiю пiднапiвгруп бiциклiчного моно-
їда.

Ми доводимо якщо пiднапiвгрупа 𝑆 бiциклiчного моноїда C(𝑝, 𝑞) мiстить нескiнчен-
ну кiлькiсть iдемпотентiв, то кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя
на 𝑆 дискретна. Також доведено, що кожна неперервна справа (неперервна злiва)
гаусдорфова берiвська топологiя на верхнiй пiднапiвгрупi C+(𝑎, 𝑏) (нижнвй пiднапiв-
групi C−(𝑎, 𝑏) бiциклiчної напiвгрупи C(𝑝, 𝑞) дискретна, а також, що це твердження
виконується i для бiциклiчного моноїда.

Ключовi слова: бiциклiчний моноїд, напiвтопологiчна напiвгрупа, лiва топологiчна
напiвгрупа, права топологiчна напiвгрупа, берiвський простiр, дискретний.
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PECULIARITIES OF MATRIX EXECUTION OF SOME BINARY
OPERATIONS ON ARBITRARY GRAPHS

Graph theory has a wide range of practical applications. Graphs play an important role
in scientific research (e.g., electrical circuits) and also surround us in everyday life (e.g., road
and path maps). For everyday use, the geometric implementation of graphs is certainly
the most convenient. But for computer information processing, this is not rational. In
these cases, algebraic, namely matrix representation of graphs is used. Therefore, research
devoted to this topic is becoming increasingly important. This article proves the possibility
of algebraically performing some binary operations on adjacency matrices representing
graphs. These methods have their own peculiarities and limitations, which are emphasized
in this article.

Keywords: directed and undirected graph, adjacency matrix, incidence matrix, operations
on graphs, elementary logical operations, Boolean matrix, multivalued logic.

1. Introduction. Today, science faces ever-new challenges. Systematization
and digitalization, which permeate all spheres of human activity, require the es-
tablishment of interdisciplinary connections between branches of science that have
historically been separated from each other by the division into purely humanitarian
and natural sciences. Graph theory has been an applied branch of discrete math-
ematics since its inception. Its applications in natural and computer sciences have
become commonplace and are not surprising to ordinary users. But in recent years,
artificial intelligence systems that use natural language modeling to create inter-
faces of any level have been rapidly developing. In this regard, graph theory has
also found its application in linguistics [1]. The mathematical basis for computer
processing of natural speech includes models that use the geometric apparatus of
graph theory. It allows us to visually depict the connections between elements of
various systems. When studying a system of objects connected by some arbitrary
types of relationships, both directed and undirected graphs can be used. Each such
system is an ordered collection of elements with which certain changes can occur. At
the same time, each such specific system can be represented graphically as a graph
or in digital format as an adjacency matrix or incidence matrix of such a graph.
In any case, changes in the elements of the system or the results of the interaction
of different such systems are reflected by operations on the vertices or edges of the
corresponding graphs. But computer processing of information involves its digital
representation in matrix form. Therefore, a topical task is to study the regularities
of transformations of arbitrary graphs precisely in matrix representation without
resorting to their geometric implementation.

2. Statement of the task. The geometric implementation of all operations
on graphs has already been well studied and described [2]. The classical algebraic
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matrix apparatus is also widely represented in mathematical research [3]. This ar-
ticle aims to establish a correspondence between known operations on matrices and
some operations on elements of an arbitrary graph or operations that reflect the
interaction of several graphs. In this case, any known algebraic apparatus for pro-
cessing matrices of various nature can be involved. Intuitively, the algorithms for
such processing of adjacency and incidence matrices of arbitrary graphs are clear
[4], but they require rigorous mathematical proof. The presence of a mathematical
justification for these algorithms makes it possible to use the geometric representa-
tion of graphs only at the first (initial description of the system) and last (visual
representation of the final result of the system’s functioning) stages. In addition, in
this way, a transition can be made from a geometric to an algebraic method of not
only representing, but also processing various information, which greatly facilitates
its computer processing.

3. Review of literature. In [5], algorithms for characterizing any arbitrary
graph by all its matrices are described in detail, as well as algorithms for transitioning
between different matrix representations of the same graph without restoring its
geometric realization. The classical literature on linear algebra describes possible
arithmetic operations on arbitrary matrices [3, 6]. The works [7, 8, 9] describe in
detail algorithms for performing logical operations on Boolean and predicate logical
matrices in two-valued logic. The apparatus of multivalued logic is investigated in
[10, 11]. Generalizing these mathematical methods, it can be stated that if matrices
are Boolean, then both ordinary algebraic operations on matrices and operations
of two-valued logic described in [8, 9] can be performed with them. If matrices
are not Boolean, then to perform logical operations of disjunction and conjunction
with them, it is necessary to use the apparatus of multivalued logic. In this case,
the operations of disjunction and conjunction of matrix elements are performed
according to the following rules [10]:

𝑎 ∨ 𝑏 = max{𝑎, 𝑏}, (1)

𝑎 ∧ 𝑏 = min{𝑎, 𝑏}, (2)

But both logical and arithmetic operations on matrices require certain conditions
regarding their dimensionality [3, 7].

The classical literature on graph theory [2, 11, 12, 13] considers operations on
graphs exclusively in geometric representation. Single attempts to perform some
of these operations matrix-wise consider only the cases of simple graphs with the
same number of vertices, using for this purpose the apparatus of exclusively clas-
sical two-valued logic [14] without additional preliminary matrix transformations.
Pseudographs and multigraphs remain outside the scope of these studies. But in
practice, different systems represented by geometric implementations of graphs do
not always have the same number of objects (nodes). Therefore, the graphs corre-
sponding to them will have a different number of vertices. This implies a different
dimension of their adjacency matrices. Neither logical nor arithmetic operations
can be performed on such matrices. This obstacle can be avoided by reducing both
matrices to the same dimension by introducing additional identically named all-zero
rows and columns into them. According to the characterization of graphs by their
adjacency matrices, such pairs will correspond to isolated vertices [5, 15]. The new
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extended adjacency matrices of both graphs participating in the operation will have
the same dimension. Implementing such matrix expansion can lead to irrational
use of the memory required to store this amount of information. This becomes
especially relevant in cases where such a reduction required multiple execution of
the operation of inserting an isolated vertex. The matrices become very sparse and
their processing is too cumbersome. However, this obstacle can be avoided if the
obtained extended adjacency matrices of the studied graphs are presented in the
form of binary predicates [16]. This representation allows to significantly reduce
the amount of memory used. The computer procedure for performing operations on
logical matrices does not require additional space for storing information about their
zero elements, storing the coordinates of only significant cells of both the studied
and the obtained new matrices. As already noted above, this article aims only to
mathematically prove the principle possibility of matrix execution of binary opera-
tions on graphs. Therefore, in this paper, to simplify the illustration of the obtained
results, graphs that have the same number of vertices in advance are considered as
examples. It is also assumed that vertices with the same numbers in these graphs
have the same applied content load.

As is known, graphs are isomorphic if and only if their adjacency matrices can
be obtained from each other by simultaneous permutations of the same-named rows
and columns (i.e., simultaneously with the permutation of the 𝑖-th and 𝑗-th rows of
the matrix, the permutation of the 𝑖-th and 𝑗-th columns of the matrix also occurs)
[2]. From this fact it follows that using an isomorphism transformation for each
graph in the extended adjacency matrix, new isolated vertices will correspond to
such row-column pair numbers that reflect vertices that are absent in one graph but
present in the other graph.

4. Main result. Let’s consider the basic operations on graphs.

Theorem 1. The adjacency matrix of the result of the graph union operation
corresponds to the disjunction of the adjacency matrices of the graphs being joined.

Proof. By definition, the graph 𝐻 is the union of the graphs 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) and
𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2), if 𝐻 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸1 ∪𝐸2). If the graphs being joined have the same
number of vertices, then the set of vertices of the graph 𝐻 coincides with the sets of
vertices of the graphs 𝐺1 and 𝐺2, i.e. 𝑉1∪𝑉2 = 𝑉1 = 𝑉2. In this case, their adjacency
matrices 𝐴(𝐻), 𝐴(𝐺1) and 𝐴(𝐺2) will have the same dimension, so any operations
can be performed with them without additional preliminary transformations. If the
number of vertices in the graphs under study is different or has a different semantic
load and, as a result, different numbering, then after introducing additional zero row-
column pairs, we obtain matrices of the same dimension. By permutations, each of
these matrices can be reduced to matrices of graphs isomorphic to the original ones,
where all vertices have the same numbering, which corresponds to their meaningful
loading. The elements of the adjacency matrix correspond to the number of edges
connecting the corresponding vertices. Therefore, if in at least one of the graphs
the vertices are adjacent, i.e. connected by a certain number of edges, then in the
adjacency matrix of the union of these graphs the specified vertices will be connected
by the same number of edges. This corresponds to the definition of the disjunction
operation in its multivalued sense according to formula (1). Thus, to calculate the
adjacency matrix of the result of the union of two arbitrary graphs, it is necessary
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to perform the disjunction operation of the adjacency matrices of these graphs. The
theorem is proved.

We will illustrate the result of this theorem with an example. Consider the two
directed graphs shown in Fig. 1.

Figure 1. Directed graphs 𝐺1 and 𝐺2.

For both of these graphs, we can construct adjacency matrices:

𝐴 (𝐺1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐴 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 2 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

These matrices are constructed assuming that the row number corresponds to the
starting vertex and the column number corresponds to the final vertex of each edge.
But these graphs can be defined by these matrices from the very beginning. Per-
forming operations on such graphs does not require reproduction of their geometric
implementation [4].

The graph𝐺1 does not contain multiple edges, so its adjacency matrix is Boolean.
Graph 𝐺2 contains strictly parallel edges 𝑒5(𝑣4, 𝑣2) and 𝑒6(𝑣4, 𝑣2). Therefore, its
adjacency matrix contains the element 𝑎42 = 2, i.e. it is not Boolean [8, 9]. But if
we take into account that the disjunction operation for multivalued logic is performed
according to rule (1), then the disjunction for these matrices takes the form [4, 17]:

𝐴 (𝐺1) ∨ 𝐴 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∨

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 2 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 2 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴∪.

If the union operation of the specified graphs is performed geometrically, then
we will get the graph shown in Fig. 2.

Figure 2. Graph 𝐺1 ∪𝐺2.

It is easy to see that the adjacency matrix 𝐴∪ corresponds to this graph.

Theorem 2. The adjacency matrix of the result of the graph intersection oper-
ation corresponds to the conjunction of the adjacency matrices of the intersecting
graphs.

Proof. By definition, the graph 𝐹 is the intersection of the graphs 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1)
and𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2), if 𝐹 = (𝑉1∩𝑉2, 𝐸1∩𝐸2). If the graphs being joined have the same
number of vertices, then the set of vertices of the graph 𝐹 coincides with the sets of
vertices of the graphs 𝐺1 and 𝐺2, i.e. 𝑉1∩𝑉2 = 𝑉1 = 𝑉2. In this case, their adjacency
matrices 𝐴(𝐹 ), 𝐴(𝐺1) and 𝐴(𝐺2) will have the same dimension, so any operations
can be performed with them without additional preliminary transformations.

If the sets of vertices in the graphs under study do not coincide, then, as in
the case of unification graphs, after introducing additional zero row-column pairs,
we obtain matrices of the same dimension, which are transformed into matrices
of graphs isomorphic to the original graphs. The elements of the adjacency matrix
correspond to the number of edges connecting the corresponding vertices. Therefore,
if in at least one of the graphs any two vertices are connected by a smaller number
of edges than in the second graph, then in the adjacency matrix of the intersection
of these graphs the specified vertices will be connected by the same smaller number

Роздiл 1: Математика i статистика



PECULIARITIES OF MATRIX EXECUTION . . . 89

of edges. This corresponds to the definition of the conjunction operation in its
multivalued sense according to formula (2). Thus, to calculate the adjacency matrix
of the result of the intersection of two arbitrary graphs, it is necessary to perform
the conjunction operation of the adjacency matrices of these graphs. The theorem
is proved.

Let us illustrate this theorem using the example of the graphs shown in Fig. 1.
As already noted, for multivalued logic the conjunction operation is performed ac-
cording to rule (2), so the conjunction for the matrices 𝐴(𝐺1) and 𝐴(𝐺2) takes the
form:

𝐴 (𝐺1) ∧ 𝐴 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∧

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 2 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴∩.

If the intersection of the specified graphs is performed geometrically, we will get the
graph shown in Fig. 3.

Figure 3. Graph 𝐺1 ∩𝐺2.

It is easy to see that the adjacency matrix 𝐴∩ corresponds to this graph [4].

Theorem 3. The adjacency matrix of the result of performing the ring sum op-
eration of graphs corresponds to the arithmetic subtraction of the adjacency matrices
of the union and intersection of the graphs that participate in the specified operation.

Proof. By definition, a graph 𝑅 is a ring sum of graphs 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) and
𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) if it does not contain isolated vertices and consists of edges belonging
to either graph 𝐺1 or graph 𝐺2, but not to both simultaneously, i.e. [17]

𝐸 = {(𝐸𝐺1 ∪ 𝐸𝐺2)∖(𝐸𝐺1 ∩ 𝐸𝐺2)}. (3)
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The set of edges 𝐸𝐺1 ∪ 𝐸𝐺2 is the result of the graphs union operation, and the set
𝐸𝐺1 ∩ 𝐸𝐺2 is the result of their intersection. This means that the matrix

𝐴 (𝑅) = 𝐴∪ − 𝐴∩ = (𝐴 (𝐺1) ∨ 𝐴 (𝐺2))− (𝐴 (𝐺1) ∧ 𝐴 (𝐺2)), (4)

will contain complete information about all edge-connected vertices of the graph 𝑅,
i.e. will be its adjacency matrix in the extended sense. The theorem is proved.

By the definition of a ring sum of graphs, the graph obtained as a result of this
operation cannot contain isolated vertices. Therefore, if they appear, they must be
deleted from the resulting graph. Deleting a vertex from the graph entails deleting
all edges incident to it, that is, deleting all connections of this object or node with
other objects or nodes [4, 18]. This means that when deleting the vertex 𝑣𝑖 from
the adjacency matrix, it is necessary to delete the 𝑖-th row and 𝑖-th column. In this
regard, the algorithm for performing the operation of deleting the vertex 𝑣𝑖 from the
graph in the matrix representation is similar to the algorithm for constructing the
minor 𝑀𝑖𝑖 for the adjacency matrix of this graph [6]. The algorithm for deleting rows
and columns from the matrix is already computerized. In this case, the software
implementation will provide two shifts: for rows and columns [4, 17].

A sign of an isolated vertex in the adjacency matrix is the presence of a row and
column of the same name that are all zero [5]. According to the described algorithm,
this zero row-column pair should be removed from the extended adjacency matrix of
the ring sum of graphs if such a pair appeared as a result of the procedure described
in Theorem 3. The final matrix obtained as a result of these actions will be the
adjacency matrix of the ring sum of the graphs under study.

Let us illustrate the result of Theorem 3 using the example of the graphs shown
in Fig. 1. For these graphs, the matrices 𝐴∪ and 𝐴∩ have already been obtained.
Therefore,

𝐴∪ − 𝐴∩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 2 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴⊕.

This matrix does not contain all zero row-column pairs. This means that the
ring sum operation did not result in any isolated vertices that would be subsequently
deleted from the resulting graph. Therefore, the obtained adjacency matrix does
not require further processing by constructing its corresponding minor. Thus, the

Роздiл 1: Математика i статистика



PECULIARITIES OF MATRIX EXECUTION . . . 91

resulting matrix is the final adjacency matrix of the ring sum of the considered
graphs.

If we perform the ring sum operation of graphs 𝐺1 and 𝐺2 geometrically, we
obtain the graph shown in Fig. 4.

Figure 4. Graph 𝐺1 ⊕𝐺2.

For this graph, it is also easy to see that the adjacency matrix 𝐴 corresponds to
it.

Theorem 4. If two graphs do not contain multiple edges, or their number be-
tween corresponding vertices in these graphs differs by no more than one, then the
adjacency matrix of the ring sum of these graphs can be obtained as a result of the
sum modulo 2 operation of their adjacency matrices.

Proof. As in the cases of graph union and intersection, first, if necessary, it
is necessary to construct extended adjacency matrices for both graphs in order to
achieve their same dimension. After that, using the isomorphism transformation,
they should be reduced to matrices corresponding to the graphs under study. After
that, the following situations are possible for the obtained adjacency matrices.

A) If the graphs do not contain multiple edges at all, then their adjacency matrices
are Boolean. In this case, if two vertices are adjacent in both graphs (in the
case of a directed graph, the vertices in both graphs are connected by the same
directed edge), then in both matrices there will be ones at the corresponding
place. But the given edge is not included in the result of the ring sum of these
graphs. Therefore, in the adjacency matrix of the result, the corresponding
element must be equal to zero. If two vertices are adjacent in only one graph,
then such an edge will be an element of the ring sum of these graphs, that is, the
corresponding element of the adjacency matrix of the result will be equal to one.
If the vertices are not adjacent in any graph, then the result of the ring sum will
also not be adjacent, i.e. the corresponding element of the result’s adjacency
matrix will be equal to zero. All this corresponds to the sum modulo 2 as an
elementary Boolean operation.

B) In general, the sum modulo 2 is defined as the remainder of dividing the sum
of the corresponding numbers by 2. If two vertices in both graphs are connected
by the same number of 𝑞-multiple edges, then the sum of these edges will be
equal to 2𝑞, which is an even number. The remainder of dividing such a number
by 2 will always be zero, i.e. the corresponding matrix element will be equal
to zero. This means that no multiple edge common to both graphs will be an
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element of the ring sum of graphs, which corresponds to the definition of this
operation.

C) If any two vertices in both graphs are connected by multiple edges, and the
number of these edges differs by more than one, then the number of multiple
edges between the vertices when performing the ring sum of graphs must be
equal to this number. This means that the corresponding element of the adja-
cency matrix of the result of this operation must be greater than one. But such
a number cannot be the result of the sum modulo 2 operation. In this case,
to calculate the adjacency matrix of the ring sum of graphs, we must use the
formula (4) proposed by Theorem 3.

D) If the number of multiple edges connecting two vertices in both graphs differs
by exactly one, then these numbers can be denoted as 𝑘 and 𝑘 + 1. It follows
from this that

(𝑘 + 𝑘 + 1) mod 2 = (2𝑘 + 1) mod 2 = 1.

So, in this situation, the result of the sum modulo 2 is indeed equal to the num-
ber of edges that are different among the multiple edges between the two vertices.
Incidentally, situation A) can be considered a special case of this situation.

The theorem is proven.
Let us illustrate the result of Theorem 4 with an example. Let us perform the

sum modulo 2 operation with the given matrices 𝐴 (𝐺1) and 𝐴 (𝐺2), keeping in mind
its general definition as the remainder of dividing the corresponding sum by 2 [4].
The indicated matrices correspond to situation D) described in Theorem 4.

𝐴 (𝐺1)⊕ 𝐴 (𝐺2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 2 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝐴⊕.

This matrix coincides with the matrix 𝐴 for the ring sum of graphs 𝐺1 and 𝐺2,
calculated by formula (4), that is, the adjacency matrix of the graph obtained as a
result of the ring sum of two graphs can be calculated in the this way. The results of
Theorem 3 and Theorem 4 clearly shows that for matrix execution of operations on
graphs, the simultaneous use of both arithmetic and logical operations is permissible.

5. Conclusions and prospects for further research. In the graphs consid-
ered as example, each edge is given a serial number. In practical application, these
numbers may mean a certain content load. But with matrix display, this content can

Роздiл 1: Математика i статистика



PECULIARITIES OF MATRIX EXECUTION . . . 93

be lost. The matrix reflects the presence or absence of an edge, that is, the presence
or absence of a connection between objects. Therefore, if in two graphs between
two vertices the same edge has a different content load (for example, a road and
a dirt road), then the adjacency matrix will only show the presence or absence of
this connection without explaining its nature. But usually, in practical applications,
information about the presence of a connection is sufficient, therefore, for binary op-
erations on directed graphs [17], the use of elementary multivalued logic operations
on adjacency matrices according to proven algorithms is an effective mathemati-
cal tool. The same algorithms have differences depending on whether directed or
free graphs are involved in the considered operations. Depending on the types of
graphs, there are also restrictions on the display of meaningful information by the
matrices of these graphs. But in practical applications, these restrictions are usually
insignificant. Therefore, for each operation on graphs and each type of graph, it is
possible to propose a combination of algebraic operations (arithmetic and logical)
that allow obtaining the matrix of a new graph, or a clear, easily programmable
algorithm for transforming the matrices of the initial graphs [4, 19]. None of the
considered operations on graphs is impossible in the matrix implementation. The
proposed algorithms can significantly simplify the computer processing of graphs.

With certain restrictions, the obtained results can be extended to the representa-
tion of graphs by incidence matrices. From the adjacency matrix, one can always go
to the incidence matrix of a graph without restoring its geometric realization. For
undirected graphs, incidence matrices are always Boolean [8]. Therefore, operations
on them do not require the involvement of the multivalued logic apparatus. How-
ever, even in the case of the same number of vertices and edges, as for the adjacency
matrix, one must pay attention to the numbering (naming) of these objects. Both
the vertex sets and the edge sets for two graphs can be equivalent, but not identical
[5]. In this case, the incidence matrices of the graphs under study also require a pre-
liminary expansion procedure. However, the resulting zero columns in the incidence
matrix are a sign of a loop. Exceptions may be undirected hypergraphs, where the
loop feature is a single unit in the column. Constructing an adjacency matrix for
hypergraphs is a very cumbersome procedure [20]. Therefore, the next direction of
research should be to perform operations on hypergraphs using incidence matrices,
the construction of which in this case does not cause difficulties. Therefore, it is
these matrix models that can become an acceptable mathematical apparatus for
studying complex systems represented by hypergraphs.
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Якiмова Н. А. Особливостi матричного виконання деяких бiнарних операцiй
над довiльними графами.

Теорiя графiв має широке розповсюдження з практичної точки зору. Графи вiдi-
грають важливу роль в наукових дослiдженнях (наприклад, електросхеми), а також
оточують нас у повсякденному життi (наприклад, карти дорiг та шляхiв). Для побу-
тового застосування, безумовно, найзручнiшою є геометрична реалiзацiя графiв. Але
для комп’ютерної обробки iнформацiї це не є рацiональним. В цих випадках викори-
стовується алгебраїчне, а саме матричне подання графiв. Тому все бiльшого значення
набувають дослiдження, присвяченi саме цiй темi. В данiй статтi доведено можливiсть
алгебраїчного виконання деяких бiнарних операцiй над матрицями сумiжностi, яки-
ми подано графи. Цi методи мають свої особливостi та обмеження, на яких зроблено
акцент в данiй статтi.

Ключовi слова: орiєнтований та неорiєнтований граф, матриця сумiжностi, матриця
iнцидентностi, операцiї над графами, елементарнi логiчнi операцiї, булева матриця,
багатозначна логiка.
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АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКУ СУМIШI БАГАТОВИМIРНИХ
РIВНЯНЬ ВIДНОВЛЕННЯ

Дана стаття присвячена дослiдженню розв’язкiв багатовимiрних рiвнянь вiднов-
лення. Розглядаються сумiшi рiвнянь вiдновлення з нелiнiйним нормуванням часу.
Рiвняння вiдновлення представленi в матричнiй формi. Метою статтi є асимптотична
поведiнка розв’язку. Основний результат полягає в доведеннi теореми про граничне
представлення процесу вiдновлення в нелiнiйнiй апроксимацiї.

Ключовi слова: рiвняння вiдновлення, функцiя вiдновлення, сумiш, процес з неза-
лежними приростами, слабка збiжнiсть.

1. Вступ. Багатовимiрнi рiвняння вiдновлення посiдають важливе мiсце в су-
часнiй теорiї стохастичних процесiв, оскiльки вони описують широкий спектр
систем iз випадковими моментами оновлення. Такi моделi природно виникають
у задачах теорiї черг, надiйностi, випадкової еволюцiї та рiзних форм стохасти-
чної динамiки. Питання граничної поведiнки багатовимiрних процесiв вiдновле-
ння дослiджувалися у низцi робiт, зокрема у працях, присвячених матричним
рiвнянням вiдновлення та їх асимптотичним властивостям [1, 3].

Особливий iнтерес становлять моделi з нелiнiйним нормуванням часу, яке
дозволяє описати процеси з нерiвномiрною швидкiстю еволюцiї та суттєво роз-
ширює спектр можливих асимптотичних режимiв.

Важливим напрямом є також аналiз сумiшей або комбiнацiй рiвнянь вiднов-
лення, що природно описуються матричною формою. Такi моделi виникають у
вивченнi стохастичних систем у злитому фазовому просторi [4] та при дослi-
дженнi випадкових матричних еволюцiй [3].

Граничнi теореми та асимптотичнi властивостi подiбних моделей розгляда-
ються також у сучасних роботах з теорiї вiдновлення та спорiднених процесiв
[7].

У цьому контекстi актуальною є проблема встановлення асимптотичної по-
ведiнки розв’язкiв багатовимiрних рiвнянь вiдновлення з нелiнiйним нормува-
нням часу та отримання граничних представлень вiдповiдних процесiв.

Метою статтi є дослiдження граничної поведiнки розв’язку сумiшi багато-
вимiрних рiвнянь вiдновлення в нелiнiйному нормуваннi.

2. Основний результат. Розглянемо два матричнi рiвняння вiдновлення
[1]:

𝑋𝜀
1(𝑡) = 𝐴𝜀

1(𝑡) + 𝐹 𝜀
1 *𝑋𝜀

1(𝑡),

та
𝑋𝜀

2(𝑡) = 𝐴𝜀
2(𝑡) + 𝐹 𝜀

2 *𝑋𝜀
2(𝑡),
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де 𝑋𝜀
𝑖 (𝑡) — сiм’ї шуканих матричнозначних функцiй, 𝐴𝜀

𝑖 (𝑡) — сiм’ї заданих не-
вiд’ємних матричнозначних функцiй, 𝐹 𝜀

𝑖 (𝑑𝑡) — сiм’ї матричнозначних скiнчен-
них невiд’ємних мiр на [0;∞), 𝑖 = 1, 2.

𝐹 𝜀
𝑖 (𝑑𝑡) задовiльняють наступнi умови:

1. Елементи матриць залежнi вiд малого параметра та є скiнченними не-
вiд’ємними мiрами;

2. Сiм’ї мiр 𝐹 𝜀
𝑖 (𝑑𝑡) є асимптотично вiдокремленими вiд нуля i рiномiрно iнте-

гровними на [0;∞);
3. Матрицi 𝐹 𝜀

𝑖 (𝑑𝑡) — нерозкладнi по кожному 𝜀, а матрицi повних мас мiр
𝐹 𝜀
𝑖 ≡ 𝐹 𝜀

𝑖 [0;∞) — субстохастичнi;
4. Матричнозначнi мiри 𝐹 𝜀

𝑖 (𝑑𝑡) слабо збiгається до матричнозначної мiри
𝐹 (𝑑𝑡);

5. Гранична матриця повних мас мiр 𝐹 ≡ 𝐹 [0;∞) є стохастичною i розкла-
дною блочно-дiагонального вигляду.

Функцiї 𝐹 𝜀
1 (𝑑𝑡) та 𝐹 𝜀

2 (𝑑𝑡) можуть бути представленi наступним чином

𝐹 𝜀
1 = 𝐹1 + 𝑔1(𝜀)𝐵1 + 𝑔2(𝜀)𝐵

2
1 + ...+ 𝑔𝑛(𝜀)𝐵

𝑛
1 + 𝑜(𝑔𝑛(𝜀)),

𝐹 𝜀
2 = 𝐹2 + 𝑔1(𝜀)𝐵2 + 𝑔2(𝜀)𝐵

2
2 + ...+ 𝑔𝑛(𝜀)𝐵

𝑛
2 + 𝑜(𝑔𝑛(𝜀)),

де 𝐵1, 𝐵2, ..., 𝐵𝑛 — матрицi, 𝑔1(𝜀)→ 0, ..., 𝑔𝑛(𝜀)→ 0, при 𝜀→ 0.
Введемо означення рiвномiрної безпосередньої iнтегровностi за Рiманом для

сiм’ї функцiй.

Означення 1. Сiм’я функцiй 𝐴𝜀(𝑡) називається рiвномiрно безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на [0;∞), якщо виконуються наступнi умови

1. Ряд
∞∑︀
𝑘=0

sup
𝑘≤𝑡≤𝑘+1

|𝐴𝜀(𝑡)| збiгається рiвномiрно вiдносно 𝜀;

2. sup
𝜀
(ℎ ·

∞∑︀
𝑘=0

[ sup
𝑘ℎ≤𝑡≤(𝑘+1)ℎ

|𝐴𝜀(𝑡)| − inf
𝑘ℎ≤𝑡≤(𝑘+1)ℎ

|𝐴𝜀(𝑡)|])→ 0
ℎ→0

.

Нехай 𝑋𝜀
1(𝑡) та 𝑋𝜀

2(𝑡) — сiм’ї марковських процесiв з неперервним часом та
скiнченною кiлькiстю станiв 1, 2, ..., 𝑛, при 𝜀→ 0.

При чому,
𝑋𝜀

1(𝑡)→ 𝑋(𝑡),

та
𝑋𝜀

2(𝑡)→ 𝑋(𝑡).

Нехай 𝜉𝜀𝑖 (𝑡) — процес з незалежними приростами, 𝑡 ≥ 0, 𝜉𝜀𝑖 (𝑡) > 0, 𝑖 =
= 1, 2, ..., 𝑛.

Розглянемо наступний процес

𝜁𝜀(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜉𝜀𝑖(1)(𝑡), при 𝑡 < 𝜏, 𝑋𝜀(0) = 𝑖;

𝜉𝜀𝑖(1)(𝜏) + 𝜉𝜀𝑗(2)(𝑡− 𝜏), при 𝜏 ≤ 𝑡 < 𝜏1, 𝑋𝜀(𝜏) = 𝑗;

𝜉𝜀𝑖(1)(𝜏) + 𝜉𝜀𝑗(2)(𝑡− 𝜏) + 𝜉𝜀𝑠(3)(𝑡− 𝜏1), при 𝜏1 ≤ 𝑡 < 𝜏2, 𝑋𝜀(𝜏1) = 𝑠.

..........
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Для даного процесу багатовимiрне рiвняння вiдновлення має наступний ви-
гляд

𝐸𝑖(𝑒
−𝜆𝜁𝜀(𝑡)) = 𝐸𝑖(𝑒

−𝜆𝜉𝜀𝑖 (𝑡)) · 𝑃{𝜏 < 𝑡|𝑋𝜀(0) = 𝑖}+

+
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑡∫︁
0

(𝐸𝑖(𝑒
−𝜆𝜁𝜀(𝑢)))𝑝𝑖𝑗(𝑑𝑢) · 𝐸𝑗(𝑒

−𝜆𝜁𝜀(𝑡−𝑢)).

Та виконуються наступнi умови
1. 0 ≤ 𝐸𝑖(𝑒

−𝜆𝜁𝜀(𝑢))𝑝𝜀𝑖𝑗(𝑑𝑢) <∞;
2. 𝐸𝑖(𝑒

−𝜆𝜁𝜀(𝑢))𝑝𝜀𝑖𝑗(𝑑𝑢) — нерозкладна матриця;
3. Має мiсце слабка збiжнiсть 𝐸𝑖(𝑒

−𝜆𝜁𝜀(𝑢))𝑝𝜀𝑖𝑗(𝑑𝑢)→ 𝐸𝑖(𝑒
−𝜆𝜁𝜀(𝑢))𝑝𝑖𝑗(𝑑𝑢);

4. 𝐸𝑖(𝑒
−𝜆𝜁𝜀(𝑢))𝑝𝑖𝑗(𝑑𝑢) — блочно розкладна матриця.

Позначимо
𝐻𝜀

𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
= 𝐸𝑖

(︁
𝑒−𝜆𝜁𝜀( 𝑡

𝑔(𝜀))
)︁
· 𝑝𝜀𝑖𝑗(𝑑𝑡).

Теорема 1. Нехай сiм’я функцiй [𝐴𝜀
𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸] — рiвномiрно безпосере-

дньо iнтегрована за Рiманом на [0;∞) та iснує границя

lim
𝜀→0

∞∫︁
0

𝐴𝜀
𝑖𝑗(𝑡)𝑑𝑡 ≡ 𝐷𝑖𝑗.

Якщо кожна з матриць 𝐹 𝜀(𝑑𝑡) вздовж дiагоналi матрицi 𝐹 (𝑑𝑡) негратча-
ста, то iснують ненульова матриця 𝐶 розмiру 𝑟×𝑟 та нормуючий множник
𝑔(𝜀)→ 0, при 𝜀→ 0 такi, що при 𝑖 ∈ 𝐸𝑠, 𝑗 ∈ 𝐸𝑘,

𝑝1 ·𝑋𝜀
𝑖𝑗(1)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
+ 𝑝2 ·𝑋𝜀

𝑖𝑗(2)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
→
𝜀→0

𝑞𝑠𝑘(𝑡)

𝜋𝐾
[
−→
1 (𝑠) ⊗−→𝑝 (𝑘)𝐷𝑘]𝑖𝑗,

де

𝑞𝑠𝑘(𝑡) = [𝑒𝑡𝐶 ]𝑠𝑘, 𝜋𝑘 =
∑︁
𝑖,𝑗∈𝐹𝑘

𝑝
(𝑘)
𝑖 ·

∞∫︁
0

𝑡𝐹𝑖𝑗(𝑑𝑡),

𝐷𝑘 = [𝐷𝑖𝑗,𝑖 ∈ 𝐸𝑘, 𝑗 ∈ 𝐸], 𝑝1 + 𝑝2 = 1.

Доведення. Розв’язок рiвняння вiдновлення задається згорткою матрицi
вiдновлення

𝑋𝜀
𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
=

𝑑∑︁
𝑚=1

𝐻𝜀
𝑖𝑚 · 𝐴𝜀

𝑚𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
.

Розглянемо праву частину виразу

𝑋𝜀
𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
=

𝑑∑︁
𝑚=1

𝑇∫︁
0

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧) +
𝑑∑︁

𝑚=1

𝑡
𝑔(𝜀)∫︁
𝑇

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧).

Оцiнимо кожен з доданкiв.

sup
𝜀

𝑇∫︁
0

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧) ≤ sup
𝜀

∑︁
𝑛≥[𝑇 ]

𝑛+1∫︁
𝑛

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧) ≤
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≤ [𝐴+𝐵] ·
∑︁
𝑛≥[𝑇 ]

sup
𝜀

sup
𝑛≤𝑡≤𝑛+1

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑡)→ 0

𝑇→∞
.

Нехай
𝐴𝜀(𝑡) ∈ [𝐴𝜀−(𝑡);𝐴𝜀+(𝑡)],

де
𝐴𝜀−(𝑡) = inf

𝑛ℎ≤𝑦≤(𝑛+1)ℎ
𝐴𝜀(𝑦),

𝐴𝜀+(𝑡) = sup
𝑛ℎ≤𝑦≤(𝑛+1)ℎ

𝐴𝜀(𝑦),

при 𝑛ℎ ≤ 𝑡 ≤ (𝑛+ 1)ℎ для деякого фiксованого додатного значення ℎ.
Тодi

∑︁
1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

𝑛ℎ∫︁
(𝑛−1)ℎ

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀−

𝑚𝑗(𝑘ℎ) ≤
𝑡∫︁

0

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧) ≤

≤
∑︁

1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

𝑛ℎ∫︁
(𝑛−1)ℎ

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀+

𝑚𝑗(𝑘ℎ).

Оцiнимо правий вираз нерiвностi

∑︁
1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

𝑛ℎ∫︁
(𝑛−1)ℎ

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀+

𝑚𝑗(𝑘ℎ) =

=
∑︁

1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

[︂
𝐻𝜀

𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− (𝑛− 1)ℎ

)︂
−𝐻𝜀

𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑛ℎ

)︂]︂
𝐴𝜀+

𝑚𝑗((𝑛− 1)ℎ) =

=
∑︁

1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

[︂
𝐻𝜀

𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− (𝑛− 1)ℎ

)︂
−𝐻𝜀

𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑛ℎ

)︂
− ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡)

]︂
𝐴𝜀+

𝑚𝑗((𝑛−1)ℎ)+

+
∑︁

1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡)𝐴
𝜀+
𝑚𝑗((𝑛− 1)ℎ),

де

𝐾𝑖𝑚(𝑡) = 𝑞𝑠𝑘(𝑡)
𝑝
(𝑘)
𝑚∑︀

𝑙,𝑛∈𝐸𝑘

𝑝
(𝑘)
𝑙 𝑎ln

.

Таким чином

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− (𝑛− 1)ℎ

)︂
−𝐻𝜀

𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑛ℎ

)︂
− ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡) −−−−→

𝑔(𝜀)→0
0.

Окрiм цього,

∑︁
1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡)𝐴
𝜀+
𝑚𝑗((𝑛− 1)ℎ) −−−→

𝑇→∞

∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡)𝐴
𝜀+
𝑚𝑗(𝑘ℎ).
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Аналогiчно оцiнюємо лiвий вираз нерiвностi

∑︁
1≤𝑛≤[𝑇/ℎ]

ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡)𝐴
𝜀−
𝑚𝑗((𝑛− 1)ℎ) −−−→

𝑇→∞

∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝐾𝑖𝑚(𝑡)𝐴
𝜀−
𝑚𝑗(𝑘ℎ).

Тодi

0 ≤
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝐴𝜀+
𝑚𝑗(𝑘ℎ)−

∞∫︁
0

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =

∞∑︁
𝑘=0

⎛⎝ℎ𝐴𝜀+
𝑚𝑗(𝑘ℎ)−

(𝑘+1)ℎ∫︁
𝑘ℎ

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ ≤
≤ ℎ

∞∑︁
𝑘=0

(︀
𝐴𝜀+

𝑚𝑗(𝑘ℎ)− 𝐴𝜀−
𝑚𝑗(𝑘ℎ)

)︀
< ℎ.

Аналогiчним чином

0 ≤
∞∫︁
0

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑡)𝑑𝑡−

∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝐴𝜀−
𝑚𝑗(𝑘ℎ) =

∞∑︁
𝑘=0

⎛⎝ (𝑘+1)ℎ∫︁
𝑘ℎ

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑡)𝑑𝑡− ℎ𝐴𝜀−

𝑚𝑗(𝑘ℎ)

⎞⎠ ≤
≤ ℎ

∞∑︁
𝑘=0

(︀
𝐴𝜀+

𝑚𝑗(𝑘ℎ)− 𝐴𝜀−
𝑚𝑗(𝑘ℎ)

)︀
< ℎ.

Тодi

𝐾𝑖𝑚(𝑡)

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑧)𝑑𝑧 − ℎ

⎞⎠ ≤ 𝑇∫︁
0

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧)𝑑𝑧 ≤

≤ 𝐾𝑖𝑚(𝑡)

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑧)𝑑𝑧 + ℎ

⎞⎠ .

В результатi отримуємо

𝑡
𝑔(𝜀)∫︁
0

𝐻𝜀
𝑖𝑚

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)
− 𝑑𝑧

)︂
𝐴𝜀

𝑚𝑗(𝑧)𝑑𝑧 −−→
𝜀→0

𝐾𝑖𝑚(𝑡) ·𝐷𝑚𝑗,

де 𝐷𝑚𝑗 = lim
𝜀→0

∞∫︀
0

𝐴𝜀
𝑚𝑗(𝑧)𝑑𝑧.

Таким чином

𝑋𝜀
𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
−−→
𝜀→0

𝑞𝑠𝑘(𝑡) ·
∑︁
𝑚∈𝐸𝑘

𝑝
(𝑘)
𝑚

𝑝
(𝑘)
𝑖 𝑎𝑖𝑗

𝐷𝑚𝑗 =
𝑞𝑠𝑘(𝑡)

𝜋𝑘
[
−→
1 (𝑠) ⊗−→𝑝 (𝑘)𝐷𝑘]𝑖𝑗.

Оскiльки
𝑋𝜀

𝑖𝑗(1)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
→ 𝑋𝜀

𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
,

Роздiл 1: Математика i статистика
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та
𝑋𝜀

𝑖𝑗(2)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
→ 𝑋𝜀

𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
,

то
𝑝1 ·𝑋𝜀

𝑖𝑗(1)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
+ 𝑝2 ·𝑋𝜀

𝑖𝑗(2)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
→ 𝑋𝜀

𝑖𝑗

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
.

В результатi

𝑝1 ·𝑋𝜀
𝑖𝑗(1)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
+ 𝑝2 ·𝑋𝜀

𝑖𝑗(2)

(︂
𝑡

𝑔(𝜀)

)︂
−−→
𝜀→0

𝑞𝑠𝑘(𝑡) ·
∑︁
𝑚∈𝐸𝑘

𝑝
(𝑘)
𝑚

𝑝
(𝑘)
𝑖 𝑎𝑖𝑗

𝐷𝑚𝑗 =

=
𝑞𝑠𝑘(𝑡)

𝜋𝑘
[
−→
1 (𝑠) ⊗−→𝑝 (𝑘)𝐷𝑘]𝑖𝑗.

Теорему доведено.
В результатi отримано асимптотику розв’язку сумiшi матричних рiвнянь

вiдновлення з нелiнiйним множником нормування часу.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi дослi-

джено асимптотичну поведiнку розв’язкiв багатовимiрних матричних рiвнянь
вiдновлення з нелiнiйним нормуванням часу та розглянуто сумiшi рiвнянь вiд-
новлення, що описують динамiку складних стохастичних систем. Отримано гра-
ничне представлення процесу вiдновлення в умовах нелiнiйної часової апрокси-
мацiї, що узагальнює вiдомi результати для класичних рiвнянь вiдновлення та
розширює можливостi їх застосування у багатовимiрних моделях.

Запропонований пiдхiд дає змогу аналiзувати широкий спектр стохастичних
систем, у яких поведiнка компонент або їх комбiнацiй описується матричними
рiвняннями з нелiнiйним масштабуванням часу.

Отриманi результати є важливим кроком до глибшого розумiння структури
багатовимiрних процесiв вiдновлення та їх довгострокових режимiв.

Перспективи подальших дослiджень можуть охоплювати кiлька напрямiв.
По-перше, цiкавим є розширення отриманих результатiв на випадок випадко-
вих нормувальних множникiв та стохастично залежних компонент сумiшi. По-
друге, доцiльно розглянути рiвняння вiдновлення з бiльш загальними нелiнiй-
ними перетвореннями часу, зокрема з випадковими або iмпульсними нелiнiй-
ностями. По-третє, важливим є застосування отриманих граничних представ-
лень до конкретних моделей випадкової еволюцiї, злитого фазового простору та
стохастичних систем марковського й напiвмарковського типу. Окремий iнтерес
становить також дослiдження швидкостi збiжностi та уточнених асимптоти-
чних формул.

Таким чином, результати роботи вiдкривають можливiсть подальшого роз-
витку асимптотичних методiв у теорiї вiдновлення та створюють основу для
аналiзу ширшого класу багатовимiрних стохастичних систем iз нелiнiйною ча-
совою структурою.

Конфлiкт iнтересiв

Автор заявляє, що не має конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдження,
включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який мiг
би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй статтi.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2026, том 48, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



102 О. А. ЯРОВА

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту

Автор пiдтверджує, що при створеннi даної роботи вони не використовува-
лись технологiї штучного iнтелекту.

Авторськi права ©

(2026). Ярова О. А. Ця робота лi-
цензується вiдповiдно до Creative
Commons Attribution 4.0 International
License.

Список використаної лiтератури
1. Yarova, O. A., & Yeleyko, Ya. I. (2022). Limit theorem for multidimensi-

onal renewal equation. Cybernetics and System Analysis, 58(1), 144–147.
https://doi.org/10.1007/s10559-022-00443-4

2. Yarova, O. A., & Yeleyko, Ya. I. (2021). The renewal equation in nonlinear approximation.
Matematychni Studii, 56(1), 103–106. https://doi.org/10.30970/ms.56.1.103-106

3. Yeleyko, Ya. I., & Nishchenko, I. I. (1993). A limit theorem for a matrix-valued evolution.
Visnyk of Lviv University, Series Mechanics and Mathematics, 53, 102–107.

4. Koroliuk, V. S., & Limnios, N. (2005). Stochastic Systems in Merging Phase Space. Singapore:
World Scientific Publishing Company.

5. Feller, W. (1961). A simple proof for renewal theorems. Communications on Pure and Applied
Mathematics, (14), 285–293.

6. Nishchenko, I. I. (2001). On the asymptotic representation of the normalizing factor for a
random matrix-valued evolution. Theory of Probability and Mathematical Statistics, 64, 129–
135.

7. Iksanov, A. (2016). Renewal Theory for Perturbed Random Walks and Similar Processes. Bi-
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СУЧАСНI ПIДХОДИ ДО ПРОГНОЗУВАННЯ ПРОДАЖIВ У
СИСТЕМАХ ЕЛЕКТРОННОЇ КОМЕРЦIЇ

У статтi представлено комплексний аналiз сучасних методiв прогнозування прода-
жiв у системах електронної комерцiї, охоплюючи еволюцiю вiд традицiйних статисти-
чних пiдходiв до передових технологiй машинного та глибинного навчання. Проведе-
но детальний порiвняльний аналiз ефективностi класичних методiв (авторегресивна
iнтегрована модель ковзного середнього, сезонна авторегресивна iнтегрована модель
ковзного середнього, експоненцiйне згладжування), алгоритмiв машинного навчання
(випадковий лiс, градiєнтне пiдсилення, метод опорних векторiв) та архiтектур гли-
бинного навчання (довготривала короткочасна пам’ять, рекурентний блок iз затвора-
ми, трансформери, двонаправлена довготривала короткочасна пам’ять).

На основi аналiзу високоцитованих дослiджень та офiцiйних результатiв M5 Compe-
tition визначено ключовi метрики продуктивностi, практичнi рекомендацiї щодо вибо-
ру методiв та основнi виклики галузi. Особливу увагу придiлено проблемам холодного
старту, сезонностi, впливу зовнiшнiх факторiв та масштабованостi рiшень для проми-
слових систем з мiльйонами товарних позицiй. Результати дослiдження показують,
що гiбриднi пiдходи та ансамблевi методи демонструють найкращу ефективнiсть у
реальних умовах e-commerce.

Ключовi слова: прогнозування продажiв, електронна комерцiя, машинне навчання,
глибинне навчання, часовi ряди, LSTM, Transformers, Random Forest.

1. Вступ. Прогнозування продажiв у системах електронної комерцiї сьогоднi
є однiєю з найскладнiших i водночас найважливiших задач бiзнес-аналiтики.
За останнє десятилiття обсяги онлайн-торгiвлi зросли вибухово: у 2023 роцi
ринок e-commerce досяг приблизно 5,8 трильйона доларiв США, що створює
безпрецедентнi виклики для традицiйних пiдходiв до прогнозування [1]. Суча-
снi платформи електронної комерцiї працюють iз мiльйонами товарних позицiй,
обробляють мiльярди транзакцiй i мають справу з надзвичайно мiнливою по-
ведiнкою споживачiв, тому класичнi методи часто не справляються з такою
складнiстю.

Особливiсть e-commerce у тому, що данi тут надзвичайно високорозмiрнi:
кiлькiсть товарних позицiй може сягати сотень тисяч чи навiть мiльйонiв, кожен
iз яких має власну сезоннiсть, динамiку продажiв i залежностi вiд зовнiшнiх
факторiв [1]. До цього додається ще одна проблема — слабка автокореляцiя.
На вiдмiну вiд класичних часових рядiв, серiї продажiв у e-commerce часто не
мають стабiльної внутрiшньої структури через високу варiабельнiсть споживчої
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поведiнки [2]. Це робить традицiйнi авторегресiйнi моделi менш ефективними в
таких умовах.

Ще однiєю характерною рисою є переривчастий попит. Багато товарiв прода-
ються нерегулярно, з довгими перiодами нульових продажiв, що значно ускла-
днює побудову прогнозiв [3]. Крiм того, продажi формуються пiд впливом ба-
гатьох чинникiв: внутрiшнiх — таких як цiна, залишки на складi, рейтинги — i
зовнiшнiх, серед яких сезоннiсть, економiчна ситуацiя, активнiсть конкурентiв
чи маркетинговi кампанiї [4].

Точнiсть прогнозiв має критичне значення для ефективностi всiєї системи
електронної комерцiї. Якщо прогнози неточнi, бiзнес стикається або з надли-
шковими запасами, або з дефiцитом товарiв. Надлишковi запаси можуть кошту-
вати до 30% вiд вартостi товару на рiк, тодi як втрати продажiв через дефiцит
у середньому становлять 4–8% [1]. Коли ж прогнози побудованi якiсно, можна
досягати оборотностi запасiв на рiвнi 12–15 разiв на рiк для швидкообертових
товарiв.

Прогнозування також вiдiграє важливу роль у динамiчному цiноутвореннi:
системи, що коригують цiни в реальному часi, спираються саме на оцiнки попи-
ту. Дослiдження показують, що такi механiзми здатнi збiльшити прибуток на
15–25% [4]. У сферi маркетингу точнi прогнози дозволяють краще персоналiзу-
вати пропозицiї, оптимiзувати рекламнi кампанiї й пiдвищити їхню рентабель-
нiсть на 20–30%. Вони ж лягають в основу планування ресурсiв — людських,
технiчних i логiстичних, особливо пiд час пiкових перiодiв продажiв.

Iсторично пiдходи до прогнозування продажiв поступово еволюцiонували.
У 1990–2000 роках переважали класичнi статистичнi методи, зокрема авторе-
гресивна iнтегрована модель ковзного середнього (ARIMA) чи експоненцiйне
згладжування. У 2000–2010-х роках з’явилися алгоритми машинного навчання
— випадковий лiс (Random Forest), опорновекторнi машини (SVM) тощо. Пiсля
2010 року почалася “революцiя глибинного навчання”, коли для прогнозува-
ння часових рядiв активно почали застосовувати довготривалу короткочасну
пам’ять (LSTM) та згортковi нейроннi мережi (CNN). А вже з 2020-х розпоча-
лася ера моделей на базi Transformer i великих мовних моделей, якi вiдкрили
новi горизонти для прогнозування.

Метою цiєї роботи є узагальнити сучаснi пiдходи до прогнозування продажiв
у сферi електронної комерцiї, оцiнити їхню ефективнiсть та запропонувати пра-
ктичнi рекомендацiї щодо вибору оптимальних методiв для рiзних типiв даних
i бiзнес-завдань.

2. Класичнi статистичнi методи прогнозування. Класичнi статисти-
чнi методи прогнозування базуються на припущеннi про стацiонарнiсть часових
рядiв та наявнiсть внутрiшнiх закономiрностей, якi можна виявити та екстра-
полювати на майбутнє.

Просте рухоме середнє (MA) є найбазовiшим методом згладжування, що
усереднює спостереження за фiксований перiод:

𝑀𝐴𝑡 = (𝑋𝑡 +𝑋𝑡−1 + . . .+𝑋𝑡−𝑛+1)/𝑛

де 𝑛 – розмiр вiкна згладжування.
Експоненцiйне згладжування (ES) надає бiльшу вагу нещодавнiм спостере-
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женням через ваги що експоненцiально спадають:

𝑆𝑡 = 𝛼𝑋𝑡 + (1− 𝛼)𝑆𝑡−1

де 𝛼 ∈ [0, 1] – параметр згладжування.
Модель Холта-Вiнтерса розширює експоненцiйне згладжування для обробки

трендiв та сезонностi:

𝐿𝑡 = 𝛼(𝑋𝑡/𝑆𝑡−𝑠) + (1− 𝛼)(𝐿𝑡−1 + 𝑇𝑡−1) рiвень
𝑇𝑡 = 𝛽(𝐿𝑡 − 𝐿𝑡−1) + (1− 𝛽)𝑇𝑡−1 тренд
𝑆𝑡 = 𝛾(𝑋𝑡/𝐿𝑡) + (1− 𝛾)𝑆𝑡−𝑠 сезоннiсть

𝐹𝑡+ℎ = (𝐿𝑡 + ℎ𝑇𝑡)𝑆𝑡+ℎ−𝑠 прогноз

де 𝛽, 𝛾 – параметри згладжування для тренду та сезонностi вiдповiдно, 𝑠 –
перiод сезонностi.

Дослiдження Ramos [3] показали, що експоненцiйне згладжування демон-
струє конкурентнi результати для товарiв зi стабiльними трендами, досягаючи
середньої абсолютної вiдсоткової помилки (MAPE) на рiвнi 8–12% для категорiй
з чiткою сезоннiстю. Однак для товарiв з непостiйним попитом ефективнiсть
знижується до MAPE 25–35%.

Авторегресiйна iнтегрована модель ковзного середнього (ARIMA)(p,d,q) опи-
сується рiвнянням:

(1− 𝜑1𝐿− 𝜑2𝐿
2 − . . .− 𝜑𝑝𝐿

𝑝)(1− 𝐿)𝑑𝑋𝑡 = (1 + 𝜃1𝐿+ 𝜃2𝐿
2 + . . .+ 𝜃𝑞𝐿

𝑞)𝜀𝑡

де:
• 𝐿 – оператор лагу (𝐿𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1)
• 𝜑𝑖 – авторегресiйнi параметри
• 𝜃𝑗 – параметри ковзного середнього
• 𝑑 – ступiнь диференцiювання
• 𝜀𝑡 – бiлий шум з нульовим середнiм та постiйною дисперсiєю
Сезонна авторегресивна iнтегрована модель ковзного середнього (SARIMA)

(p,d,q)(P,D,Q)𝑠 модель розширює ARIMA для обробки сезонних патернiв:

Φ(𝐿𝑠)(1− 𝐿𝑠)𝐷𝜑(𝐿)(1− 𝐿)𝑑𝑋𝑡 = Θ(𝐿𝑠)𝜃(𝐿)𝜀𝑡

де Φ(𝐿𝑠), Θ(𝐿𝑠) – сезоннi авторегресiйнi та MA полiноми.
Порiвняльне дослiдження Ramos [3] на даних роздрiбних продажiв показало:
• ARIMA: середнiй RMSE = 156.3, MAE = 98.7, MAPE = 11.2%
• Моделi просторiв станiв: RMSE = 152.8, MAE = 95.4, MAPE = 10.8%
• Експоненцiйне згладжування: RMSE = 159.1, MAE = 101.2, MAPE = 11.5%
Класичнi методи мають переваги в iнтерпретованостi, швидкостi обчислень

та статистичнiй обґрунтованостi, але демонструють обмеження в контекстi e-
commerce через слабку автокореляцiю, непостiйний попит та складнiсть iнкор-
порування множинних зовнiшнiх факторiв.

3. Моделi машинного навчання. Множинна лiнiйна регресiя в контекстi
прогнозування продажiв моделює залежнiсть мiж цiльовою змiнною та набором
предикторiв:

𝑌𝑡 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1𝑡 + 𝛽2𝑋2𝑡 + . . .+ 𝛽𝑘𝑋𝑘𝑡 + 𝜀𝑡
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де 𝑌𝑡 – обсяг продажiв, 𝑋𝑖𝑡 – предиктори (лаги, календарнi змiннi, цiни тощо).
Гребенева регресiя додає L2 регуляризацiю для боротьби з перенавчанням:

𝐿 = ||𝑌 −𝑋𝛽||2 + 𝜆||𝛽||2

Ласо-регресiя використовує L1 регуляризацiю для автоматичної селекцiї ознак:

𝐿 = ||𝑌 −𝑋𝛽||2 + 𝜆||𝛽||1

Випадковий лiс демонструє особливо високу ефективнiсть у задачах прогно-
зування продажiв завдяки своїй стiйкостi до шуму та здатностi автоматично
виявляти нелiнiйнi залежностi [5]. Математична модель:

𝑓(𝑥) =
1

𝐵

𝐵∑︁
𝑏=1

𝑇𝑏(𝑥)

де 𝑇𝑏(𝑥) – прогноз 𝑏-го дерева.
Дослiдження Tyralis & Papacharalampous [6] показало, що випадковий лiс де-

монструє найкращу продуктивнiсть при використаннi невеликої кiлькостi остан-
нiх лагiв як предикторiв. На 95 часових рядах рiзної природи випадковий лiс
досягав:

• Середнiй корiнь середньоквадратичної помилки (RMSE) на 15–20% ниж-
чий за базовi ARIMA моделi

• Стабiльна продуктивнiсть при рiзних горизонтах прогнозування
• Ефективна робота з пропущеними значеннями

XGBoost (екстремальний градiєнтний бустинг) оптимiзує наступну цiльову
функцiю:

𝐿 =
∑︁
𝑖

𝑙(𝑦𝑖, 𝑦𝑖) +
∑︁
𝑘

Ω(𝑓𝑘)

де 𝑙(·) – функцiя втрат, Ω(𝑓𝑘) – регуляризацiйний терм для 𝑘-го дерева.
Емпiричне порiвняння методiв на основi дослiджень Friedman [7] та Chen

& Guestrin [8] показує, що XGBoost забезпечує покращення точностi на 5–10%
порiвняно з базовими методами випадкового лiсу. Сучаснi оптимiзацiї градi-
єнтного бустингу, такi як LightGBM [9] та CatBoost [10], забезпечують високу
швидкiсть навчання та ефективну роботу з категорiальними ознаками.

Методи пiдтримки векторiв (SVR) мiнiмiзують структурний ризик через ма-
ксимiзацiю маржi в 𝜀-нечутливiй функцiї втрат:

𝐿𝜀(𝑦, 𝑓(𝑥)) = max(0, |𝑦 − 𝑓(𝑥)| − 𝜀)

Переваги SVR включають ефективнiсть в високорозмiрних просторах та
стiйкiсть до викидiв, але обмеженнями є високi обчислювальнi вимоги 𝑂(𝑛3)
та складнiсть пiдбору гiперпараметрiв.

4. Глибинне навчання для прогнозування продажiв. Багатошаровий
персептрон (MLP) для прогнозування продажiв зазвичай складається з вхiдно-
го шару з лаговими значеннями та екзогенними ознаками, декiлькох прихова-
них шарiв з нелiнiйними активацiями та вихiдного шару для прогнозування
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майбутнiх значень. Сучаснi архiтектури LSTM з просторово-часовою увагою
показують високу ефективнiсть [11].

Математична модель багатошарового персептрона:

ℎ1 = 𝑓(𝑊 1𝑥+ 𝑏1)

ℎ2 = 𝑓(𝑊 2ℎ1 + 𝑏2)

...
𝑦 =𝑊𝐿ℎ𝐿−1 + 𝑏𝐿

де 𝑓(·) – функцiя активацiї (ReLU, tanh, sigmoid).
Довготривала короткочасна пам’ять (LSTM) [12] вирiшує проблему зника-

ючих градiєнтiв через спецiальну архiтектуру:

𝑓𝑡 = 𝜎(𝑊𝑓 · [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑓 ) гейт забування
𝑖𝑡 = 𝜎(𝑊𝑖 · [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑖) вхiдний гейт

𝐶𝑡 = tanh(𝑊𝐶 · [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝐶) кандидат значень

𝐶𝑡 = 𝑓𝑡 * 𝐶𝑡−1 + 𝑖𝑡 * 𝐶𝑡 стан комiрки
𝑜𝑡 = 𝜎(𝑊𝑜 · [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑜) вихiдний гейт
ℎ𝑡 = 𝑜𝑡 * tanh(𝐶𝑡) прихований стан

Дослiдження Nguyen [13] показало, що двонаправлена довготривала коро-
ткочасна пам’ять досягає середньої абсолютна вiдсоткової помилки < 9% на
перiодичних часових рядах, обробляючи послiдовнiсть в обох напрямках для
кращого контексту.

Одиниця з рекурентним затвором (GRU) пропонує спрощену архiтектуру:

𝑟𝑡 = 𝜎(𝑊𝑟 · [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡]) гейт скидання
𝑧𝑡 = 𝜎(𝑊𝑧 · [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡]) гейт оновлення

ℎ̃𝑡 = tanh(𝑊 · [𝑟𝑡 * ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡]) кандидат стану

ℎ𝑡 = (1− 𝑧𝑡) * ℎ𝑡−1 + 𝑧𝑡 * ℎ̃𝑡 новий стан

GRU має меншу кiлькiсть параметрiв (на ∼25% менше) та швидший у на-
вчаннi, тодi як LSTM кращий для довгих послiдовностей.

Трансформери [14] використовують механiзм самоуваги для часових рядiв:

𝑄 = 𝑋𝑊𝑄, 𝐾 = 𝑋𝑊𝐾 , 𝑉 = 𝑋𝑊𝑉

Attention(𝑄,𝐾, 𝑉 ) = softmax(𝑄𝐾𝑇/
√︀
𝑑𝑘)𝑉

Temporal Fusion Transformers [15] забезпечують iнтерпретованi багатогори-
зонтнi прогнози з автоматичним вiдбором ознак. Дослiдження Li [16] показало,
що трансформер з багатомасштабними згортками (MSCformer) досягає покра-
щення на 15–20% порiвняно з базовими Transformer моделями. Informer [17]
оптимiзований для довгих послiдовностей завдяки ProbSparse Self-Attention з
обчислювальною складнiстю 𝑂(𝐿 log𝐿).

5. Порiвняльний аналiз пiдходiв. Результати змагання M5 Competiti-
on [18] засвiдчили домiнування ансамблевих методiв у задачах прогнозування
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часових рядiв великої розмiрностi. Найвищi показники точностi продемонстру-
вали моделi, що поєднують градiєнтне бустування (зокрема LightGBM) iз ме-
тодами часткового пулiнгу або корекцiйними нейронними компонентами типу
N-BEATS. Використання ансамблевих стратегiй дало змогу суттєво зменшити
середньозважену помилку прогнозу (WRMSSE) порiвняно з класичними пiдхо-
дами [19].

Таблиця 1.
Результати M5 Competition

Команда WRMSSE Покращення Методологiя
YJ_STU (1-е мiсце) 0.199 22.4% LightGBM ensemble + partial pooling
Matthias (2-е мiсце) 0.186 21.3% LightGBM + N-BEATS correction
mf (3-є мiсце) 0.236 20.2% 43 LSTM models ensemble

Як видно з таблицi, ансамблевi методи забезпечили суттєве пiдвищення то-
чностi прогнозування. Для порiвняння, традицiйнi статистичнi пiдходи проде-
монстрували значно вищi значення похибки [18]:

• ES_bu (найкращий варiант експоненцiйного згладжування): WRMSSE =
0.426;

• ARIMA bottom-up: WRMSSE = 0.829;
• Random Forest: WRMSSE = 0.960.
Додатковий аналiз за горизонтами прогнозування дозволяє простежити ста-

бiльну перевагу сучасних нейромережевих архiтектур над класичними моделя-
ми. Як показано в таблицi 2, моделi типу трансформер забезпечують найменшi
значення середньої абсолютної вiдсоткової похибки (MAPE) на всiх часових
iнтервалах прогнозу [18].

Таблиця 2.
Порiвняння точностi моделей за рiзними горизонтами прогнозування

Горизонт прогнозу Random Forest (MAPE, %) LSTM (MAPE, %) Transformer (MAPE, %)
Короткостроковий (1–7
днiв)

8.2 7.9 7.6

Середньостроковий (1–4
тижнi)

12.1 10.8 10.2

Довгостроковий (1–3 мi-
сяцi)

18.7 16.3 15.1

Отриманi результати пiдтверджують, що зростання складностi моделей ко-
релює з покращенням їхньої узагальнюючої здатностi. Це особливо помiтно у
випадках багаторiвневих iєрархiчних часових рядiв, характерних для систем
електронної комерцiї, де вплив сезонних, промоцiйних та цiнових факторiв має
нелiнiйний характер. Таким чином, використання ансамблевих та глибоких ней-
ронних архiтектур уможливлює досягнення вищої точностi прогнозiв у порiв-
няннi з традицiйними статистичними методами.

6. Виклики та вiдкритi питання. Проблема холодного старту зали-
шається однiєю з найскладнiших в e-commerce прогнозуваннi. Сучаснi пiдходи
включають мета-навчання, трансферне навчання та колаборативну фiльтрацiю
для товарiв:

Prediction𝑖 =
∑︁
𝑗

Similarity(𝑖, 𝑗)× Sales𝑗

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Складна сезоннiсть та нестацiонарнiсть створюють додатковi виклики. Iє-
рархiчна сезоннiсть включає внутрiшньоденну, внутрiшньотижневу, мiсячну та
рiчну компоненти:

𝑌𝑡 = Trend𝑡 +
∑︁
𝑘

Season𝑘,𝑡 + Irregular𝑡

Вплив зовнiшнiх факторiв потребує комплексного моделювання:

Sales𝑡 = 𝑓(Internal_factors𝑡,Economic_indicators𝑡−𝑘)

Масштабованiсть для мiльйонiв товарних позицiй вимагає спецiалiзованих
архiтектурних рiшень та автоматизацiї ML-конвеєра через MLOps практики.

7. Висновки та перспективи розвитку. Проведений аналiз сучасних
пiдходiв до прогнозування в e-commerce показує чiтку тенденцiю до поєднання
рiзних класiв моделей, пiдсилення ролi автоматизацiї та переходу вiд точкових
до ймовiрнiсних прогнозiв. На практицi найбiльш успiшними виявляються си-
стеми, що комбiнують статистичнi моделi, алгоритми машинного навчання та
елементи глибинного навчання, що дозволяє досягати високої стабiльностi та
низьких значень похибок на великих товарних каталогах.

На основi аналiзу та проведених експериментiв можна видiлити кiлька клю-
чових напрямкiв подальших дослiджень:

1) Розробка методiв, здатних швидко реагувати на структурнi змiни в даних
(цiновi коливання, сезоннiсть, ефекти вiдсутностi товару на складi), потен-
цiйно дозволяє суттєво пiдвищити точнiсть прогнозування.

2) Використання пiдходiв на кшталт Bayesian-мереж або conformal prediction
є перспективним кроком до побудови систем, що можуть не лише робити
прогноз, але й коректно оцiнювати ступiнь довiри до нього.

3) Використання великих мовних моделей у задачах аналiзу товарних описiв,
обробки текстових атрибутiв та пiдсилення моделей часових рядiв вiдкри-
ває можливiсть полiпшення результатiв у сегментах, де текст несе суттєву
прогностичну iнформацiю.

4) Унiверсальнi моделi, здатнi працювати у режимах few-shot та zero-shot,
можуть стати новим стандартом для прогнозування в ситуацiях, де iсторiї
даних недостатньо або вона фрагментарна.

З методологiчної точки зору особливий iнтерес становлять пiдходи, орiєн-
тованi на оптимiзацiю бiзнес-метрик. Зокрема, використовуванi у дослiдженнi
варiанти функцiй втрат дають змогу враховувати асиметрiю вартостi помилок
надлишкового та дефiцитного прогнозу:

𝐿business(𝑦true, 𝑦pred) = 𝛼·max(0, 𝑦pred−𝑦true)+𝛽 ·max(0, 𝑦true−𝑦pred)+𝛾 ·|𝑦true−𝑦pred|

Практичний вибiр методологiї у системах прогнозування має залежати пе-
редусiм вiд масштабу даних: статистичнi моделi залишаються доцiльними для
малих вибiрок, класичнi ML-пiдходи добре працюють у дiапазонi до сотень ти-
сяч записiв, а глибиннi архiтектури є найбiльш ефективними при роботi з ве-
ликими та багатовимiрними масивами даних.

Загалом можна очiкувати, що подальша еволюцiя систем прогнозування
продажiв буде рухатися у напрямку бiльш «iнтелектуальних» гiбридних рiшень,
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якi поєднують алгоритмiчну потужнiсть сучасних AI-технологiй з глибоким до-
менним розумiнням бiзнес-процесiв. Впровадження таких систем має потенцiал
суттєво пiдвищити точнiсть прогнозування та одночасно скоротити операцiйнi
витрати компанiй.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.
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«Моделi i методи системного аналiзу в мiждисциплiнарних дослiдженнях» (дер-
жавний облiковий номер 0125U003246).
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IНФОРМАЦIЙНI ТЕХНОЛОГIЇ ТЕСТОВОГО КОНТРОЛЮ
ЗНАНЬ ЗДОБУВАЧIВ ВИЩОЇ ОСВIТИ: ВАРАНТИ ЇХ

МОДЕРНIЗАЦIЇ

У статтi розглянутi рiзноманiтнi пiдходи до обробки та оцiнювання результатiв
тестового контролю за допомогою iнформацiйних систем. Дослiджено принципи по-
будови тестових завдань для перевiрки рiвня знань та технiчна складова системи
оцiнювання, що дозволяють зрозумiти ефективнiсть, переваги та недолiки тестового
методу оцiнювання рiвня знань. Розглянуто використання штучних нейронних мереж
в процесi створення тестових завдань та опрацювання результатiв тестування на ба-
зi архiтектури iнформацiйної системи Moodle. Дослiджено ефективнiсть належного
оцiнювання рiвня знань та навичок здобувачiв вищої освiти модифiкованою системою
академiчного тестування на основi iнтегрованого нейромережевого блоку.

Ключовi слова: академiчне тестування, рiвень знань, iнформацiйнi системи, нейрон-
нi мережi, Moodle.

1. Вступ. Оцiнювання результатiв академiчного тестування є завданням, що
пiдлягає детальному вивченню. Аналiз результатiв, здiйснюваний за допомогою
iнформацiйних систем, надає емпiричнi данi про те, як тестовi завдання рiзних
типiв виконуються в реальних ситуацiях. Отриманi данi пiдлягають обробцi i
аналiзу стосовно таких комплексних характеристик тесту як складнiсть, iндекс
дискримiнацiї та аналiз вiдволiкаючих факторiв. Розрахованi значення вказу-
ють на те, якi тестовi завдання потрiбно змiнити або видалити для покращення
якостi тесту.

Постановка проблеми дослiдження. Розвиток iнформацiйних техноло-
гiй спричинює глибокий вплив на всi сфери людського життя, включаючи освi-
тнiй процес. Закладам вищої освiти та сумiжним установам необхiдно дослi-
джувати новi можливостi використання технологiй для полiпшення навчаль-
ного процесу та автоматизацiї процесу оцiнювання результатiв академiчного
тестування здобувачiв вищої освiти.

Актуальнiсть теми дослiдження. Швидкi темпи розвитку iнформацiй-
них технологiй, поява нових iнформацiйних програм, удосконалення iснуючих
застосункiв, поступово змiнюють способи взаємодiї технологiй мiж собою. За
такого рiзноманiття технологiй важливо виокремити тi їх рiзновиди, що ма-
ють найбiльший потенцiал застосування в сферi контролю знань при складаннi
тестiв та перевiрцi отриманих результатiв.
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Аналiз останнiх дослiджень та публiкацiй. Дослiдженню процесу ав-
томатизацiї контролю знань, зокрема в тестовому його варiантi, та застосуван-
ню iнформацiйних технологiй в цьому аспектi присвяченi роботи вiтчизняних
науковцiв Воротнiкової З. Є. [1], Осмятченка В. О. та Грабарєва А. В. [2], Шу-
бiна I. Ю. [3] та ряду iнших. Серед дослiджень iноземних вчених заслуговують
на увагу результати, отриманi Бейкером Р. С. [4], Корбеттом А. Т. та Андерсо-
ном Дж. Р. [5], Фiнчманом Е. та Вайтлок-Вейнрайтом А. [6].

Мета та завдання дослiдження. Метою наукового дослiдження є аналiз
потенцiалу iнформацiйних технологiй, що можуть бути застосованi для оптимi-
зацiї iснуючих чи впровадження нових програмних рiшень в процесi автомати-
зованого тестового контролю знань здобувачiв вищої освiти на прикладi запро-
вадження нейромережевого модуля в систему управлiння навчанням Moodle.

Досягненню даної мети наукової роботи сприятиме вирiшення наступних
завдань:

• визначення потенцiалу використання iнформацiйних технологiй для опти-
мiзацiї iснуючих чи впровадження нових програмних рiшень оцiнювання
результатiв академiчного тестування здобувачiв вищої освiти;

• дослiдження потенцiйних суперечностей, що можуть виникнути при впро-
вадженнi нових iнформацiйних технологiй в сферi академiчного тестуван-
ня, та намiчання шляхiв їх усунення;

• аналiз специфiки процесу впровадження iнформацiйних технологiй в сферi
академiчного тестування.

Методи дослiдження. Найважливiшими з використаних в процесi дослi-
дження застосування iнформацiйних технологiй в тестовому контролi знань ме-
тодiв є аналiз даних, математичне моделювання, комп’ютернi експерименти,
аналiз принципiв функцiонування програмного забезпечення.

2. Виклад основного матерiалу. Iнформацiйна технологiя електронної
системи Moodle (акронiм вiд англ. Modular Object-Oriented Dynamic Learning
Environment, модульне об’єктно-орiєнтоване динамiчне навчальне середовище)
є навчальною платформою, призначеною для об’єднання педагогiв, адмiнiстра-
торiв i учнiв (студентiв) в iнтегровану систему для створення персоналiзованого
навчального середовища.

Адаптивна система навчання побудована на основi електронної платформи
Moodle, що була обрана завдяки своїй модульнiй архiтектурi, до складу якої
входить iнструментарiй налаштування функцiонування за допомогою викори-
стання плагiнiв та розширень. Moodle є основним середовищем для управлiння
освiтньою дiяльнiстю в режимi реального часу [7].

Для поєднання функцiональностi Moodle з алгоритмами нейронних мереж
необхiдним є реалiзувати програмний iнтерфейс, що виступатиме посередни-
ком мiж Moodle та модулями штучного iнтелекту, розмiщеними на зовнiшнiх
серверах. За допомогою алгоритмiв, що функцiонують на основi нейронних ме-
реж, данi про виконання завдань обробляються в режимi реального часу, що
дозволяє динамiчно коригувати та персоналiзувати освiтнi завдання [8].

До системи Moodle пропонується iнтегрувати модуль адаптивного коригува-
ння активностей, що використовує обробленi данi для створення динамiчної вза-
ємодiї з користувачем за допомогою iснуючих шаблонiв (наприклад, JavaScript),
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налаштованих вiдповiдно до рiвня квалiфiкацiї кожного учня. Модуль персона-
лiзованого зворотного зв’язку використовує моделi обробки природної мови для
створення детальних та персоналiзованих пояснень, що надаються в текстовому
або аудiоформатi за допомогою функцiї перетворення тексту в мовлення [9].

На рисунку 1 представлена дiаграма, що iлюструє взаємодiю мiж Moodle,
iнтерфейсом користувача та модулями штучного iнтелекту. Дiаграма показує
потiк даних, вiд їх збору в Moodle до обробки моделями штучного iнтелекту та
подальших коригувань i зворотного зв’язку, що надаються студентам.

Рис. 1. Архiтектура системи адаптивного навчання. Джерело: [10]

Система використовує алгоритми глибокого та машинного навчання з дов-
гостроковою короткочасною пам’яттю (англ. Long Short-Term Memory, LSTM),
що керують довгостроковими залежностями у вiдстеженнi прогресу тестованих
з часом. Вхiднi функцiї включають журнали активностi з мiтками часу, коефiцi-
єнти успiху та тривалiсть взаємодiї з системою, нормалiзованi для покращення
конвергенцiї пiд час навчання.

Такi характеристики, як час, витрачений на виконання завдань, кiлькiсть
спроб i коефiцiєнти точностi, масштабуються в дiапазонi [0; 1] за допомогою нор-
малiзацiї вiд мiнiмуму до максимуму. Така попередня обробка гарантує стан-
дартизацiю всiх вхiдних даних.

Адаптивна технологiя навчання має модульну архiтектуру, що об’єднує кiль-
ка взаємопов’язаних сегментiв, кожен з яких має певну функцiю в рамках на-
вчального процесу. На етапi введення даних iнформацiя в режимi реального
часу збирається з платформи Moodle. Iнформацiя включає такi параметри, як:
реакцiя студентiв на завдання; час, витрачений на вирiшення завдання; кiль-
кiсть спроб вирiшення; загальна взаємодiя в межах електронної платформи.

Пiсля збору данi обробляються в модулi аналiзу закономiрностей, що вико-
ристовує алгоритми машинного навчання для виявлення вiдповiдних тенденцiй
та закономiрностей в рiвнi успiшностi студентiв, що дозволяє детально оцiнити
iндивiдуальнi сильнi сторони та областi для покращення.

Результати на цьому етапi надходять до модуля генерацiї користувацьких
завдань, де створюються завдання, якi динамiчно коригуються вiдповiдно до
рiвня квалiфiкацiї кожного студента (див. рис. 2).

На данiй схемi: Qavg — середнiй рiвень складностi завдань; Qlast — рiвень
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Рис. 2. Модуль генерацiї завдань за допомогою використанням штучних
нейронних мереж. Джерело [11]

складностi останнього завдання; Davg — середня тривалiсть «обдумування» вiд-
повiдi на питання; Dlast — тривалiсть «обдумування» вiдповiдi на останнє пи-
тання; Tavg — поточна тема завдання; k — порядковий номер чергового для
вирiшення завдання.

У разi використання штучних нейронних мереж прямого поширення вра-
ховувати вiдповiдi на всi питання пропонується подачею на вхiд мереж усере-
днених параметрiв вiдповiдей по кожнiй темi {𝑥𝑖}, для чого до складу системи
вводиться вiдповiдний розрахунковий модуль.

При виборi теми в процесi побудови iндивiдуальної траєкторiї тестування
необхiдно враховувати як вiдповiдi тестованого, так i пов’язанiсть тем мiж со-
бою. Така послiдовнiсть дiй реалiзується задля вирiшення таких завдань щоб
оцiнити володiння матерiалом при переходi мiж темами та їх пiдроздiлами та
оптимiзувати загальну кiлькiсть запитань, що ставляться по кожнiй з тем [12].

На вхiд нейронної мережi (далi — НМ) пропонується подавати вектор ко-
ефiцiєнтiв «ступеня складностi» тем {𝑄𝑖}, що отримується пiдсумовуванням
частки правильних / неправильних вiдповiдей з урахуванням складностi та
пов’язаностi тем. Пiсля того, як тема обрана, другий модуль НМ на основi усе-
реднених даних з конкретної теми повинен визначати складнiсть майбутнього
питання. Логiка зниження чи пiдвищення складностi питань визначається ре-
зультатами, що демонструє тестований безпосередньо пiд час процесу автома-
тизованої перевiрки знань.

На першому етапi розробки системи здiйснюється проектування та навча-
ння модуля НМ, що вiдповiдає за вибiр рiвня складностi. У ходi дослiдження
було проаналiзовано доцiльнiсть використання рiзних моделей НМ з точки зо-
ру належностi даного завдання до конкретного класу завдань, якi вирiшуються
певним типом НМ.

Завдання генеруються за допомогою адаптивних шаблонiв, параметризова-
них вiдповiдно до результатiв аналiзу. Зрештою, модуль зворотного зв’язку вiд-
повiдає за надання студенту детальної iнформацiї про його прогрес, видiлення
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областей успiху та пропонування конкретних рекомендацiй щодо покращення
його успiшностi в критичних областях.

Повний потiк iнформацiї мiж цими модулями представлено на рисунку 3:

Рис. 3. Схема поєднання мiж собою функцiональних блокiв Moodle та модулiв,
що функцiонують на основi штучних нейронних мереж. Джерело: [7]

Система динамiчно коригує складнiсть завдань на основi скоригованого iн-
дексу складностi (англ., Adjusted Difficulty Index, ADI), що слугує основним
показником для адаптацiї освiтнього досвiду [13]. Цей iндекс оцiнює параметри
успiшностi учнiв, включаючи вiдсоток нещодавнiх правильних вiдповiдей (Е);
середнiй час, витрачений на вирiшення завдань (Т); кiлькiсть спроб, необхiдних
для виконання завдання (I). Цi змiннi об’єднанi в рiвняннi (1):

𝐴𝐷𝐼 = 𝛼 · 𝐸 + 𝛽 ·
(︂
1

𝑇

)︂
+ 𝛾 ·

(︂
1

𝐼

)︂
. (1)

В наведенiй рiвностi 𝛼; 𝛽; 𝛾 — ваговi коефiцiєнти, призначенi кожнiй змiннiй,
що калiбруються пiд час фази розробки системи та визначаються за допомогою
алгоритмiв оптимiзацiї протягом перiоду тестування.

Для визначення сильних сторiн та областей знань тестованого проводиться
аналiз результатiв, заснований на рiвнi кореляцiї мiж змiнними успiшностi сту-
дентiв. Система розраховує матрицю коефiцiєнтiв кореляцiї, кожен з елементiв
якої визначається наступним чином (див. рiвняння (2)):

𝑅𝑖𝑗 =
cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)

𝜎𝑥𝑖 · 𝜎𝑥𝑗
. (2)

В рiвняннi (2) 𝑋𝑖; 𝑋𝑗 — окремi змiннi продуктивностi у виконаннi завдань,
такi як точнiсть у певних видах дiяльностi або час, витрачений на їх вирiшення;

cov(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) — значення коефiцiєнту коварiацiї мiж цими змiнними;
𝜎𝑥𝑖 i 𝜎𝑥𝑗 — стандартнi вiдхилення вiдповiдних змiнних.
Значення в матрицi кореляцiї iнтерпретуються для виявлення областей, де

студенти постiйно показують низькi результати, що вказує на потенцiйно слаб-
кi мiсця в системi навчання. В аналiзi також використовується лiнiйна регресiя
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для прогнозування впливу конкретних втручань на успiшнiсть студентiв. Рiв-
няння регресiї визначається як (див. рiвняння (3)):

𝑌 = 𝛽0 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝛽𝑘 ·𝑋𝑘. (3)

В рiвняннi (3) 𝑌 — цiльова змiнна, (наприклад, загальна продуктивнiсть
виконання завдань);

𝑋𝑘 — предикторна змiнна, пов’язана з виконаними дiями;
𝛽𝑘 — коефiцiєнти, що вказують вiдносний внесок кожного предиктора в зна-

чення цiльової змiнної.
Пiд час перевiрки рiвня знань за допомогою використання “класичного” ме-

тоду тестування, основним показником, що характеризує рiвень знань тестова-
ного, є загальний рiвень правильностi виконання всiх завдань тесту, що пропо-
нуються для розв’язання. Бали, отриманi в пiдсумку, “знеособлюються”, тобто
в кiнцевому рахунку невiдомою є точна кiлькiсть балiв, що була набрана при
виконаннi завдань рiзних рiвнiв складностi – усi бали стають рiвнозначними
при пiдрахунку результатiв.

При використаннi нейромережевого блоку, що “пiдбирає” чергове завдан-
ня на основi результатiв правильностi / неправильностi виконання попереднiх
тестових завдань, можливим є вiдстежити, скiльки саме завдань, i якого рiвня
складностi було обрано НМ в процесi виконання завдань всього тесту. Такий ал-
горитм, поряд з визначенням загального рiвня правильностi виконання завдань
тесту (𝑊заг), дозволить визначати вiдсотковий показник правильностi викона-
ння завдань кожного з рiвнiв складностi, сформувавши три додатковi числовi
характеристики виконання завдань тестованим: 𝑊лег; 𝑊сер; 𝑊важ (див. табл. 1).

Таблиця 1.
Вiдноснi показники правильностi / неправильностi виконання завдань тесту

Показник правильностi
виконання завдань певного

рiвня складностi

Умовне
позначення Розрахунок показника

Загальний рiвень правильностi
виконання всiх завдань тесту 𝑤заг 𝑤заг =

𝑚заг
𝑛заг
× 100%

Рiвень правильностi виконання
завдань першого (легкого) рiвня

складностi
𝑤лег 𝑤лег =

𝑚лег
𝑛лег
× 100%

Рiвень правильностi виконання
завдань другого (середнього) рiвня

складностi
𝑤сер 𝑤сер =

𝑚сер
𝑛сер
× 100%

Рiвень правильностi виконання
завдань третього (важкого) рiвня

складностi
𝑤важ 𝑤важ = 𝑚важ

𝑛важ
× 100%

Особливiстю такого методу сортування результатiв виконання тестових зав-
дань, є подiл тестованих на кiлька навчальних груп у майбутньому:

• “звичайнi” тестованi, результати яких в бiльшiй чи меншiй мiрi демонстру-
ють менший показник правильностi виконання завдань при пiдвищеннi рiв-
ня складностi;
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• “вiдмiнники”, що мають однаково високi показники правильностi викона-
ння на завданнях усiх рiвнiв складностi;

• “двiєчники”, що мають однаково низькi показники правильностi виконання
на завданнях усiх рiвнiв складностi;

• “унiкуми”, що демонструють низькi показники правильностi виконання
завдань легкого рiвня складностi, проте високi показники правильностi ви-
конання важких завдань.

У графiчному виглядi такий алгоритм пiдбору завдань з вiдповiдним рiвнем
складностi виглядає наступним чином (див. рис. 4).

Рис. 4. Схема поєднання мiж собою функцiональних блокiв Moodle та модулiв,
що функцiонують на основi штучних нейронних мереж. Джерело: [7]

Для перевiрки робочої гiпотези дослiдження, що полягає в оцiнюваннi ефе-
ктивностi використання нейромережевого модуля пiд час тестового контролю
рiвня знань здобувачiв вищої освiти, було органiзовано та проведено педагогi-
чний експеримент iз використанням реальних i модельних даних. Необхiднiсть
такого експерименту зумовлена потребою емпiрично вiдокремити ефект засто-
сування адаптивного алгоритму пiдбору завдань вiд впливу випадкового вга-
дування та iндивiдуальної варiативностi пiдготовки здобувачiв.

Експериментальна частина дослiдження була спроєктована таким чином,
щоб забезпечити порiвняннiсть результатiв у рiзних умовах тестування та во-
дночас зберегти зв’язок iз реальними процедурами зовнiшнього оцiнювання. З
цiєю метою як вихiдну емпiричну базу використано результати нацiонального
мультипредметного тесту з математики, продемонстрованi здобувачами пiд час
вступу до закладiв вищої освiти. Подальший дизайн дослiдження передбачав
порiвняння цих результатiв iз даними адаптивного тестування та з результата-
ми iмiтацiйного моделювання, що дозволило реалiзувати трикомпонентну схему
аналiзу.

Такий пiдхiд дав змогу розглядати ефективнiсть нейромережевого модуля
не лише з позицiй змiни пiдсумкових балiв, але й з точки зору трансформацiї
структури розподiлу результатiв i дiагностичної чутливостi тесту до реального
рiвня предметних компетентностей здобувачiв.
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Для формування базової групи учасникiв (𝐺1) як вихiдну емпiричну основу
було використано результати складання нацiонального мультипредметного те-
сту (НМТ) з математики пiд час вступної кампанiї 2025 року. Вибiр саме НМТ
з математики зумовлено тим, що цей субтест має стандартизовану структуру,
є обов’язковим для значної частини вступникiв i забезпечує достатню варiатив-
нiсть рiвнiв складностi завдань для подальшого порiвняльного аналiзу.

У дослiдженнi як емпiричну базу було використано вiдкритий набiр даних,
зiбраний та опублiкований авторами в статтi [14]. Цей датасет мiстить деталь-
нi результати проходження стандартизованого тестування з математики для
великої когорти випускникiв середнiх шкiл України, зокрема данi щодо пра-
вильних вiдповiдей, балiв за шкалою оцiнювання та демографiчної iнформацiї.
До вибiрки включено 1000 вступникiв, якi виконували математичний субтест у
штатному режимi НМТ, тобто в умовах зовнiшнього стандартизованого оцiню-
вання, без будь-яких процедур адаптивного добору завдань. У контекстi даного
дослiдження результати цiєї групи iнтерпретуються як «неадаптивний еталон»,
оскiльки учасники виконували фiксований за структурою тест, а складнiсть на-
бору завдань для кожного учасника не коригувалася в процесi виконання тесту.
Такий пiдхiд дозволяє використовувати 𝐺1 як базу для подальшого зiставлення
з результатами адаптивного тестування (контрольна група) та з результатами
iмiтацiйного моделювання.

Структура експериментального тесту була побудована за аналогiєю до стру-
ктури загальнонацiональних тестiв з математики, що проводилися Українським
центром оцiнювання якостi освiти у 2025 роцi, що забезпечувало змiстову та
форматну порiвняннiсть результатiв. В основу було покладено типовий формат
НМТ з математики, який включає завдання рiзних типiв i рiвнiв складностi,
спрямованi на перевiрку як базових обчислювальних умiнь, так i сформова-
ностi аналiтичного мислення та навичок розв’язування нестандартних задач.
Нацiональний тест з математики у 2025 роцi мiстив 22 завдання, якi поєднува-
ли завдання з вибором однiєї правильної вiдповiдi, завдання на встановлення
вiдповiдностей та завдання вiдкритої форми з короткою числовою вiдповiддю.
Така структура дозволяє забезпечити багатовимiрну перевiрку математичних
компетентностей, оскiльки рiзнi формати завдань залучають вiдмiннi когнiтив-
нi стратегiї та рiвнi опрацювання iнформацiї.

Система оцiнювання у межах НМТ передбачала максимальний результат 32
бали. Завдання з вибором однiєї правильної вiдповiдi оцiнювалися дихотомiчно
(0 або 1 бал), що вiдповiдає класичнiй моделi тестiв iз закритими питання-
ми. Завдання на встановлення вiдповiдностей передбачали оцiнювання кожної
правильно встановленої пари, що забезпечувало часткову градацiю результа-
ту в межах одного завдання. Завдання вiдкритої форми з короткою вiдповiд-
дю оцiнювалися за принципом повної правильностi вiдповiдi, iз нарахуванням
двох балiв у разi коректного результату. В експериментальному варiантi тесту
збережено загальну логiку структури та змiстове наповнення, також систему
нарахування балiв за правильнiсть виконання завдань.

Максимальна кiлькiсть балiв, що можна було набрати за виконання експе-
риментального тесту, становила 32 бали.

Отже, 𝐺− 1 репрезентує реальний «вхiдний рiвень» математичної пiдготов-
ки вступникiв 2025 року та слугує статистичною базою для (а) порiвняння з
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повторним тестуванням тих самих осiб у форматi адаптивного нейромереже-
вого пiдбору завдань, а також (б) параметризацiї iндивiдуальних iмовiрнiсних
моделей здобувачiв у контурi iмiтацiйного моделювання.

Друга група дослiдження (𝐺2) формувалася зi здобувачiв першого року на-
вчання ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет» з факультету мате-
матики та цифрових технологiй та факультету iнформацiйнихтехнологiй, якi
добровiльно проходили дiагностичне тестування з математики в електронному
освiтньому середовищi. Обсяг цiєї вибiрки становив 200 студентiв, що вiдповiдає
формату пiлотного впровадження адаптивного тестування в унiверситетськiй
практицi. Контроль знань здiйснювався на платформi Moodle, яка забезпечува-
ла унiфiковану процедуру проведення тесту, автоматизований облiк вiдповiдей
та стандартизоване нарахування балiв.

До системи тестування було iнтегровано нейромережевий модуль адаптив-
ного пiдбору завдань, який у процесi виконання тесту коригував складнiсть
наступних елементiв вiдповiдно до поточної успiшностi здобувача. У результа-
тi кожен учасник проходив iндивiдуалiзовану траєкторiю тестування, у межах
якої послiдовнiсть i складнiсть завдань визначалися алгоритмiчно. Такий пiд-
хiд дозволяв пiдтримувати належний рiвень дiагностичної чутливостi тесту для
студентiв iз рiзним рiвнем пiдготовки.

Оскiльки персональне зiставлення результатiв НМТ i результатiв унiверси-
тетського тестування не здiйснювалося, друга група не розглядалася як про-
довження базової вибiрки на iндивiдуальному рiвнi. Натомiсть її результати
використовувалися для агрегованого порiвняння групових розподiлiв балiв iз
даними НМТ, що дало змогу оцiнити змiну структури результатiв при пере-
ходi вiд фiксованого формату тестування до адаптивного. У цьому контекстi
𝐺2 виконує роль контрольної вибiрки, яка вiдображає результати застосуван-
ня нейромережевого модуля в реальному освiтньому середовищi закладу вищої
освiти та створює пiдґрунтя для зiставлення з базовими даними та результатами
iмiтацiйного моделювання.

У межах третьої групи дослiдження (𝐺3) було реалiзовано iмiтацiйне мо-
делювання, спрямоване на вiдтворення очiкуваної поведiнки здобувачiв у се-
редовищi адаптивного тестування за умови незмiнного рiвня їхнiх знань. На
вiдмiну вiд першої та другої груп, де використовувалися реальнi результати
тестування, у 𝐺3 застосовувалися iндивiдуальнi стохастичнi моделi студентiв,
параметризованi на основi фактичних результатiв НМТ з математики. Такий
пiдхiд дозволив сформувати контрфактичний сценарiй, у якому зберiгається
iндивiдуальний профiль знань здобувача, але усувається вплив подальшого на-
вчання, мотивацiйних змiн чи ситуативних факторiв повторного тестування.

Для кожного учасника базової групи було побудовано iндивiдуальну модель,
що вiдображала структуру його предметної пiдготовки за тематичними роздi-
лами математичного блоку НМТ 2025 року. Параметризацiя здiйснювалася на
основi частки правильних вiдповiдей у межах кожного змiстового компонен-
та. Вiдповiдно до офiцiйної програми НМТ з математики, цi компоненти охо-
плюють числа i вирази, рiвняння та нерiвностi iз системами, функцiї, елементи
комбiнаторики i початки теорiї ймовiрностей, а також планiметрiю та стереоме-
трiю [15]. Саме за цими змiстовими лiнiями формувався вектор iндивiдуальних
ймовiрностей правильної вiдповiдi.
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У межах моделi кожне завдання певного роздiлу розглядалося як випадкова
подiя з iмовiрнiстю успiху, що дорiвнює емпiрично спостереженiй частцi пра-
вильних вiдповiдей студента у цьому роздiлi пiд час НМТ. Таким чином, модель
не «навчалася» i не змiнювала свої параметри, а вiдтворювала стабiлiзований
профiль знань. Наприклад, якщо здобувач продемонстрував 0.7 правильних
вiдповiдей у блоцi, пов’язаному з функцiями, то пiд час iмiтацiї кожне завдан-
ня цього блоку виконувалося правильно з iмовiрнiстю 0.7. Така схема дозволяє
трактувати модель як статистичний еквiвалент студента з фiксованим рiвнем
компетентностi.

Iмiтацiйне тестування в 𝐺3 здiйснювалося з використанням того самого ней-
ромережевого адаптивного алгоритму пiдбору завдань, що й у контрольнiй гру-
пi. Для кожної iндивiдуальної моделi проводилося десять повних прогонiв те-
сту, пiсля чого результати агрегувалися шляхом усереднення пiдсумкових балiв.
Багаторазове повторення симуляцiї дало змогу зменшити вплив випадкових ко-
ливань i отримати стабiльну оцiнку очiкуваного результату в адаптивному се-
редовищi.

Таким чином, група 𝐺3 виконувала функцiю аналiтичного еталона, який
дозволяв вiдокремити ефект адаптивного алгоритму вiд реального когнiтивного
прогресу здобувачiв. Якщо результати контрольної групи (𝐺2) вiдхиляються вiд
𝐺3, це може свiдчити про навчальний ефект або змiну рiвня пiдготовки. Якщо
ж 𝐺2 i 𝐺3 демонструють подiбнi розподiли, то спостережуванi змiни зумовленi
переважно властивостями адаптивного добору завдань. У цьому сенсi iмiтацiйна
складова пiдвищує внутрiшню валiднiсть експерименту та дозволяє коректнiше
iнтерпретувати отриманi результати.

Для кiлькiсної перевiрки вiдмiнностей мiж результатами фiксованого неада-
птивного тестування та результатами, очiкуваними в адаптивному середовищi
за збереженого iндивiдуального профiлю знань, було здiйснено порiвняння ба-
зової групи (𝐺1) та групи iмiтацiйного моделювання (𝐺3). В якостi емпiричної
основи використано агрегованi розподiли балiв, отриманi в ходi експерименту,
описаного ранiше Розподiли згруповано за трьома iнтервалами пiдсумкових ба-
лiв, що вiдповiдають низькому, середньому та високому рiвням результатiв.

Таблиця 2.
Порiвняння результатiв базової групи (𝐺1) та групи

iмiтацiйного моделювання (𝐺3)

Дiапазон
балiв

𝐺1: НМТ без
адаптивного
модуля (осiб)

𝐺3:
iмiтацiйне

моделювання
(осiб)

Абсолютна
змiна

Вiдносна
змiна, %

0–15 122 275 +153 +125.4
16–21 690 549 −141 −20.4
22–32 188 176 −12 −6.4

Наведенi данi свiдчать про суттєвий перерозподiл результатiв мiж дiапазо-
нами. Найбiльш виражена змiна спостерiгається у нижньому iнтервалi балiв,
де кiлькiсть результатiв у 𝐺3 зросла на 125.4% порiвняно з базовою групою.
Водночас у середньому дiапазонi зафiксовано зменшення на 20.4%, що вказує
на скорочення частки результатiв, якi ранiше концентрувалися в цiй зонi. У
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верхньому дiапазонi змiни є мiнiмальними − зменшення становить лише 6.4%,
що в межах дослiджуваної вибiрки не можна вважати статистично вагомим
вiдхиленням. Такий характер змiн узгоджується з iнтерпретацiєю, наведеною
у вихiдному описi експерименту: значна частина учасникiв, якi пiд час всту-
пного тестування демонстрували середнiй рiвень, у середовищi адаптивного (у
даному випадку модельованого) тестування переходять до нижчого дiапазону
результатiв. Фактично це означає, що частина здобувачiв, якi у фiксованому
тестi могли потрапити до категорiї «середнiх» за рахунок випадкового вгадува-
ння, в адаптивному форматi демонструють результати, ближчi до їх реального
рiвня пiдготовки.

Iмiтацiйна модель, у якiй вiдповiдi генеруються вiдповiдно до iндивiдуаль-
них iмовiрностей правильних вiдповiдей за змiстовими роздiлами, зменшує
вплив ситуативних факторiв i випадкових успiхiв. Саме тому спостерiгається
перетiкання частини результатiв iз середнього iнтервалу до нижнього, тодi як
група високих результатiв залишається вiдносно стабiльною. Отже, зiставлення
𝐺1 та 𝐺3 демонструє, що адаптивна логiка пiдбору завдань (навiть у модель-
ному вiдтвореннi) пiдвищує дiагностичну роздiльну здатнiсть тесту i зменшує
ефект випадкового завищення балiв. Це опосередковано пiдтверджує гiпотезу
про доцiльнiсть використання нейромережевого адаптивного пiдбору завдань
для бiльш валiдного вимiрювання рiвня навчальних досягнень.

Для оцiнювання вiдмiнностей мiж результатами стандартизованого тесту-
вання пiд час вступу та результатами дiагностичного тестування на першому
курсi було здiйснено порiвняння показникiв другої групи (𝐺2). Аналiз прово-
дився на рiвнi агрегованих розподiлiв балiв за трьома iнтервалами, що вiдповiд-
ають низькому, середньому та високому рiвням результатiв. Оскiльки на етапi
пiдготовки рукопису повнi емпiричнi данi ще узагальнюються, нижче наведено
iлюстративний приклад розподiлу, змодельований за аналогiєю до тенденцiй,
виявлених у базовiй вибiрцi. Цi данi мають демонстрацiйний характер i вико-
ристовуються для представлення пiдходу до аналiзу.

Таблиця 3.
Приклад порiвняння результатiв НМТ та тестування на 1 курсi (𝐺2, 𝑛 = 200,

модельнi данi)
Дiапазон

балiв НМТ (осiб) Тест на 1
курсi (осiб)

Абсолютна
змiна

Вiдносна
змiна, %

0–15 25 55 +30 +120.0
16–21 130 110 −20 −15.4
22–32 45 35 −10 −22.2

Наведений розподiл демонструє тенденцiю до зростання частки низьких ре-
зультатiв та вiдповiдного скорочення середнього дiапазону, тодi як сегмент ви-
соких балiв змiнюється помiрно. Подiбна конфiгурацiя узгоджується з логiкою
адаптивного тестування, за якої зменшується вплив випадкового вгадування i
пiдвищується вимогливiсть до стабiльностi знань. Частина здобувачiв, якi у фi-
ксованому форматi могли демонструвати «середнi» результати, в адаптивному
середовищi переходять до нижчого iнтервалу, що свiдчить про бiльш консерва-
тивне й водночас точнiше вимiрювання рiвня пiдготовки.
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Водночас iнтерпретацiя таких змiн у межах𝐺2 потребує обережностi, оскiль-
ки тут потенцiйно поєднуються кiлька чинникiв: ефект адаптивного алгоритму,
навчальна динамiка першого курсу, а також природна варiативнiсть повторно-
го тестування. Саме тому результати 𝐺2 у подальшому доцiльно розглядати
у поєднаннi з аналiзом 𝐺1 та 𝐺3, де вплив окремих факторiв розмежовується
бiльш чiтко.

Узагальнюючи результати педагогiчного експерименту, представленi в
табл. 2 i табл. 3, можна вiдзначити узгоджену тенденцiю до перерозподiлу ре-
зультатiв у бiк нижчих дiапазонiв балiв за умов адаптивного пiдбору завдань.
Як у моделюваннi (𝐺3), так i в реальному унiверситетському тестуваннi (𝐺2)
спостерiгається скорочення частки «середнiх» результатiв i вiдносна стабiль-
нiсть групи високих досягнень, що свiдчить про зменшення впливу випадко-
вого вгадування та пiдвищення дiагностичної чутливостi тесту. У сукупностi
цi результати пiдтверджують, що нейромережевий адаптивний пiдбiр завдань
сприяє бiльш чiткiй стратифiкацiї здобувачiв за рiвнем пiдготовки та створює
передумови для бiльш валiдного i педагогiчно iнформативного оцiнювання на-
вчальних досягнень.

3. Висновки. Одним iз дiєвих iнструментiв, що може бути використаний
в процесi розробки завдань та перевiрки результатiв академiчного тестування,
є штучнi нейроннi мережi як складова iнформацiйних технологiй. Їх застосу-
вання допомагає спростити роботу розробникiв тестових завдань та бiльш ефе-
ктивно створювати профiлi знань тестованих.

Проведений експеримент з оцiнювання рiвня знань тестованих з математики
пiдтвердив припущення про ефективнiсть використання нейромережевого бло-
ку, що був iнтегрований до електронної системи навчальної платформи Moodle.

Майбутнi дослiдження можуть бути зосередженi на оптимiзацiї алгоритмiв
глибокого навчання та зменшеннi їхньої обчислювальної складностi для полег-
шення їх впровадження в освiтнiх закладах з обмеженими ресурсами. Також
було б цiнним дослiдити iнтеграцiю нових технологiй, таких як вiртуальна ре-
альнiсть або аналiтика навчання, в освiтнiй процес.
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МЕТОД ДIАГНОСТУВАННЯ ВИПАДКIВ ПНЕВМОНIЇ НА
ОСНОВI КОМПОНЕНТНОЇ СТРУКТУРИ МОДЕЛI ТА

АЛГОРИТМIВ ГЛИБОКОГО НАВЧАННЯ

У статтi розглянуто задачу автоматизованого виявлення пневмонiї на рентгенiв-
ських знiмках грудної клiтини. Проведено аналiз iснуючих пiдходiв на основi глибо-
кого навчання та Transfer Learning. Виявлено, що класичнi глибокi мережi (ResNet,
VGG) часто є надлишковими для задач бiнарної класифiкацiї з обмеженою варiатив-
нiстю класiв. Запропоновано метод, в основi якого лежить модифiкована архiтектура
згорткової нейронної мережi (CNN) з компонентною структурою, деталiзованою в ро-
ботi, резидуальними з’єднаннями блокiв та оптимiзованою кiлькiстю шарiв. Окремо
представлено етап попередньої обробки даних, розширений аугментацiєю для усуне-
ння дисбалансу класiв. Наведено результати проведеного експериментального дослi-
дження на вiдкритому наборi даних. Досягнуто для результуючої моделi показникiв
точностi 98.41% та чутливостi 98.29%, що пiдтверджує ефективнiсть запропонованого
методу порiвняно з базовими архiтектурами моделей.

Ключовi слова: пневмонiя, дiагностування, рентгенiвськi знiмки, згортковi нейроннi
мережi, глибоке навчання, обробка медичних зображень, аугментацiя даних.

1. Вступ. Пневмонiя залишається однiєю з провiдних причин смертностi вiд
iнфекцiйних хвороб у свiтi. Лише у 2019 роцi вiд цього захворювання померло
близько 2,5 мiльйона осiб [1]. Клiнiчнi прояви пневмонiї можуть варiюватися
вiд легких симптомiв до критичних станiв, що ускладнює своєчасну дiагностику.
Легкi симптоми та ускладнений доступ до медичних фахiвцiв у багатьох країнах
стають критичною комбiнацiєю за умов пiдвищеної смертностi. Це пiдкреслює
важливiсть виявлення випадкiв пневмонiї на практицi.

Основним методом виявлення захворювання є рентгенографiя грудної клi-
тини. Проте iнтерпретацiя знiмкiв є складним завданням, що залежить вiд
квалiфiкацiї лiкаря та пiддається впливу людського фактору, що може бути
виражений у втомi фахiвця, суб’єктивностi його прийняття рiшень. Сучасний
розвиток методiв штучного iнтелекту, зокрема засобiв комп’ютерного зору, до-
зволяє створювати системи пiдтримки прийняття лiкарських рiшень (СППР),
якi б допомагали медичним фахiвцям пiд час встановлення дiагнозiв. СППР
може надати базове рiшення, видiлити пiдстави для таких рiшень, а медичний
фахiвець може прийняти остаточне рiшення, при цьому спираючись на резуль-
тати роботи моделi розпiзнавання i уникаючи таким чином впливу людського
фактору.
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Розробка ефективних стосовно використання ресурсiв та точних моделей
автоматизованого розпiзнавання патологiй у виглядi пневмонiї на медичних зо-
браженнях є актуальною науково-практичною задачею.

2. Постановка завдання. У роботi має бути розв’язано задачу автома-
тизованого виявлення пневмонiї з врахуванням додаткових умов, якi можна
розглядати як обмеження для цiєї задачi.

Загалом автоматизоване виявлення пневмонiї лежить в основi вiдповiдної
задачi дiагностування, за результатами розв’язання якої встановлюється оста-
точний дiагноз за конкретним розглянутим випадком. Кожен випадок пред-
ставлений зображенням, що формується як рентгенiвський знiмок. Вiдповiдно
вхiдними даними для задачi є сам 𝑖-ий файл зображення 𝑃𝑖, який може мати
рiзний формат представлення. Сам формат зображення впливає безпосередньо
на те, в якому порядку та яка саме безпосередньо структура даних подається на
вхiд. Тому деталiзувати структуру 𝑃𝑖 не є доцiльним, оскiльки вибiр формату
значно впливає на структуру даних.

Виходом задачi є клас 𝐶𝑖, який для 𝑖-го випадку можливого захворюван-
ня пацiєнта на пневмонiю визначає, чи є патологiя на знiмку, яка вiдповiдає
пневмонiї, чи немає. Тобто клас 𝐶𝑖 може приймати значення 1, коли пневмонiя
виявлена, або 0, коли пневмонiя не виявлена.

Безпосередньо розв’язанням задачi автоматизованого виявлення пневмонiї
є визначення виду функцiї 𝑓 , яка визначає, яким чином вхiднi данi мають бути
перетворенi на вихiднi на наявних 𝑁 екземплярах:

𝐶𝑖 = 𝑓(𝑃𝑖), 𝑖 = 1, 𝑁.

Додатковими вимогами до виду цiєї функцiї, якi мають бути врахованi в
роботi, є забезпечення високої точностi перетворення з оптимiзацiєю структу-
ри моделi, яка визначає це перетворення, для зменшення складностi моделi, а
таким чином вимог до необхiдних обчислювальних ресурсiв.

3. Огляд лiтератури. Проведений огляд лiтератури, в якiй представленi
результати дослiджень щодо автоматизованого розпiзнавання пневмонiї, демон-
струє активне вивчення даної проблеми. Загалом сучаснi пiдходи до аналiзу
медичних зображень базуються на використаннi рiзних варiантiв згорткових
нейронних мереж або convolutional neural networks (CNN).

Дослiдження [2] використовує модель CNN на основi архiтектури VGG-19,
здiйснюючи розпiзнавання за рядом класiв, включаючи COVID-19, туберкульоз
та пневмонiю. У роботi [3] класифiкацiя здiйснюється за 3 можливими варiан-
тами: наявнiсть пневмонiї як результату COVID-19, наявнiсть пневмонiї, яка
не вiдноситься до результату COVID-19 та вiдсутнiсть пневмонiї, використо-
вуючи для цього модель на основi архiтектури EfficientNet CNN. Дослiдження
[4] направлено також на розпiзнання на рентгенiвських знiмках одразу 3 кла-
сiв: COVID-19, пневмонiя, нормальний стан, застосовуючи гiбридну архiтекту-
ру моделi, що базується на поєднаннi архiтектури XceptionNet CNN та зорових
трансформерiв. Подiбний пiдхiд використовується також i в роботi [5], при цьо-
му класифiкацiя реалiзується на вiрусну пневмонiю, бактерiальну, COVID-19 та
нормальний стан, а в гiбриднiй моделi застосовуються також механiзми уваги.

У дослiдженнi [6] розглядаються такi архiтектури CNN моделей як Effici-
entNet, CheXNet, ResNet50 та рiзнi варiанти ланцюжка передобробки даних,
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якi потiм передаються моделi. У пiдсумку обрано модель на основi архiтекту-
ри CheXNet та ланцюжок передобробки, що послiдовно включає змiну розмi-
ру, сегментацiю легенiв, вирiвнювання гiстограми, нормалiзацiю. Класифiкацiя
вiдбувається тiльки на наявнiсть та вiдсутнiсть пневмонiї.

Багато дослiдникiв використовують пiдхiд Transfer Learning, застосовуючи
попередньо навченi моделi. Такий пiдхiд застосовувався й у роботi [7], де авто-
ри використовували вже доступний педiатричний набiр даних рентгенiвських
знiмкiв грудної клiтки для класифiкацiї випадкiв пневмонiї, адаптуючи CNN
до цiєї задачi. Цей пiдхiд також застосований в роботах [8]-[10].

У роботi [8] класифiкацiя вiдбувається в 3 варiацiях: перша — нормальний
стан або пневмонiя, друга — бактерiальна або вiрусна пневмонiя, третя — нор-
мальний стан, бактерiальна пневмонiя, вiрусна пневмонiя. Попередньо навченi
моделi мали архiтектури AlexNet, ResNet18, DenseNet201, SqueezeNet. Найкра-
щi результати були отриманi за архiтектурою DenseNet201. У свою чергу в робо-
тах [9, 10] здiйснюється бiнарна класифiкацiя, при цьому фреймворк у роботi [9]
використовує в основi одразу ряд моделей: Xception, VGG16, ResNet152V2, а до-
слiдження [10] має своїм результатом модель на основi архiтектури DenseNet169.

Попри високi результати, подiбнi моделi зазвичай мiстять надто багато па-
раметрiв для вiдносно простої бiнарної класифiкацiї, а саме така постановка цiєї
задачi розглядається в данiй роботi, й потребують значних обчислювальних ре-
сурсiв. Через це виникає потреба у розробцi спецiалiзованих архiтектур, якi
поєднували б точнiсть i обчислювальну ощаднiсть та забезпечували стабiльний
градiєнтний потiк пiд час навчання.

4. Матерiали i методи. Метод дiагностування випадкiв пневмонiї, який
представлено в цiй роботi, складається з послiдовностi основних етапiв, що
включають:

• отримання набору зображень рентгенiвських знiмкiв грудної клiтини для
формування навчальної та валiдацiйної вибiрок;

• попереднє оброблення зображень рентгенiвських знiмкiв грудної клiтини
з навчальної та валiдацiйної вибiрок;

• створення моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї за описаною нижче
структурою;

• навчання моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї на основi навчальної та
валiдацiйної вибiрок;

• отримання зображення нового рентгенiвського знiмку грудної клiтини;
• попередня обробка отриманого зображення рентгенiвського знiмку грудної
клiтини;

• класифiкацiя навченою моделлю розпiзнавання випадкiв пневмонiї отри-
маного i передобробленого зображення та вiзуалiзацiя результату;

• прийняття рiшення щодо остаточного дiагнозу медичним фахiвцем на осно-
вi результатiв роботи моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї.

Оскiльки нерiдко в конкретних вибiрках кiлькiсть екземплярiв є достатньо
обмеженою щодо формування зокрема валiдацiйної вибiрки, зважаючи на не-
велику загальну кiлькiсть спостережень, то для реалiзацiї етапу попереднього
оброблення зображень рентгенiвських знiмкiв грудної клiтини з навчальної та
валiдацiйної вибiрок для пiдвищення узагальнюючої здатностi навченої моделi
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розпiзнавання випадкiв пневмонiї та боротьби з дисбалансом класiв запропоно-
вано застосовувати методи аугментацiї даних:

• змiна масштабу;
• випадкове обертання;
• змiна яскравостi;
• горизонтальнi та вертикальнi зсуви;
• зсув iз деформацiєю;
• горизонтальне вiдображення.

Ключовим елементом запропонованого методу є розроблена архiтектура мо-
делi CNN. На вiдмiну вiд стандартних послiдовних моделей, запропонована
структура моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї побудована на основi взає-
модiючих блокiв у складi компонентiв. Кожен такий компонент мiстить блоки
загальної моделi, якi мають резидуальнi (залишковi) з’єднання, що дозволяє
уникнути проблеми згасання градiєнта при навчаннi глибоких нейронних ме-
реж.

Структурно розроблена модель розпiзнавання випадкiв пневмонiї складає-
ться з трьох логiчних компонентiв:

• вхiдного каскаду;
• тiла мережi;
• класифiкатора.

Перший компонент моделi, вхiдний каскад, призначений для швидкого змен-
шення просторової розмiрностi вхiдного зображення та видiлення первинних
ознак.

Вхiдний каскад включає наступну внутрiшню структуру:

• згортковий шар (Conv2D) з ядром розмiром 7× 7 пiкселiв, кроком рiвним
2 та 32 фiльтрами. Велике ядро дозволяє охопити ширший рецептивний
простiр на початку;

• шар пакетної нормалiзацiї та функцiю активацiї LeakyReLU (alpha = 0.01);
• шар максимального пулiнгу (MaxPooling2D) розмiром 3 × 3 iз кроком 2,
що додатково зменшує розмiрнiсть карт ознак у 4 рази порiвняно з вхiдним
зображенням, знижуючи обчислювальне навантаження на наступнi шари.

Функцiю активацiї LeakyReLU 𝛿(𝑥) запропоновано використовувати у ви-
глядi:

𝛿(𝑥) =

{︃
0.01𝑥, якщо 𝑥 < 0;

𝑥, якщо 𝑥 ≥ 0.

Основний компонент архiтектури моделi, тiло мережi, побудований з по-
слiдовностi чотирьох резидуальних блокiв. Кожен блок виконує перетворення
вхiдного тензора 𝑥 у вихiдний сигнал 𝑦 за правилом додавання залишку:

𝑦 = 𝛿(𝐹 (𝑥, {𝑊𝑖}) + 𝑥),

де 𝑥 — вхiдний вектор блоку, 𝑦 — вихiдний вектор, 𝐹 (𝑥, {𝑊𝑖}) — залишкова
функцiя, що навчається (результат роботи згорткових шарiв).

Внутрiшня структура кожного блоку включає:
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• головний шлях: Conv2D (ядро 3×3) — пакетна нормалiзацiя — LeakyReLU —
Conv2D (ядро 3× 3) — пакетна нормалiзацiя;

• побiчний шлях: якщо розмiрнiсть входу та виходу вiдрiзняється (через змi-
ну кроку або кiлькостi фiльтрiв), застосовується згортка 1×1 для вирiвню-
вання розмiрностей. В iншому випадку вхiд додається до виходу без змiн;

• об’єднання: результати головного та побiчного шляхiв додаються, пiсля
чого застосовується фiнальна активацiя LeakyReLU.

Використано 4 послiдовнi блоки зi зростаючою кiлькiстю фiльтрiв:

• блок 1: 32 фiльтри (збереження розмiрностi);
• блок 2: 64 фiльтри (зi зменшенням розмiрностi, крок рiвний 2);
• блок 3: 128 фiльтрiв (зi зменшенням розмiрностi, крок рiвний 2);
• блок 4: 256 фiльтрiв (зi зменшенням розмiрностi, крок рiвний 2).

У всiх згорткових шарах блокiв застосовано L2-регуляризацiю ваг для за-
побiгання перенавчанню.

Фiнальний компонент мережi, класифiкатор, вiдповiдає за прийняття рiше-
ння за наступною внутрiшньою структурою:

• шар глобального середнього пулiнгу (GlobalAveragePooling2D): перетворює
набiр двовимiрних карт ознак (7×7×256) у одновимiрний вектор ознак дов-
жиною 256. Це дозволяє вiдмовитися вiд повнозв’язних шарiв, що суттєво
зменшує кiлькiсть параметрiв моделi;

• повнозв’язний шар на 128 нейронiв з функцiєю активацiї ReLU;
• шар регуляризацiї Dropout з коефiцiєнтом 0.6 (вiдключення 60% нейронiв
пiд час навчання);

• вихiдний повнозв’язний шар з 1 нейроном та сигмоїдною функцiєю акти-
вацiї, яка повертає ймовiрнiсть належностi зображення до класу виявленої
пневмонiї.

Структурна схема розробленої структури моделi розпiзнавання випадкiв
пневмонiї наведена на рис.1.

5. Експерименти. Для проведення експериментального дослiдження дi-
агностування випадкiв пневмонiї було використано набiр даних з вiдкритого
джерела Kaggle [11], що мiстить 5 863 рентгенiвськi зображення, розподiле-
нi за 2 класами за вiдсутнiстю або наявнiстю пневмонiї (класи «Normal» та
«Pneumonia» вiдповiдно). Данi у наборi [11] початково розподiленi на навчаль-
ну (5 216 екземплярiв), тестову (624 екземплярiв) та валiдацiйну (16 екземпля-
рiв) частини. Через недостатнiй обсяг початкового валiдацiйного набору було
проведено перерозподiл: частину зображень iз навчальної вибiрки було пере-
несено до валiдацiйної, що дозволило довести її обсяг до 900 екземплярiв для
отримання статистично значущих оцiнок.

Пiсля формування вибiрок й проведення експериментiв було вирiшено що
даного набору не достатньо для забезпечення якiсної узагальнювальної зда-
тностi моделей, через це до навчального й тестового набору було застосовано
методи аугментацiї. Валiдацiйну вибiрку було вирiшено залишити без змiн для
збереження чистоти експерименту та забезпечення коректного порiвняння ар-
хiтектур на реальних, незмiнених даних. Ця валiдацiйна вибiрка використову-
валась для всiх моделей та методу пiд час експериментального дослiдження.
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Рис. 1. Структура запропонованої моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї.

Пiдсумковий обсяг вибiрок склав: навчальна — 14 054, тестова — 2 634, валiда-
цiйна — 900 екземплярiв.

Навчання запропонованої моделi та всiх iнших моделей, експериментальне
дослiдження яких виконувалось, проводилося протягом 70 епох з використа-
нням оптимiзатора Adam (темп навчання дорiвнює 0.0003) та функцiї втрат
бiнарної перехресної ентропiї (binary crossentropy). Були застосованi наступнi
callback-функцiї:

• EarlyStopping для зупинки навчання при вiдсутностi прогресу;
• ModelCheckpoint для збереження найкращої моделi;
• ReduceLROnPlateau для адаптацiї швидкостi навчання.
Динамiка процесу навчання запропонованої моделi розпiзнавання випадкiв

пневмонiї для навчальної (синiй колiр) та валiдацiйної (червоний колiр) вибiрок
наведена на рис. 2. За вiссю ординат позначена точнiсть (Accuracy), а за вiссю
абсцис — номер епохи навчання (Epoch).

Як видно з графiка на рис. 2, приблизно з 30-ї епохи метрики стабiлiзу-
ються, що свiдчить про успiшне навчання без ознак суттєвого перенавчання.
Валiдацiйна точнiсть досягає рiвня, близького до рiвня, продемонстрованого на
навчальнiй вибiрцi.
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Для оцiнки якостi класифiкацiї було використано метрики:
• точнiсть (Accuracy);
• прецизiйнiсть (Precision);
• чутливiсть (Recall/Sensitivity);
• специфiчнiсть (Specificity).

Рис. 2. Графiк змiни точностi моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї на
етапi навчання.

Результати експериментального дослiдження дiагностування випадкiв пнев-
монiї наведено в табл. 1.

Таблиця 1.
Порiвняння точностi розпiзнавання рiзних моделей та методiв для

дiагностування пневмонiї грудної клiтини
Метод / модель Точнiсть Прецизiйнiсть Чутливiсть Специфiчнiсть
Запропонований

метод 0.9841 0.9953 0.9829 0.9874

AlexNet 0.9628 0.9851 0.9603 0.9681
ResNet50 0.9594 0.9872 0.9561 0.9647

MobileNetV2 0.9545 0.9855 0.9517 0.9622
VGG19 0.9499 0.9852 0.9448 0.9523

DenseNet121 0.9386 0.9711 0.9304 0.9461

6. Обговорення результатiв. Запропонований метод дiагностування ви-
падкiв пневмонiї продемонстрував найвищi показники серед моделей за архiте-
ктурами, якi дослiджувались. Зокрема, висока чутливiсть (0.9829) є критично
важливою характеристикою для медичних систем, оскiльки мiнiмiзує ймовiр-
нiсть пропуску хворих пацiєнтiв.

За бiльшiстю показникiв, окрiм прецизiйностi, модель AlexNet продемон-
струвала другий результат. У вiдносних одиницях запропонований метод по-
кращив результат моделi AlexNet за показником точностi на 2.21%, чутливостi
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— на 2.35%, специфiчностi — на 1.99%. За показником прецизiйностi рiзниця
становила 1.035%. При цьому другим результатом за цим показником характе-
ризувалась модель ResNet50, рiзниця запропонованого методу з якою склала
0.82%.

Однак, розглядаючи рiзницю за кожним показником, слiд додатково вра-
ховувати, як запропонована модель у складi запропонованого методу виконує
обмеження задачi автоматизованого виявлення пневмонiї стосовно складностi
моделей. Якщо порiвнювати мiж собою цю модель з моделлю AlexNet, то кiль-
кiсть параметрiв модель AlexNet складає 30 мiльйонiв, у той час як кiлькiсть
параметрiв запропонованої моделi дорiвнює 1.2 мiльйони, що в 25 разiв мен-
ше. Вiдповiдно вимоги запропонованої моделi до необхiдних обчислювальних
ресурсiв меншi. Це вказує на те, що за допомогою запропонованого методу вда-
лось розв’язати задачу автоматизованого виявлення пневмонiї стосовно знахо-
дження виду функцiональної залежностi за допомогою вiдповiдної моделi та
виконання обмежень, щодо яких було забезпечено високу точнiсть порiвняно з
iншими вiдомими моделями, при цьому зменшено складнiсть утвореної моделi.

7. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi пред-
ставлено метод дiагностування випадкiв пневмонiї на основi модифiкованої згор-
ткової нейронної мережi, в якому полягає наукова новизна виконаної роботи.
Розроблена компонентна архiтектура моделi розпiзнавання випадкiв пневмонiї,
що поєднує переваги резидуальних блокiв та глобального усереднення, дозво-
лила досягти точностi класифiкацiї 98.41%.

Експериментально доведено, що для задачi бiнарної класифiкацiї випад-
кiв пневмонiї на рентгенiвських знiмках грудної клiтини запропонована модель
може перевершувати за ефективнiстю складнi унiверсальнi архiтектури (типу
ResNet або VGG), забезпечуючи при цьому високу швидкiсть обробки даних i
зменшуючи вимоги до обчислювальних ресурсiв.

Перспективи подальших дослiджень полягають в iнтеграцiї запропонованого
методу дiагностування випадкiв пневмонiї у вебсервiс для використання меди-
чними фахiвцями пiд час виконання їх професiйних обов’язкiв.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження здiйснено в рамках кафедральної науково-дослiдної роботи
«Iнформацiйнi технологiї iнтелектуального комп’ютингу» (державний реєстра-
цiйний номер 0124U004188).
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Доступнiсть даних

Оригiнальнi данi, представленi в дослiдженнi, вiдкрито доступнi для акаде-
мiчних дослiджень у репозиторiї Kaggle за адресою:
https://www.kaggle.com/datasets/paultimothymooney/chest-xray-pneumonia
пiд лiцензiєю Creative Commons CC-BY 4.0.

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.
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ГIБРИДНI АРХIТЕКТУРИ ГЛИБОКОГО НАВЧАННЯ ДЛЯ
КЛАСИФIКАЦIЇ ВЕБ-КОНТЕНТУ

У статтi розглянуто проблему класифiкацiї веб-контенту, що має критичне зна-
чення в умовах експоненцiйного зростання цифрових даних та є фундаментальною
задачею обробки природної мови. Традицiйнi моделi глибокого навчання, попри свою
ефективнiсть, мають певнi обмеження, що стимулювало розвиток гiбридних архiте-
ктур. Метою даної статтi є огляд гiбридних архiтектур глибокого навчання за останнє
десятилiття.

Методологiя дослiдження включає огляд та порiвняльний аналiз ключових пiдхо-
дiв, починаючи вiд фундаментальних комбiнацiй згорткових (CNN) та рекурентних
(RNN) нейронних мереж, через моделi, посиленi механiзмами уваги, до сучасних ар-
хiтектур на основi трансформерiв, графових нейронних мереж (GNN) та мультим-
одальних моделей, що iнтегрують текст, DOM-структуру та вiзуальнi ознаки. Пока-
зано еволюцiю вiд текстових моделей до iнтеграцiї потужних попередньо навчених
мовних моделей (PLM), таких як BERT, що виступають у ролi основи для гiбридних
класифiкаторiв та графово-мультимодальних рiшень.

Встановлено, що сучаснi гiбриднi архiтектури, особливо тi, що використовують
трансформери та враховують структурнi й мультимодальнi аспекти веб-контенту, де-
монструють найвищу ефективнiсть, проте водночас ставлять новi виклики, пов’язанi
з обчислювальною складнiстю, iнтерпретованiстю та дефiцитом сучасних вiдкритих
датасетiв саме для веб-класифiкацiї.

Ключовi слова: класифiкацiя веб-контенту, глибоке навчання, гiбриднi архiтекту-
ри, обробка природної мови, згортковi нейроннi мережi (CNN), рекурентнi нейроннi
мережi (RNN), трансформери, графовi нейроннi мережi (GNN), мультимодальнiсть.

1. Вступ. Класифiкацiя веб-контенту є однiєю з ключових задач сучасного
iнформацiйного суспiльства. На вiдмiну вiд класичного тексту, веб-сторiнка є
напiвструктурованим мультимодальним об’єктом, який окрiм тексту мiстить
зображення, гiперпосилання та iєрархiчну структуру, визначену DOM-деревом.

Раннi методи машинного навчання вимагали ручного створення ознак, то-
дi як глибоке навчання автоматизувало цей процес, значно пiдвищивши то-
чнiсть [1,2]. Однак окремi архiтектури глибокого навчання мають свої обмеже-
ння. Згортковi нейроннi мережi (CNN), запозиченi з галузi комп’ютерного зору,
ефективно видiляють локальнi ознаки, такi як n-грами, але є iнварiантними до
порядку слiв i не здатнi вловлювати довгостроковi залежностi в текстi [3]. З
iншого боку, рекурентнi нейроннi мережi (RNN) та їхнi вдосконаленi варiанти,
як-от Long Short-Term Memory (LSTM) та Gated Recurrent Unit (GRU), до-
бре моделюють послiдовностi, але можуть втрачати iнформацiю з вiддалених
частин тексту через проблему зникаючого градiєнта та менш ефективно видi-
ляють локальнi патерни [4]. Це стало рушiйною силою для створення гiбридних
архiтектур, якi поєднують переваги рiзних моделей.
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Пiд гiбридною архiтектурою розумiємо модель, що поєднує рiзнi класи ней-
ромережевих пiдходiв або джерела ознак (наприклад, текст + зображення,
текст + структура DOM) для компенсацiї обмежень окремих компонентiв. Пiд
мультимодальнiстю розумiємо спiльне використання кiлькох модальностей веб-
сторiнки (тексту, DOM структури, вiзуальних ознак тощо).

Метою роботи є проведення комплексного огляду найвпливовiших гiбридних
пiдходiв за останнє десятилiття, аналiз їхнiх архiтектурних рiшень та визначе-
ння перспективних напрямкiв дослiджень, зокрема в галузi графових та муль-
тимодальних систем.

Стаття має оглядовий характер. Наведенi метрики узагальнюють результати
публiкацiй i не є результатом унiфiкованого експерименту на одному датасетi.

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Еволюцiю гiбридних архi-
тектур можна умовно подiлити на декiлька етапiв, що характеризуються впро-
вадженням нових технологiй. Варто вiдзначити, що не всi розглянутi методи
враховують мультимодальнiсть веб-контенту, а зосередженi виключно на про-
блемi класифiкацiї текстової складової.

2.1. Фундаментальнi гiбриднi моделi. Першi гiбриднi архiтектури по-
єднували згортковi (CNN) та рекурентнi (RNN) мережi для синергетичного
ефекту: CNN видiляли локальнi ознаки (n-грами), а RNN моделювали довго-
строковi залежностi в текстi. Пiонерськi роботи, такi як C-LSTM, продемон-
стрували, що такий пiдхiд, де вихiд CNN подається на вхiд LSTM, дозволяє
одночасно враховувати як локальнi, так i глобальнi семантичнi патерни [5]. Ва-
жливо, що показники C-LSTM-подiбних CNN+RNN моделей суттєво залежать
вiд гiперпараметрiв: розмiру ядра CNN i кiлькостi фiльтрiв (що визначає “ло-
кальнiсть” ознак), довжини усiчення послiдовностi, розмiру прихованого стану
LSTM/GRU, dropout та стратегiї пулiнгу. Саме рiзнi налаштування i правила
препроцесингу часто пояснюють розбiжностi у результатах.

Альтернативний пiдхiд був представлений у моделi R-CNN [6]. Тут рекурен-
тна структура (зазвичай двонаправлена RNN) використовується для збагачення
векторного представлення кожного слова iнформацiєю про його лiвий та правий
контекст. Лише пiсля цього до збагачених векторiв застосовується згортковий
шар та операцiя пулiнгу для отримання фiнального вектора ознак. Це дозволяє
згортковим фiльтрам працювати не з iзольованими словами, а з контекстуа-
лiзованими представленнями. Для R-CNN прирiст якостi зазвичай з’являється
тодi, коли контекст навколо маркерiв класу важливiший за сам факт їх прису-
тностi. Водночас обчислювально рекурентна частина ускладнює паралелiзацiю,
тому за однакової точностi простi CNN можуть бути практично вигiднiшими
для швидкого iнференсу.

Наступним кроком стало впровадження механiзмiв уваги, якi дозволили мо-
делям динамiчно зважувати важливiсть рiзних частин тексту. Яскравим при-
кладом є iєрархiчна мережа уваги (HAN), що застосовує увагу на рiвнях слiв
та речень, що не тiльки пiдвищило точнiсть, але й забезпечило кращу iнтерпре-
тованiсть рiшень [7].

2.2. Гiбриди на основi трансформерiв. Поява великих попередньо на-
вчених мовних моделей (PLM), зокрема BERT, спричинила революцiю в NLP.
Домiнуючою стала парадигма трансферного навчання, коли модель, попере-
дньо навчена на величезних масивах нерозмiчених текстових даних (наприклад,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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уся Вiкiпедiя), доналаштовується пiд конкретну прикладну задачу на вiдносно
невеликому наборi розмiчених даних [8].

BERT та його аналоги використовуються як потужнi енкодери, що генеру-
ють глибоко контекстуалiзованi векторнi представлення слiв. Це призвело до
появи нового класу гiбридних архiтектур, де BERT виступає в ролi базового
енкодера, а "класичнi"архiтектури, такi як CNN та RNN, використовуються як
ефективнi "класифiкацiйнi голови"для обробки збагачених контекстом ембе-
дингiв. Найбiльш поширеними є комбiнацiї BERT-CNN [9], BERT-LSTM/GRU
та складнiшi архiтектури, як-от BERT-BiLSTM-CNN [10, 11]. Такi пiдходи до-
зволяють одночасно враховувати контекст, послiдовнiсть та локальнi патерни,
що часто призводить до найвищої точностi на складних задачах класифiкацiї.

Для BERT-орiєнтованих гiбридiв покращення метрик часто пов’язане з fine-
tuning попередньо навчених моделей, що пiдвищує вимоги до GPU-ресурсiв i
часу навчання.

2.3. Гiбриднi моделi на основi графових нейронних мереж (GNN).
Новим перспективним напрямком є використання графових нейронних мереж
(GNN) [12], якi представляють текстовi данi у виглядi графової структури, де
вузлами є слова або документи, а ребра вiдображають їхнi взаємозв’язки. Мо-
делi, такi як TextGCN, перетворюють задачу класифiкацiї тексту на задачу
класифiкацiї вузлiв у гетерогенному графi, що дозволяє враховувати глобальну
структуру всього корпусу даних [13]. Гiбридизацiя GNN з трансформерами (на-
приклад, BERTGCN) виявилася особливо ефективною, поєднуючи потужнiсть
PLM для отримання глибоких ембедингiв зi здатнiстю GNN моделювати скла-
днi структурнi зв’язки [14]. Але в той же час є однiєю з найбiльш ресурсомiстких
архiтектур, що вимагає велике споживання вiдеопам’ятi для BERT та високi ви-
моги до оперативної пам’ятi для графової структури.

2.4. Мультимодальнi гiбриднi архiтектури. Веб-контент за своєю при-
родою є мультимодальним, тобто часто мiстить не лише текст, а й зображення,
вiдео та аудiо. Мультимодальнi гiбриднi архiтектури спрямованi на вирiшення
цiєї проблеми шляхом спiльної обробки та iнтеграцiї iнформацiї з рiзних дже-
рел. Основний принцип таких моделей полягає у використаннi спецiалiзованих
енкодерiв для кожної модальностi (наприклад, CNN для зображень та BERT
для тексту), а потiм у злиттi (fusion) отриманих представлень для фiнальної
класифiкацiї.

Прикладом такої архiтектури є модель HTIC (Hybrid Text Image Classifier),
яка використовує VGG16 та оптимiзовану CNN для класифiкацiї зображень
та RoBERTa для класифiкацiї тексту, поєднуючи їхнi виходи для отримання
кiнцевого результату [15].

Мультимодальнi моделi характеризуються високою затримкою виводу. Про-
цес виводу включає не лише прогiн через нейронну мережу, але й попередню
обробку рiзних модальностей: рендеринг веб-сторiнки, OCR (оптичне розпiзна-
вання символiв) для видiлення тексту з зображень та генерацiю вiзуальних
ознак. Довгий час обробки однiєї сторiнки робить такi моделi придатними пе-
реважно для офлайн-аналiзу.

2.5. Графово-мультимодальнi та структурно-орiєнтованi рiшення
для веб-сторiнок. Останнiй етап еволюцiї моделей для класифiкацiї веб-
контенту характеризується вiдходом вiд представлення веб-сторiнок як про-
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стого тексту та переходом до архiтектур, що цiлiсно обробляють їхню складну
природу, враховуючи HTML-структуру (DOM-дерево), вiзуальне розташування
елементiв та графовi зв’язки.

Моделi, що враховують структуру, такi як DOM-LM [16] та MarkupLM [17],
були одними з перших, хто спробував iнтегрувати структурну iнформацiю в ар-
хiтектуру Transformer. DOM-LM кодує локальну структуру DOM-дерева за до-
помогою спецiальних позицiйних вкладень, що описують глибину вузла, iндекс
батькiвського та сусiднiх елементiв. MarkupLM, у свою чергу, використовує ви-
рази XPath для представлення глобального розташування кожного текстового
токена в iєрархiї документа.

Наступним кроком стала iнтеграцiя вiзуальної модальностi. LayoutLMv2 [18]
є мультимодальною моделлю, що одночасно обробляє текст, iнформацiю про
розташування (2D-координати) та зображення сторiнки, що робить її ефектив-
ною для документiв з фiксованою структурою, як-от PDF-файли. Для динамi-
чних веб-сторiнок була розроблена модель WebLM, яка вдосконалює цей пiд-
хiд, використовуючи HTML-структуру для iєрархiчного агрегування вiзуаль-
них ознак. Це дозволяє моделi бути стiйкою до адаптивних дизайнiв, де абсо-
лютнi координати елементiв можуть змiнюватися [19].

Окремий напрямок представляють гiбриднi моделi PLM-GNN, якi поєдну-
ють попередньо навченi мовнi моделi (PLM) з графовими нейронними мережа-
ми (GNN). У такiй архiтектурi PLM (наприклад, BERT) вiдповiдає за кодуван-
ня текстового вмiсту, а GNN безпосередньо моделює DOM-дерево як граф, що
дозволяє ефективно враховувати його природну iєрархiчну структуру [20].

Обмеженням структурно-орiєнтованих пiдходiв є залежнiсть вiд якостi HTML
розмiтки та стабiльностi верстки. Реальнi веб-сторiнки часто мiстять динамi-
чнi блоки, неконсистентну розмiтку або шаблоннi навiгацiйнi елементи. Також
зростає обчислювальна складнiсть (парсинг DOM, побудова графа або витяг
layout-ознак), що впливає на час iнференсу й складнiсть розгортання у реаль-
ному середовищi.

3. Формалiзацiя задачi. З математичної точки зору, задача класифiка-
цiї веб-контенту полягає у навчаннi функцiї-класифiкатора 𝑓 , яка вiдображає
веб-сторiнку 𝑑 з простору документiв 𝐷 в одну з категорiй 𝑐 iз попередньо ви-
значеної множини категорiй 𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚}. Формально це можна записати
як:

𝑓 : 𝐷 −→ 𝐶

У контекстi глибокого навчання цей процес реалiзується через кiлька послi-
довних етапiв: векторизацiя (embedding), кодування (encoding) та класифiкацiя
(classification).

На першому етапi вхiдний текстовий документ 𝑑 перетворюється на послi-
довнiсть числових векторiв 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘), де 𝑥𝑖 — це векторне представ-
лення (ембединг) 𝑖-го токена (слова або частини слова) в документi. Цей крок
виконується за допомогою шару вкладень, який може бути навчений з нуля, iнi-
цiалiзований попередньо навченими векторами (наприклад, Word2Vec, GloVe),
або, що є найбiльш сучасним пiдходом, отриманий з попередньо навченої мовної
моделi, такої як BERT.

Послiдовнiсть векторiв 𝑋 подається на вхiд гiбридної архiтектури глибо-
кого навчання 𝑔(𝑋). Ця архiтектура обробляє послiдовнiсть i перетворює її у
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векторне представлення документа фiксованої довжини 𝑣, яке мiстить у собi
всю релевантну для класифiкацiї семантичну iнформацiю:

𝑣 = 𝑔(𝑋)

Отриманий вектор документа 𝑣 подається на повнозв’язний шар з функцiєю
активацiї Softmax. Ця функцiя обчислює розподiл ймовiрностей приналежностi
документа до кожної з 𝑚 категорiй. Ймовiрнiсть для 𝑗-ї категорiї обчислюється
за формулою:

𝑃 (𝑦 = 𝑗 | 𝑑) = 𝑠𝑜𝑓𝑡𝑚𝑎𝑥(𝑊𝑣 + 𝑏)𝑗 =
𝑒(𝑤𝑗𝑣+𝑏𝑗)∑︀𝑚
𝑖=1 𝑒

(𝑤𝑖𝑣+𝑏𝑖)
,

де 𝑊 та 𝑏 — це матриця вагових коефiцiєнтiв та вектор змiщення класифiка-
цiйного шару, якi навчаються в процесi тренування моделi.

Навчання моделi здiйснюється шляхом мiнiмiзацiї функцiї втрат, якою за-
звичай виступає перехресна ентропiя (cross-entropy loss), мiж прогнозованим
розподiлом ймовiрностей та iстинною (one-hot encoded) мiткою категорiї.

Для графових моделей задача дещо видозмiнюється. Замiсть окремого до-
кумента 𝑑, вхiдними даними є цiлий корпус, представлений у виглядi графа
𝐺 = (𝑉,𝐸), де вузли 𝑉 — це i документи, i слова, а ребра 𝐸 вiдображають їхнi
взаємозв’язки. Задача класифiкацiї перетворюється на задачу класифiкацiї ву-
злiв (node classification) у цьому графi.

У випадку мультимодальної класифiкацiї, вхiдний об’єкт 𝑑 складається з
кiлькох компонентiв, наприклад, тексту 𝑑𝑡𝑒𝑥𝑡 та зображення 𝑑𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒. Процес ко-
дування включає окремi енкодери для кожної модальностi, 𝑔𝑡𝑒𝑥𝑡(𝑋) та 𝑔𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒(𝑋),
а фiнальний вектор 𝑣 отримується шляхом злиття (fusion) їхнiх виходiв:

𝑣 = 𝑓𝑢𝑠𝑒(𝑔𝑡𝑒𝑥𝑡(𝑋𝑡𝑒𝑥𝑡), 𝑔𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒(𝑋𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒))

4. Порiвняльна характеристика архiтектур. Важливим аспектом оцiн-
ки ефективностi гiбридних архiтектур є аналiз експериментальної бази. Ре-
зультати часто наводяться на рiзнорiдних наборах даних, якi можна роздiли-
ти на двi фундаментально вiдмiннi групи: класичнi текстовi корпуси (Stanford
Sentiment Treebank, R8, Yahoo Answers, SemEval-2019) та спецiалiзованi веб-
орiєнтованi датасети (SWDE, WebSRC, SROIE, NFT). Розумiння вiдмiнностей
мiж ними є критичним для коректної iнтерпретацiї показникiв точностi.

Перша група наборiв даних фокусується виключно на семантичному аналiзi
текстового вмiсту, iгноруючи вiзуальну та структурну специфiку веб-сторiнок.

Друга група датасетiв розроблена спецiально для оцiнки здатностi моделей
обробляти реальну природу веб-контенту, включаючи структуру DOM та вiзу-
альне розташування елементiв.

Наведенi у порiвняльнiй таблицi 1 числовi показники точностi (Accuracy
та F1-score) запозиченi з рiзних джерел i отриманi на рiзних датасетах, тому
вони слугують iлюстрацiєю потенцiалу методiв, але не є прямим мiжмодельним
порiвнянням.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Проведений
огляд демонструє еволюцiю пiдходiв до класифiкацiї веб-контенту вiд тексто-
орiєнтованих моделей до архiтектур, що системно структуру DOM та вiзуальне
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Таблиця 1.
Порiвняльний аналiз архiтектур

Архiтектура Ключовi особливостi Використанi
модальностi

Результат на
датасетi (Acc /
F1)

Складнiсть
(Ресурси)

CNN+RNN
(C-LSTM)

Послiдовне застосування:
CNN для локальних
ознак (n-грам) та LSTM
для довгострокових
залежностей.

Текст Stanford Senti-
ment Treebank
(двокласова кла-
сифiкацiя):
∼87.8% (Acc) [5]

Середня

HAN Iєрархiчна увага на рiвнi
слiв та речень для кра-
щої iнтерпретованостi та
точностi.

Текст (iєрархiя) Yahoo Answers:
75.8% (Acc) [7]

Середня

BERT-CNN BERT як енкодер, CNN
як класифiкацiйна голова
для видiлення локальних
патернiв.

Текст SemEval-2019
Task3:
94.7% (Acc),
94% (F1) [9]

Висока

TextGCN Моделювання всього
корпусу як гетерогенного
графу "слово-документ".
Класифiкацiя тексту
як задача класифiкацiї
вузлiв.

Текст + Граф
(слова/документи)

R8 (Reuters):
∼97.07% (Acc) [13]

Висока
(Пам’ять)

BertGCN Граф слiв BERT (для
ембедингiв вузлiв-
документiв) та GCN
(для поширення мiток по
графу).

Текст + Граф
(слова/документи)

R8 (Reuters):
98.1% (Acc) [14]

Дуже Висока

HTIC Мультимодальна модель
з окремими енкодерами
для тексту (RoBERTa)
та зображень (VGG16,
CNN).

Текст + Зображе-
ння

NFT dataset:
>98% (Acc) [15]

Екстремальна

DOM-LM PLM, що кодує локальну
структуру DOM-дерева
через позицiйнi ембе-
динги (глибина, iндекс
батька/сусiда).

Текст + Структу-
ра
(DOM-дерево)

SWDE:
∼94.2% (F1) [16]

Висока

LayoutLMv2 Мультимодальна PLM,
що одночасно обробляє
текст, 2D-координати та
вiзуальне зображення
документа (через CNN).

Текст + Вiзуал
(зображення/макет)

SROIE:
97.81% (F1) [18]

Висока

WebLM Мультимодальна PLM
для веб-сторiнок, що
використовує HTML-
структуру для iєрархi-
чної агрегацiї вiзуальних
ознак.

Текст + Структу-
ра (DOM) + Вiзу-
ал (зображення)

WebSRC:
78.66% (Acc) [19]

Висока

PLM+GNN Спiльне кодування текс-
ту (PLM) та структури
DOM-дерева (GNN).

Текст + Граф
(DOM-дерево)

SWDE:
90.2% (Acc),
89.7% (F1) [20]

Висока

представлення сторiнки. На основi наведених у таблицi прикладiв можна сфор-
мулювати такi висновки (з урахуванням того, що метрики отримано на рiзних
датасетах):

• Текстовi гiбриди є вiдносно легкими для впровадження та можуть бути
практичним компромiсом мiж якiстю i складнiстю. Водночас їх результа-
ти суттєво залежать вiд гiперпараметрiв i довжини тексту: CNN виграють
на локальних сигналах, LSTM — на довгих залежностях, а C-LSTM — на
задачах, де потрiбнi обидва типи ознак.

• Гiбриди на основi трансформерiв часто демонструють вищу точнiсть, але
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вимагають суттєво бiльших обчислювальних ресурсiв та акуратної адапта-
цiї до домену веб-даних. Тому їх практична доцiльнiсть найбiльша у сцена-
рiях, де точнiсть критична i допустимi витрати на ресурси.

• Графовi та структурнi пiдходи пiдкреслюють важливiсть глобальних зв’язкiв
i структури документа. Вони перспективнi саме для “веб-специфiчних” за-
дач, але потребують iнженерно складнiшого пайплайну (парсинг DOM, по-
будова графiв, стiйкiсть до помилок розмiтки) та спецiалiзованих датасетiв.

• Мультимодальнi гiбриди мають великий потенцiал, але їх перевага зале-
жить вiд доступностi якiсних мультимодальних датасетiв (текст + DOM +
скрiншоти) та ресурсiв на навчання. Високi показники, подiбнi до наведених
для HTIC, слiд трактувати як результат у специфiчних умовах експеримен-
ту, а не як унiверсальну перевагу для будь-якої веб-класифiкацiї. Водночас
через значну ресурсомiсткiсть мультимодальнi гiбриди є неефективними
для задач, що вимагають обробки потокiв даних у режимi реального часу.

Пiдвищення якостi в гiбридних та мультимодальних системах зазвичай су-
проводжується збiльшенням обчислювальної складностi й ресурсозатратностi.
Майбутнi дослiдження мають бути спрямованi на розробку методiв дистиля-
цiї знань, квантизацiї та розрiдження для створення менших, але ефективних
моделей, що здатнi працювати у режимi реального часу.

Iснує гостра потреба у створеннi вiдкритих, багатомовних (зокрема україно-
мовних) корпусiв з еталонними розмiтками класiв та доступом до HTML, CSS
та скрiншотiв для адекватного тестування мультимодальних моделей. Оскiльки
класичнi датасети не репрезентують сучасний веб.

Також критично важливою є систематична оцiнка надiйностi архiтектур в
умовах реального, "зашумленого"вебу. Моделi повиннi бути стiйкими до по-
милок у HTML-розмiтцi та iнших артефактiв, що є запорукою їх успiшного
практичного застосування.

Конфлiкт iнтересiв

Автор заявляює, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдження,
включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який мiг
би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.
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Kovordaniy V. V. Hybrid deep learning architectures for web content classifica-
tion.

This paper addresses the problem of web content classification, a task of critical impor-
tance amidst the exponential growth of digital data and a fundamental challenge in Natural
Language Processing (NLP). Despite their effectiveness, traditional deep learning models
possess certain limitations, which has necessitated the development of hybrid architectures.
The aim of this paper is to review hybrid deep learning architectures developed over the
past decade.

The research methodology involves a review and comparative analysis of key approaches,
ranging from fundamental combinations of Convolutional (CNN) and Recurrent (RNN)
Neural Networks, through models enhanced by attention mechanisms, to state-of-the-art
architectures based on Transformers, Graph Neural Networks (GNNs), and multimodal
models integrating text, DOM structure, and visual features. The study demonstrates
the evolution from text-only models to the integration of powerful Pre-trained Language
Models (PLMs), such as BERT, which serve as the backbone for hybrid classifiers and
graph-multimodal solutions.

It is established that modern hybrid architectures, particularly those utilizing Trans-
formers and incorporating structural and multimodal aspects of web content, exhibit supe-
rior performance. However, they concurrently present new challenges regarding computa-
tional complexity, interpretability, and the scarcity of up-to-date open datasets specifically
designed for web classification.

Keywords: web content classification, Deep Learning, hybrid architectures, Natural Lan-
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ВАЛIДАЦIЯ ЕФЕКТИВНОСТI ЕКСПЕРТНО-ОРIЄНТОВАНОГО
КОДУВАННЯ ДЛЯ АНАЛIЗУ СХОЖОСТI ОРДИНАЛЬНИХ

ДАНИХ

У роботi розв’язується задача пiдвищення ефективностi кластерного аналiзу об’єк-
тiв, що характеризуються категорiальними впорядкованими (ординальними) ознака-
ми. Дослiджено ефективнiсть нової метрики вiдстанi, яка, на вiдмiну вiд традицiйних
пiдходiв (SMC, коефiцiєнт Жаккарда), враховуює рангову природу атрибутiв та ве-
личину iнтервалiв мiж ними. На основi експериментального дослiдження з використа-
нням набору даних UCI «Car Evaluation». Показано, що iнтеграцiя експертних знань
через механiзм нерiвномiрного ранжування призводить до збiльшення дисперсiї по-
парних вiдстаней та суттєвого покращення сепарабельностi кластерiв. Ефективнiсть
запропонованого пiдходу пiдтверджено зростанням iндексу Adjusted Rand Index та
зниженням iндексу Девiса-Болдiна порiвняно з метрикою Говера та стандартними ме-
тодами.

Ключовi слова: категорiальнi данi, ординальнi ознаки, кластерний аналiз, ранжу-
вання, експертнi оцiнки.

1. Вступ. Розробка ефективних математичних iнструментiв для визначення
подiбностi мiж об’єктами, описаними нечисловими значеннями, є актуальною
задачею в аналiзi даних, машинному навчаннi та теорiї прийняття рiшень [1].
Значна частина властивостей реальних об’єктiв характеризується саме катего-
рiальними ознаками.

Ключова проблема полягає у тому, що традицiйнi метрики для категорiаль-
них даних, такi як коефiцiєнт простого збiгу (Simple Matching Coefficient, SMC)
або вiдстань Жаккарда (Jaccard Index) [2, 3], часто трактують ординальнi озна-
ки як номiнальнi. Це призводить до iгнорування внутрiшнього природного по-
рядку значень (наприклад, {«низький», «середнiй», «високий»}), що, у свою
чергу, генерує неточнi або неiнтуїтивнi оцiнки подiбностi [4].

Iнша поширена помилка при роботi з ординальними даними полягає у їхньо-
му наївному числовому кодуваннi послiдовними цiлими числами. Таке кодуван-
ня неявно припускає рiвнi iнтервали (вiдстанi) мiж сумiжними категорiями, що
є математично необґрунтованим, оскiльки, за визначенням ординальних шкал,
iнтервали мiж категорiями невiдомi або нерiвнi [4, 5, 6].
Запропонований пiдхiд для вирiшення описаних проблем [1] ґрунтується на двох
взаємопов’язаних iнструментах: метрицi вiдстанi (𝑑 (·)), похiднiй вiд зваженої
Манхеттенської вiдстанi, та мiрi подiбностi (𝜇RORD).

На вiдмiну вiд багатьох сучасних мiр подiбностi, якi є моделями типу "чор-
на скринька" i досягають високої точностi за рахунок низької зрозумiлостi [1],
запропонована методика 𝑑 (·) є експертно-орiєнтованою. Її архiтектура свiдомо
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покладається на експертне визначення системи числових рангiв для категорiй.
Це дозволяє фахiвцям, якi глибоко розумiють предметну область, кодувати свої
знання та переваги безпосередньо у метрику. Така прозорiсть та обґрунтова-
нiсть пiдвищують довiру користувача до аналiтичної системи [1].

Метою даного дослiдження є емпiрична валiдацiя та кiлькiсна оцiнка ефе-
ктивностi запропонованої в [1] метрики вiдстанi для аналiзу схожостi об’єктiв,
описаних категорiальними впорядкованими ознаками.

Для досягнення поставленої мети необхiдно розв’язати наступнi завдання:

• пiдбiр готового датасету, що мiстить ординальнi данi iз мiтками класiв для
точнiшої валiдацiї;

• розробка системи ранжування даних на основi знань предметної областi;
• обчислення матрицi вiдстаней та формування порiвняльного тестового про-
стору на базi еталонних метрик (Simple Matching Coefficient та Gower’s Di-
stance);

• проведення агломеративної кластеризацiї iз фiксованою кiлькiстю класте-
рiв вiдповiдно до iстинної розмiтки даних;

• аналiз емпiричних результатiв.

2. Методи. Запропонований пiдхiд в [1] вимагає кодування вектора значень
ознак 𝑎𝑖 вiдповiдним вектором числових показникiв рангiв 𝑟𝑖 (𝑟𝑖1, 𝑟𝑖2, . . . , 𝑟𝑖𝑛). Ран-
ги повиннi вiдображати строгий лiнiйний порядок за значимiстю або перевагою,
заданий для кожної ознаки 𝐴𝑘.

Вiдстань мiж двома об’єктами 𝑂𝑖 та 𝑂𝑗 визначається як рiзновид зваженої
Манхеттенської метрики [1]:

𝑑 (𝑂𝑖, 𝑂𝑗) =
𝑛∑︁

𝑘=1

⃒⃒
𝑟𝑖𝑘 − 𝑟

𝑗
𝑘

⃒⃒
∆𝑘

, (1)

де
⃒⃒
𝑟𝑖𝑘 − 𝑟

𝑗
𝑘

⃒⃒
є абсолютною рiзницею рангiв об’єктiв 𝑂𝑖 та 𝑂𝑗 за 𝑘-ю ознакою.

Ключовим елементом є знаменник ∆𝑘 = |𝑟𝑘1 − 𝑟𝑘𝑠𝑘 |, який характеризує розмах
рангової шкали для 𝑘-ї ознаки [1].

Цей механiзм ∆𝑘 виконує функцiю самоналагоджувального вагового коефi-

цiєнта та нормалiзацiї. Кожен доданок у сумi |𝑟
𝑖
𝑘−𝑟𝑗𝑘|
Δ𝑘

є нормованою величиною,
яка приймає значення з промiжку [0; 1]. Це гарантує, що "вклади" кожної озна-
ки у загальну вiдстань 𝑑 (·) є спiврозмiрними. Таке нормування усуває ризик
того, що ознака з бiльшим чисельним дiапазоном рангiв (наприклад, вiд 1 до
100) буде чисельно домiнувати над ознакою з вужчим дiапазоном (наприклад,
вiд 1 до 5), навiть якщо обидвi ознаки мають однакову важливiсть у предметнiй
областi. Кожна складова формули (1) фактично характеризує вiдсоток вiдмiн-
ностi об’єктiв за вiдповiдною ознакою [1].

3. Вибiр набору даних. Для експериментальної валiдацiї обрано датасет
«Car Evaluation» з репозиторiю UCI [7]. Вiн мiстить 1728 екземплярiв i шiсть
вхiдних ознак, якi є виключно категорiальними i мають чiткий ординальний
порядок [7, 8]. Данi походять вiд простої iєрархiчної моделi прийняття рiшень
(DEX), яка оцiнює прийнятнiсть автомобiля (CAR) на основi складових, таких
як PRICE та COMFORT [7, 9]. Така природа даних пiдтверджує, що ефектив-
на мiра подiбностi має iнтегрувати знання про вiдносну важливiсть (ранг) цих
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ознак. Наявнiсть вiдомої цiльової ознаки (class: unacc, acc, good, vgood — 4 кла-
си) дозволяє використовувати зовнiшнi iндекси валiдацiї (ARI, NMI). Це кри-
тично важливо для об’єктивного кiлькiсного порiвняння якостi кластеризацiї з
iстинною структурою даних [10].

4. Проектування системи рангiв. Центральним елементом валiдацiї є
дослiдження того, як експертно визначена система рангiв впливає на кiнцеву
роздiльнiсть кластерiв. Було розроблено двi системи кодування, що демонстру-
ють контрастнi пiдходи.

Система А — послiдовне (наївне) кодування. Ранги присвоюються як по-
слiдовнi натуральнi числа. Цей пiдхiд iмiтує ситуацiю, коли ординальнiсть вра-
хована, але специфiчнi знання про нерiвномiрну iнтенсивнiсть переходiв мiж
категорiями iгноруються.

Система В — експертне кодування. Ранги присвоюються з нерiвномiрними
iнтервалами ("скачками"). Як зазначалося в [1], якщо рiвень ознаки має сут-
тєво впливати на розв’язок, рекомендується пiдсилювати його системою рангiв
зi скачками. У цьому датасетi ознаки buying (цiна), maint (обслуговування)
та safety (безпека) є найважливiшими для визначення загальної прийнятностi
автомобiля. Тому нерiвномiрнi iнтервали застосовуються для збiльшення ваги
вiдмiнностей у критичнiй зонi (мiж med, high та vhigh).

Таблиця 1.
Фрагмент експертного проектування рангових Систем А та В

Ознака Мiтка
значення

Послiдовний
ранг (А)

Ранг зi
скачком (В)

buying vhigh 4 10
high 3 7
med 2 3
low 1 1

safety high 3 5
med 2 2
low 1 1

Система рангiв для ознаки maint спроектована вiдповiдно до системи ран-
гiв ознаки buying, а для всiх iнших ознак вiдповiдно до системи ознаки safety
(табл. 1).

Аналiз впливу рангового кодування показує, що у Системi А будь-який пе-
рехiд мiж сумiжними категорiями дає однаковий внесок у вiдстань. Наприклад,
для buying, перехiд вiд ’low’ до ’med’ дає рiзницю 1, що пiсля нормалiзацiї ста-
новить 1/∆𝑘. Натомiсть, у Системi В, перехiд вiд ’med’ до ’high’ дає рiзницю
4, що, за нормалiзацiї 1/9, становить 4/9. Це пiдсилення вiдмiнностей у кри-
тичних зонах передбачає, що система В краще моделює когнiтивну дистанцiю
та iєрархiчнi переваги, якi лежать в основi прийняття рiшень про прийнятнiсть
автомобiля.

5. Методологiя експерименту. Для проведення експерименту та валiда-
цiї запропонованих метрик було обрано метод iєрархiчної агломеративної кла-
стеризацiї (Agglomerative Hierarchical Clustering). Вибiр саме цього алгоритму
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зумовлений його детермiнованою природою (результат не залежить вiд випад-
кової iнiцiалiзацiї центрiв, як у k-means або k-medoids) та гнучкiстю в роботi з
довiльними мiрами подiбностi.

Оскiльки цiльовий датасет має чотири вiдомих класи, кiлькiсть кластерiв
була фiксована на рiвнi 𝐾 = 4 для безпосереднього порiвняння отриманої стру-
ктури з iстинною розмiткою [7].

Проведено порiвняння чотирьох метрик для оцiнки ефективностi запропо-
нованого пiдходу. Перша та друга базується на запропонованiй метрицi (1) для
Систем А i B. Третьою метрикою є вiдстань Говера (Gower’s Distance) [11] —
унiверсальна метрика для змiшаних типiв даних, зокрема ординальних ознак,
що слугує еталоном завдяки поєднанню ранжування й нормалiзацiї. Четвер-
тою виступає коефiцiєнт простого спiвпадiння (SMC) або Hamming Distance —
класична метрика для номiнальних даних [2], яка в даному дослiдженнi ви-
користовується як контрольна, оскiльки повнiстю iгнорує внутрiшнiй порядок
ординальних ознак.

Якiсть кластеризацiї оцiнювалася за допомогою набору зовнiшнiх та внутрi-
шнiх iндексiв валiдацiї [10]. До зовнiшнiх iндексiв належать тi, що використо-
вуються за наявностi iстинних мiток класiв i дають змогу оцiнити, наскiльки
отримана кластеризацiя вiдповiдає реальнiй структурi даних. Серед них за-
стосовували коригований iндекс Ранда (ARI) [10], який вимiрює схожiсть мiж
прогнозованою та iстинною кластеризацiєю з поправкою на випадковiсть i пря-
мує до 1 для повної згоди, а також нормалiзовану взаємну iнформацiю (NMI)
[10], що вiдображає спiльний обсяг iнформацiї мiж двома розподiлами мiток i
також наближається до 1 для якiсного збiгу. До внутрiшнiх iндексiв, якi оцi-
нюють геометричнi властивостi кластерної структури незалежно вiд iстинних
мiток, належать Silhouette Score [12] — показник того, наскiльки кожен об’єкт
подiбний до елементiв власного кластера порiвняно з елементами найближчого
сусiднього кластера, де значення, близькi до 1, свiдчать про чiтко вiдокрем-
ленi та щiльнi кластери, — та iндекс Девiса–Боулдена (DBI) [10], який оцiнює
спiввiдношення внутрiшньокластерної дисперсiї до мiжкластерної вiдстанi, при-
чому нижчi значення DBI означають кращу якiсть кластеризацiї.

6. Результати. Обчислення вiдстаней 𝑑 (𝑂𝑖, 𝑂𝑗) для всiх пар об’єктiв у
датасетi «Car Evaluation» показало суттєву рiзницю в розподiлi мiж Системами
А та В.

Таблиця 2.
Таблиця середнiх значень та дисперсiй розподiлiв вiдстанi (1) Систем А та В

Показник Система А Система В
Середнє 2.58 2.61

Дисперсiя 0.72 0.82

Агломеративна кластеризацiя (𝐾 = 4) була виконана для всiх чотирьох те-
стованих метрик. Результати, представленi в Таблицi 3, демонструють кiлькiсну
оцiнку якостi кластерних рiшень.

7. Обговорення. Первинний статистичний аналiз отриманих матриць вiд-
станей виявив помiтну рiзницю в дисперсiї розподiлiв попарних вiдстаней
(табл. 2). Для Системи А, що використовує рiвномiрнi iнтервали мiж рангами,
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Таблиця 3.
Порiвняння ефективностi кластеризацiї K-Medoids за рiзними метриками

Метрика вiдстанi ARI↑ NMI↑ Silhouette Score↑ DBI↓
Simple Matching

Coeff. 0.013 0.060 0.220 4.162

Gower’s Distance 0.055 0.129 0.099 2.464
𝑑 (·) System A 0.027 0.060 0.095 2.404
𝑑 (·) System B 0.119 0.195 0.279 1.797

дисперсiя склала 𝜎2 ≈ 0.72. Водночас застосування Системи В, яка базується на
нелiнiйних "експертних" iнтервалах для критичних ознак (безпека, цiна), при-
звело до зростання дисперсiї до 𝜎2 ≈ 0.82. Це збiльшення на 14% свiдчить про
"розтягування" метричного простору, що дозволило пiдвищити контрастнiсть
мiж об’єктами рiзних класiв та зменшити схожiсть мiж об’єктами, що мають
критичнi вiдмiнностi. Ефективнiсть такого перетворення простору була пiд-
тверджена результатами кластеризацiї методом агломеративної кластеризацiї.
Зведена таблиця метрик якостi (табл. 3) демонструє явну перевагу запропоно-
ваного пiдходу з експертним налаштуванням над традицiйними методами.

Натомiсть використання Системи В забезпечило найкращi показники за всi-
ма критерiями. ARI зрiс до 0.119, що, хоч i не є абсолютним iдеалом, суттєво
перевищує результати iнших методiв i вказує на наявнiсть кореляцiї зi справ-
жнiми мiтками класiв. Особливо показовим є iндекс DBI, який для Системи В
досяг мiнiмального значення (1.797). Оскiльки менше значення DBI свiдчить
про кращу вiдокремленiсть кластерiв, це пiдтверджує гiпотезу, що введення не-
лiнiйних ваг дозволило сформувати бiльш компактнi та вiддаленi одна вiд одної
групи об’єктiв. Також метрика Silhouette (0.279) є найвищою для Системи В,
що свiдчить про вищу щiльнiсть об’єктiв усерединi сформованих кластерiв.

Акцент на суттєвому зниженнi iндексу Девiса-Болдiна є критично важли-
вим, оскiльки вiн слугує об’єктивним критерiєм якостi внутрiшньої геометри-
чної структури сформованого простору ознак, незалежним вiд зовнiшньої роз-
мiтки класiв. Така динамiка свiдчить про те, що iнтеграцiя експертних знань
через запропоновану систему нелiнiйного ранжування дозволила не лише мi-
нiмiзувати внутрiшньокласову дисперсiю, забезпечивши високу компактнiсть
груп, але й суттєво збiльшити вiдстань мiж центроїдами кластерiв. Це пiдтвер-
джує гiпотезу, що запропонована метрика 𝑑 (·) ефективно трансформує простiр
ординальних даних, усуваючи проблему "розмитостi"меж мiж класами, яка є
характерною для рiвномiрних шкал та традицiйних метрик, i формує чiтко се-
парованi кластери, що вiдповiдають природнiй логiцi предметної областi.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У дослiджен-
нi вирiшується актуальна задача розвитку методiв кластерного аналiзу для
об’єктiв [1, 13], що описуються категорiальними впорядкованими (ординаль-
ними) ознаками. На основi проведеного теоретичного та експериментального
дослiдження отримано наступнi результати: обґрунтовано ефективнiсть метри-
ки вiдстанi (1), яка, на вiдмiну вiд традицiйних коефiцiєнтiв (SMC, Jaccard),
враховує рангову природу даних; експериментально доведено перевагу запро-
понованого пiдходу на прикладi датасету UCI «Car Evaluation». Порiвняльний
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аналiз показав, що використання експертно-орiєнтованої системи ваг (Систе-
ма В) дозволяє суттєво покращити якiсть кластеризацiї порiвняно з метрикою
Говера та простим лiнiйним кодуванням, зокрема, досягнуто зростання iнде-
ксу Adjusted Rand Index (ARI) до 0.119, що свiдчить про кращу вiдповiднiсть
виявлених кластерiв реальнiй структурi даних. Встановлено, що введення нелi-
нiйних iнтервалiв мiж рангами призводить до збiльшення дисперсiї розподiлу
попарних вiдстаней на 14%. Це «розтягування» метричного простору дозво-
лило мiнiмiзувати iндекс Девiса-Болдiна, що пiдтверджує формування бiльш
компактних та добре сепарованих кластерiв.

Перспективи подальших дослiджень вбачаються у iнтеграцiї розробленої мi-
ри подiбностi в алгоритм, що заснований на нечiтких бiнарних iдношеннях, а
також у розробцi методiв автоматичного визначення оптимальних рангових iн-
тервалiв без залучення експерта.
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The paper addresses the problem of improving the effectiveness of cluster analysis for
objects characterized by categorical ordered (ordinal) features. The effectiveness of a new
distance metric is investigated, which, unlike traditional approaches (SMC, Jaccard co-
efficient), takes into account the rank-based nature of attributes and the magnitude of
intervals between them. An experimental study was conducted using the UCI Car Evalu-
ation dataset. It is shown that the integration of expert knowledge through a non-uniform
ranking mechanism leads to an increase in the variance of pairwise distances and a signif-
icant improvement in cluster separability. The effectiveness of the proposed approach is
confirmed by an increase in the Adjusted Rand Index and a decrease in the Davies–Bouldin
index compared to the Gower metric and standard methods.
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PHYSICS-GUIDED CHAINED GAUSSIAN PROCESS REGRESSION
FOR ATHEROSCLEROTIC PLAQUE PROGRESSION PREDICTION

Predicting atherosclerotic plaque progression from sparse cross-sectional imaging data is
critical for cardiovascular risk assessment. Standard regression methods lack physics-based
inductive bias, leading to unreliable extrapolation. A Physics-Guided Chained Gaussian
Process Regression (PG-CGPR) framework is presented that incorporates Power-Law Dam-
age Accumulation mechanics as a mean function prior with heteroscedastic noise model-
ing. Cross-sectional observations are transformed into pseudo-longitudinal training pairs
using Glagov-tolerant filtering. Validated on cardiovascular imaging data spanning mul-
tiple decades, the model maintains predictive accuracy even when extrapolating beyond
the training age range, with confidence intervals covering all test observations. The strong
physics prior dominates data-driven learning, demonstrating that in small-sample regimes,
mechanistic models outperform flexible kernels. The framework enables projection of future
vessel geometries for downstream biomechanical analysis.

Keywords: Gaussian process regression, plaque progression, physics-informed machine
learning, uncertainty quantification, cardiovascular imaging.

1. Introduction. Atherosclerotic plaque rupture is the primary mechanism
underlying acute coronary syndromes and ischemic stroke. The mechanical stabil-
ity of arterial plaque depends critically on its geometric configuration: fibrous cap
thickness, lipid core size, and overall burden determine stress distribution under
physiological loading. Predicting how plaque geometry evolves over time is there-
fore essential for identifying high-risk patients before acute events occur. While
current clinical practice relies on cross-sectional imaging, such as intravascular ul-
trasound (IVUS) or optical coherence tomography (OCT), to provide snapshots of
plaque state, the lack of routine longitudinal follow-up creates a fundamental chal-
lenge: estimating temporal plaque trajectories from population-level cross-sectional
observations.

Standard regression approaches often fail in this setting due to regression toward
the prior mean in extrapolation regions, violating physical monotonicity constraints
and producing overconfident predictions. To address this, Physics-Informed Machine
Learning (PIML) has emerged as a powerful paradigm, embedding physical laws
directly into the learning objective to constrain solutions where data is sparse [1,2].

The problem of learning damage trajectories from sparse data is addressed in
this work by proposing a Physics-Guided Chained Gaussian Process Regression
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(PG-CGPR) framework. The problem is defined as follows: given cross-sectional
observations {(𝑡𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁𝑖=1 from 𝑁 individuals at different ages 𝑡𝑖, the objectives are
(1) to learn a population-level damage trajectory 𝐷(𝑡) with uncertainty quantifica-
tion, and (2) to predict patient-specific plaque growth given a baseline measurement.
The contributions of this work are:

• A Physics-Guided GPR architecture incorporating Power-Law Damage Accu-
mulation mechanics as a mean function prior, ensuring physically consistent
monotonic predictions.

• Heteroscedastic noise modeling that captures increasing biological variability
with age.

• Empirical demonstration that strong physics priors can dominate data-driven
learning in small-sample regimes.

2. Background and Related Work.
2.1. Gaussian Process Regression and Heteroscedasticity. Gaussian

Process Regression (GPR) provides a Bayesian framework for regression with uncer-
tainty quantification [3]. Given observations D = {(𝑡𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁𝑖=1, the model assumes
𝑦𝑖 = 𝑓(𝑡𝑖)+ 𝜖𝑖, where 𝑓 ∼ GP(𝑚(𝑡), 𝑘(𝑡, 𝑡′)). While standard GPR assumes constant
noise variance, biological processes often exhibit heteroscedasticity, i.e., uncertainty
that varies with the state of the system. Chained Gaussian Processes [4] address
this by modeling input-dependent noise using two latent functions:

𝑦𝑖 = 𝑓1(𝑡𝑖) + 𝜖𝑖 · 𝑔(𝑓2(𝑡𝑖))

where 𝑓1 models the mean trajectory and 𝑓2 models log-variance. Scaling GPR to
larger datasets often requires sparse approximations using inducing points and vari-
ational inference [5], which is employed here to handle the non-conjugate likelihood
of the Chained GP.

2.2. Continuum Damage Mechanics. The continuum damage mechanics
framework describes damage evolution in materials under sustained loading. The
Power-Law Damage Accumulation model, which describes delayed failure in soft and
fibrous materials [6], defines damage evolution 𝐷(𝑡) as:

𝐷(𝑡) = scale ·

[︃
1−

(︂
1− 𝑡

𝑇𝑓

)︂1/(𝑐+1)
]︃

where 𝑇𝑓 is the failure time and 𝑐 is a material exponent. This S-curve captures the
slow initiation and rapid acceleration phases characteristic of cumulative damage,
which is analogous to the progression of biological tissue degradation and plaque
vulnerability [7].

2.3. Arterial Remodeling. Early-stage atherosclerosis exhibits compen-
satory outward remodeling known as the Glagov phenomenon, where the arterial
wall expands to preserve lumen area despite plaque growth [8]. This compensation
continues until approximately 40% plaque burden, after which stenotic narrowing
begins. This phenomenon implies that plaque burden measurements may not in-
crease monotonically in early stages if referenced against a remodeling vessel wall,
a nuance that must be accommodated in data filtering. More recent constrained
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mixture models of arterial growth [9] further link hemodynamic stress to wall re-
modeling, justifying the isotropic growth assumptions used in simplified contour
prediction models.

3. Methodology.
3.1. Data Preparation and Image Processing. The foundation of the

predictive model is accurate quantification of plaque burden from imaging. Optical
Coherence Tomography (OCT) or IVUS images are processed via a semi-automated
pipeline [10]. This involves deep learning-based segmentation to extract the lumen
and external elastic membrane (EEM) contours, followed by artifact removal.

Figure 1. Example of OCT image processing pipeline. (Left) Raw OCT
cross-section showing arterial wall and lumen. (Right) Processed image with

segmented contours for the lumen (red) and EEM (blue) used to calculate plaque
burden.

From these calibrated contours, plaque burden 𝐵 is computed as the relative
cross-sectional area:

𝐵 =
𝐴wall − 𝐴lumen

𝐴wall

This dimensionless metric serves as the target variable 𝑦 for the regression model.
3.2. Pseudo-longitudinal Data Generation. Since true longitudinal data is

unavailable, synthetic baseline-followup pairs are generated by matching individuals
from the cross-sectional population. A rigorous filtering process is employed to
ensure physical plausibility. Pairs (𝑡𝑖, 𝑦𝑖) and (𝑡𝑗, 𝑦𝑗) are weighted by a Gaussian
kernel 𝑤time(𝑡𝑖, 𝑡𝑗) centered on a target gap ∆𝑡target.

Crucially, a Glagov-tolerant filter is applied. Pairs are accepted where 𝑦𝑗 −
𝑦𝑖 ≥ −𝜏Glagov, allowing for slight apparent decreases in burden due to compensatory
remodeling [8], while pairs that violate maximum biological growth rates (𝑟max) or
imply unrealistic jumps in population quantile (𝑞max) are rejected. This ensures the
training data reflects valid biological progression rather than random noise.

3.3. Physics-Guided Chained GPR. A Chained GP is employed where the
mean function of the first latent 𝑓1 (trajectory) is explicitly set to the Power-Law
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Damage Accumulation formulation:

𝑚1(𝑡) = scale ·

[︃
1−

(︂
1− 𝑡

𝑇𝑓

)︂1/(𝑐+1)
]︃

To ensure numerical stability during optimization, a soft extension of this function
is implemented for 𝑡 > 0.95𝑇𝑓 .

The second latent 𝑓2 (log-variance) utilizes a physics-based mean function pro-
portional to the damage rate, 𝑚2(𝑡) ∝ (𝑑𝐷/𝑑𝑡)𝛽, reflecting the hypothesis that
biological variability increases as the disease state accelerates. The kernel for 𝑓2
combines a Linear and RBF kernel to ensure that uncertainty grows monotonically
in extrapolation regions [11], preventing the “variance collapse” often seen in stan-
dard GPs.

The model is trained by maximizing the Evidence Lower Bound (ELBO), aug-
mented with penalty terms Lphysics to enforce monotonicity and growth constraints:

L = LELBO − 𝜆1Lmono − 𝜆2Lgrowth − 𝜆3Lmax

3.4. Patient-Specific Personalization. For a new patient with baseline
measurement (𝑡𝑏, 𝑦𝑏), exact Gaussian conditioning is performed. The joint distribu-
tion of the function values at the baseline age 𝑡𝑏 and future age 𝑡𝑓 is multivariate
normal. Conditioning on the observation 𝑦𝑏 yields the posterior predictive distribu-
tion:

𝜇post = 𝜇𝑓 +
𝐾𝑏𝑓

𝐾𝑏𝑏 + 𝜎2
𝑛

(𝑦𝑏 − 𝜇𝑏)

This shifts the population-level curve to pass through the patient’s specific data
point, effectively "personalizing" the risk trajectory.

4. Numerical Experiments and Results.
4.1. Dataset and Experimental Setup. The methodology was validated

on a dataset of 𝑁 = 57 individuals (ages 17–92). Figure 2 shows the distribution
of relative plaque burden measurements across the age range. To test extrapolation
capabilities, three “Life Fraction” (LF) subsets were created: LF0.5 (training on ages
17–47), LF0.75 (training on ages 17–65), and LF1.0 (full dataset).

4.2. Population Model Performance. The physics-guided mean function
successfully prevents the unphysical regression to zero often seen in standard GPs.
Figure 3 shows the model fit for each life fraction subset. As shown in Table 1,
the model maintains low error rates even when extrapolating decades beyond the
training data (LF0.5 scenario).

Table 1.
Population model performance across life fractions.

Metric LF50 LF75 LF100
Training MAPE 31.8% 27.1% 24.0%
Extrapolation MAPE 15.4% 14.1% –
95% CI Coverage 100% 100% 100%

The variance behavior is particularly notable. The use of the power-law rate-
based mean for 𝑓2 results in uncertainty that naturally expands near the theoretical
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Figure 2. Cross-sectional dataset: relative plaque burden versus patient age
(N=57, ages 17–92).

Figure 3. Training data distribution and model fit for different life fractions. (a)
LF0.5 (50% of lifecycle), (b) LF0.75, and (c) LF1.0. The gray-filled dots represent
the training data (pseudo-longitudinal pairs), and the shaded region indicates the

model’s uncertainty.

failure time 𝑇𝑓 . This aligns with the "Explosion of Uncertainty" concept in risk
assessment [12], where the predictability of a system degrades as it approaches a
critical transition (rupture).

4.3. Plaque Growth Visualization. Probabilistic forecasts for plaque
burden evolution were generated. Figure 4 illustrates the learned trajectories. The
model captures the non-linear acceleration of damage in later years. The confidence
intervals (gray bands) effectively capture the spread of the data, ensuring that no
patient observations fall outside the predicted risk corridors.

4.4. Personalization and Conditioning. The personalization capability
was evaluated using the 𝑀 = 35 synthetic follow-up pairs. The exact Gaussian
conditioning provided a robust posterior mean but showed minimal error reduction
compared to the population prior (< 0.1%). This result indicates that the Physics-
Guided Mean Function (𝑚1) is so effective at capturing the underlying biological
trend that the residual epistemic uncertainty (𝐾𝑏𝑏) collapses to near zero during
training. The physics prior describes the data so well that the model sees little
need for a flexible, data-driven covariance structure to correct it. This confirms
the dominance and validity of the Power-Law Damage Accumulation model for this
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Figure 4. Plaque growth predictions and uncertainty quantification. The solid
black line represents the mean trajectory 𝐷(𝑡), and the gray bands represent the

95% confidence intervals. Note the monotonic growth and widening uncertainty in
extrapolation regions (LF0.5), consistent with damage mechanics theory.

application.
4.5. 5-Year Contour Prediction. To demonstrate clinical utility, the pre-

dicted burden 𝐵𝑡+5 was projected onto the vessel geometry. Using an isotropic
growth assumption supported by recent biomechanical studies [9, 13], the lumen
radius was contracted according to 𝑟(𝑓)lumen = 𝑟wall

√︀
1−𝐵𝑓 . This allows for the visu-

alization of future stenosis and potential occlusion risks, bridging the gap between
abstract regression numbers and patient anatomy.

5. Discussion. The integration of Power-Law Damage Accumulation me-
chanics into the Gaussian Process framework addresses the critical limitation of
standard ML in medicine: reliable extrapolation. Standard RBF kernels regress to
a zero mean outside the training data, which is physically impossible for cumulative
damage [11]. By enforcing the power-law structure, it is ensured that predictions
obey the second law of thermodynamics (entropy/damage accumulation) even in
the absence of data.

The results highlight a trade-off between physics-based robustness and data-
driven flexibility. The “collapse” of the epistemic covariance suggests that for small
datasets (𝑁 = 57), a strong physical prior is far more valuable than a flexible kernel.
This aligns with findings in the broader PIML literature [1, 14], where inductive
biases are shown to reduce the sample complexity of learning algorithms.

The Glagov-tolerant filtering proved essential. Without it, the “noise” introduced
by compensatory remodeling would force the GP to learn a high noise variance
𝜎2
𝑛, obscuring the true progression signal. By explicitly modeling this physiological

phenomenon, the training data was refined to better reflect the underlying pathology.
Future work will focus on integrating these geometric predictions with Finite

Element Analysis (FEA). The predicted contours can serve as geometries for stress
analysis, allowing for the calculation of Peak Circumferential Stress (PCS), a direct
biomechanical predictor of plaque rupture [15].

6. Conclusions. A Physics-Guided Chained Gaussian Process Regression
framework for predicting atherosclerotic plaque progression was presented. By em-
bedding continuum damage mechanics into the probabilistic learning model, the
following was achieved:
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• Robust Extrapolation: The model predicts monotonic damage growth even
when trained on only 50% of the lifecycle (MAPE 15.4%).

• Calibrated Uncertainty: The heteroscedastic noise model captures the in-
creasing variability of disease presentation with age.

• Clinical Relevance: The pipeline transforms raw OCT images into future risk
predictions, providing a tangible tool for long-term cardiovascular prognosis.

The proposed method offers a generalized approach for modeling progressive
degenerative diseases where data is sparse, but the underlying physics of decay is
well-understood.
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Красiй Д. М., Ларiн О. О. Фiзично-керована ланцюгова гаусiвська регресiя
процесу для прогнозування прогресiї атеросклеротичної бляшки.

Прогнозування прогресiї атеросклеротичної бляшки за розрiдженими даними по-
перечних зображень є критичним для оцiнки серцево-судинного ризику. Стандартнi
методи регресiї не мають фiзично обґрунтованого iндуктивного змiщення, що призво-
дить до ненадiйної екстраполяцiї. Представлено фреймворк фiзично-керованого лан-
цюгового гаусiвського процесного регресування (PG-CGPR), який iнтегрує механiку
степеневого накопичення пошкоджень як апрiорну функцiю середнього з гетероске-
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дастичним моделюванням шуму. Спостереження поперечних перерiзiв трансформу-
ються у псевдо-лонгiтюднi навчальнi пари з використанням фiльтрацiї, толерантної
до явища Глагова. Валiдований на даних серцево-судинних зображень, що охоплюють
кiлька десятилiть, модель зберiгає точнiсть прогнозування навiть при екстраполяцiї
за межi навчального вiкового дiапазону, з довiрчими iнтервалами, що покривають усi
тестовi спостереження. Сильний фiзичний апрiор домiнує над навчанням на основi да-
них, демонструючи, що в режимах малих вибiрок механiстичнi моделi перевершують
гнучкi ядра. Фреймворк дозволяє проектувати майбутнi геометрiї судин для подаль-
шого бiомеханiчного аналiзу.

Ключовi слова: гаусiвськi процеси, прогресiя бляшки, фiзично-iнформоване машин-
не навчання, механiка пошкоджень, кiлькiсна оцiнка невизначеностi, серцево-судинна
вiзуалiзацiя.
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ПОВНОГЕНОМНИЙ ПОШУК ГЕНЕТИЧНИХ АСОЦIАЦIЙ
ПОШИРЕНИХ ЗАХВОРЮВАНЬ В УКРАЇНI: СУЧАСНI

МЕТОДИ ТА IНСТРУМЕНТИ

Комплекснi неiнфекцiйнi захворювання, зокрема серцево-судиннi, онкологiчнi та
аутоiмуннi, становлять основний тягар для системи охорони здоров’я України. Їх етiо-
логiя є результатом складної взаємодiї генетичних факторiв та впливу навколишнього
середовища. Повногеномнi асоцiативнi дослiдження (GWAS) є ефективним iнструмен-
том для iдентифiкацiї генетичних варiантiв, пов’язаних iз ризиком розвитку цих хво-
роб. Однак iнтерпретацiя результатiв GWAS залишається складним завданням, що
потребує використання сучасних бiоiнформатичних методiв аналiзу.

У статтi узагальнено сучаснi пiдходи та iнструменти для проведення GWAS i
подальшої обробки даних з урахуванням особливостей української популяцiї. Розгля-
нуто основнi етапи дослiдження — вiд контролю якостi генотипових даних до прi-
оритезацiї причинних варiантiв iз застосуванням iнструментiв на основi машинного
навчання, зокрема Combined Annotation Dependent Depletion (CADD) та новiтнiх ме-
тодiв повногеномної регресiї, таких як Regenie. Особливу увагу придiлено зростаючiй
ролi штучного iнтелекту у виявленнi складних нелiнiйних залежностей у геномних
даних. Пiдкреслено унiкальнiсть генофонду населення України, що обґрунтовує необ-
хiднiсть масштабних нацiональних геномних дослiджень для розроблення ефективних
стратегiй персоналiзованої медицини та профiлактики поширених захворювань.

Ключовi слова: повногеномнi асоцiативнi дослiдження, геномний аналiз, бiоiнфор-
матика, машинне навчання, штучний iнтелект, генетичне прогнозування, персоналi-
зована медицина, Україна.

1. Вступ. Сучасна система охорони здоров’я України, як i бiльшостi країн свi-
ту, стикається з проблемою високої поширеностi комплексних (багатофактор-
них) неiнфекцiйних захворювань. За статистичними даними, серцево-судиннi
хвороби спричиняють понад 50% випадкiв смертностi в Українi, а онкологiчнi
патологiї посiдають друге мiсце за цим показником. Значну медико-соцiальну
проблему становлять також ендокриннi захворювання.

Особливе мiсце серед ендокринної патологiї займають аутоiмуннi захворю-
вання щитоподiбної залози (АIЗ ЩЗ) є органоспецифiчними патологiями, якi
вражають близько 2-5% загальної популяцiї, причому поширенiсть серед жi-
нок (5-15%) є суттєво вищою, нiж серед чоловiкiв (1-5%) [1]. Такi патологiї є
наслiдком складної взаємодiї мiж генетичною схильнiстю iндивiда та фактора-
ми навколишнього середовища, зокрема способом життя, харчуванням i станом
екосистеми. Розкриття генетичної архiтектури цих хвороб має ключове значе-
ння для розроблення нових пiдходiв до дiагностики, профiлактики та персона-
лiзованого лiкування.

Революцiйний прогрес у дослiдженнi генетичних чинникiв людини забез-
печили повногеномнi асоцiативнi дослiдження (GWAS), що дають змогу без
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попереднiх гiпотез аналiзувати геном та виявляти варiанти, асоцiйованi з ризи-
ком розвитку захворювань. Завдяки цим дослiдженням iдентифiковано тисячi
локусiв, пов’язаних iз сотнями хвороб та фенотипових ознак. Ефективне за-
стосування GWAS потребує великих обсягiв якiсних геномних даних, значних
обчислювальних ресурсiв i високої квалiфiкацiї фахiвцiв. Для України трива-
лий час це залишалося обмеженням через технологiчнi та фiнансовi бар’єри.

Попри значнi досягнення, трансляцiя результатiв GWAS у клiнiчну практи-
ку залишається складним завданням. Бiльшiсть виявлених асоцiацiй локалiзу-
ються в некодуючих дiлянках геному, мають незначний iндивiдуальний ефект,
а їхня функцiональна роль часто невiдома [2]. Це зумовлює появу проблеми
пост-GWAS аналiзу: серед тисяч статистично значущих асоцiацiй необхiдно ви-
окремити бiологiчно релевантнi варiанти, встановити причиннi гени та механi-
зми.

Розв’язання цiєї проблеми потребує iнтеграцiї геномних даних iз функцiо-
нальною анотацiєю, що здiйснюється за допомогою сучасних бiоiнформатичних
iнструментiв, методiв машинного навчання та штучного iнтелекту [3].

Метою цiєї статтi є огляд сучасних методiв проведення GWAS та подальшого
аналiзу з акцентом на їх застосуваннi для вивчення поширених в Українi захво-
рювань. Розглянемо ключовi обчислювальнi iнструменти, зокрема Regenie для
ефективного регресiйного моделювання та CADD для функцiональної прiори-
тезацiї варiантiв. Окремо обґрунтуємо необхiднiсть проведення повногеномних
дослiджень на українськiй популяцiї, зважаючи на її унiкальну генетичну рi-
зноманiтнiсть.

2. Основний результат.
2.1. Генетичнi дослiдження в Українi. Однiєю з ключових проблем су-

часної бiомедичної науки в Українi є вiдсутнiсть великомасштабних геномних
дослiджень поширених захворювань. Бiльшiсть проведених у свiтi повногеном-
них асоцiативних дослiджень (GWAS) базуються на вибiрках осiб переважно
європейського походження, що обмежує можливiсть прямої екстраполяцiї їхнiх
результатiв на українську популяцiю.

Нещодавнi дослiдження геномної рiзноманiтностi населення України, вико-
нанi пiд керiвництвом Тараса Олексика, засвiдчили унiкальнiсть українського
генофонду. У ходi секвенування геномiв 97 осiб було виявлено понад 13 мiльйо-
нiв генетичних варiантiв, серед яких близько 500 тисяч ранiше не були описанi.
Встановлено також, що частоти багатьох клiнiчно значущих мутацiй в українцiв
iстотно вiдрiзняються вiд iнших європейських популяцiй [4].

Цi данi пiдкреслюють необхiднiсть проведення системних дослiджень гене-
тичних детермiнант поширених в Українi патологiй. Зокрема, iснує висока ймо-
вiрнiсть, що фактори генетичного ризику для серцево-судинних, ендокринних
та онкологiчних захворювань у представникiв української популяцiї мають спе-
цифiчнi вiдмiнностi вiд тих, що виявленi в iнших етнiчних групах.

У цьому контекстi актуальними стратегiчними завданнями є:
• створення нацiональної iнфраструктури для проведення геномних дослi-
джень, включно з формуванням бiобанкiв для збору, зберiгання та аналiзу
бiологiчних зразкiв;

• реалiзацiя повномасштабних GWAS, спрямованих на виявлення популя-
цiйно специфiчних генетичних маркерiв ризику поширених захворювань.
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Важливим кроком у цьому напрямi стало ухвалення Кабiнетом Мiнiстрiв
України «Порядку збору, зберiгання та використання бiологiчних зразкiв лю-
дини з дослiдницькою метою» [5], що створює необхiдне правове пiдґрунтя для
розвитку бiобанкiнгу та геномних iнiцiатив у країнi.

Попри обмежену кiлькiсть масштабних проектiв, в Українi вже реалiзую-
ться перспективнi науковi iнiцiативи, якi демонструють значний потенцiал у
галузi геномiки. Зокрема, мiжнародний проєкт «Геномiка цукрового дiабету 1
типу в Українi» передбачає залучення 20000 учасникiв (10000 пацiєнтiв та 10000
осiб контрольної групи) для проведення повноекзомного секвенування та гено-
типування. Незважаючи на обмеження, пов’язанi з воєнними дiями, у межах
проєкту вже зiбрано понад 13500 зразкiв i отримано високоякiснi данi майже
для 10000 учасникiв, що заклало основу для формування першого у Схiднiй Єв-
ропi каталогу генетичних варiантiв ЦД1 та дозволило iдентифiкувати випадки
моногенного дiабету [6].

2.2. GWAS i штучний iнтелект у сучасних геномних дослiдженнях.
Методологiя GWAS: вiд даних до асоцiацiй. Проведення GWAS є бага-

тоетапним процесом, що потребує ретельного планування та суворого контролю
якостi на всiх стадiях дослiдження [7]. Вихiднi генотипнi данi зазвичай форму-
ються у форматi VCF (Variant Call Format), однак з огляду на значнi обсяги
iнформацiї та обчислювальнi вимоги їх часто конвертують у бiнарнi формати,
сумiснi зi спецiалiзованими iнструментами аналiзу. Найбiльш поширеним серед
таких iнструментiв є програмний пакет PLINK, який фактично став стандартом
для опрацювання GWAS-даних.

Однiєю з ключових складових аналiтичного конвеєра є контроль якостi да-
них, спрямований на мiнiмiзацiю впливу технiчних артефактiв i помилок гено-
типування, що можуть зумовлювати хибнопозитивнi асоцiацiї. Типовий прото-
кол контролю якостi, реалiзований у PLINK, передбачає фiльтрацiю як зраз-
кiв, так i генетичних варiантiв за показниками частки пропущених генотипiв,
частоти мiнорного алеля (MAF) та вiдхилення вiд рiвноваги Хардi–Вайнберга
(HWE), а також iдентифiкацiю та усунення прихованої спорiдненостi мiж уча-
сниками дослiдження [8].

Важливим аспектом є також урахування популяцiйної стратифiкацiї, оскiль-
ки iгнорування популяцiйної структури може призводити до систематичних змi-
щень оцiнок асоцiацiї. З огляду на складну демографiчну iсторiю української
популяцiї, доцiльним є застосування аналiзу головних компонент (PCA), який
дає змогу виявити основнi напрями генетичної варiабельностi мiж iндивiдами
та включити вiдповiднi компоненти як коварiати у регресiйнi моделi.

Статистичний аналiз у GWAS ґрунтується на тестуваннi асоцiацiї мiж ко-
жним окремим генетичним варiантом (SNP) i дослiджуваною ознакою, зокре-
ма за допомогою лiнiйної або логiстичної регресiї залежно вiд типу фенотипу.
Отриманi результати зазвичай вiзуалiзують у виглядi мангеттенських графi-
кiв, що вiдображають геномний розподiл сигналiв асоцiацiї. Оскiльки кiлькiсть
проведених тестiв сягає мiльйонiв, обов’язковим є застосування корекцiй на
множиннi порiвняння, серед яких одним iз найконсервативнiших пiдходiв є ко-
рекцiя Бонферронi.

2.3. Приклад застосування GWAS: аутоiмуннi захворювання щи-
топодiбної залози. Аутоiмуннi захворювання щитоподiбної залози, зокрема
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аутоiмунний тиреоїдит (тиреоїдит Хашимото), є показовою моделлю компле-
ксних патологiй, генетична архiтектура яких iнтенсивно вивчається за допо-
могою GWAS. Результати таких дослiджень засвiдчили наявнiсть численних
генетичних локусiв, що вiдображають складну взаємодiю мiж системною iмун-
ною схильнiстю та тиреоїд-специфiчними бiологiчними механiзмами [9].

Iдентифiкованi гени-асоцiати умовно групуються за їхньою бiологiчною ро-
ллю у формуваннi ризику захворювання. Одна частина з них пов’язана iз за-
гальною аутоiмунною схильнiстю та пiдвищує ймовiрнiсть розвитку рiзних ау-
тоiмунних патологiй, включно з цукровим дiабетом 1 типу та ревматоїдним ар-
тритом. До цiєї категорiї належить регiон HLA на 6-й хромосомi, який кодує бiл-
ки головного комплексу гiстосумiсностi та вiдiграє ключову роль у презентацiї
антигенiв Т-лiмфоцитам. Вагомий внесок також мають варiанти гена PTPN22,
що кодує тирозинфосфатазу – негативний регулятор активацiї Т-клiтин, пору-
шення функцiї якого може знижувати контроль iмунної вiдповiдi. Подiбно до
цього, ген CTLA4 залучений до пiдтримання iмунної толерантностi через iнгi-
бування активацiї Т-лiмфоцитiв, а його полiморфiзми асоцiйованi з пiдвищеним
ризиком автоiмунних реакцiй.

Iнша група генiв має бiльш безпосереднiй зв’язок iз бiологiєю щитоподiбної
залози. Зокрема, FOXE1 кодує транскрипцiйний фактор, критично важливий
для ембрiонального розвитку та морфогенезу щитоподiбної залози, що зумов-
лює його значення у формуваннi органоспецифiчної схильностi. Водночас ген
TSHR, який кодує рецептор тиреотропного гормону, є важливим функцiональ-
ним елементом регуляцiї тиреоїдної активностi; його генетичнi варiанти найча-
стiше демонструють асоцiацiї з хворобою Грейвса. У сукупностi цi данi пiдкре-
слюють полiгенну природу АIЗ ЩЗ i свiдчать про поєднання загальноiмунних
i органоспецифiчних генетичних чинникiв у патогенезi цих захворювань.

Цей приклад демонструє, як GWAS допомагає виявляти складнi бiологiчнi
шляхи, що лежать в основi патологiї, вказуючи на конкретнi гени та механiзми,
якi можуть стати цiлями для подальших дослiджень та розробки терапiї.

2.4. Regenie: тестування на основi повногеномної регресiї. Тради-
цiйнi GWAS-моделi, якi аналiзують кожен варiант окремо, є обчислювально за-
тратними та не завжди враховують полiгенну природу складних захворювань.
Метод Regenie, розроблений дослiдницькою групою корпорацiї Regeneron, базу-
ється на машинному навчаннi для побудови повногеномної регресiйної моделi.

Пiдхiд Regenie складається з двох етапiв. На першому етапi будується ре-
гресiйна модель на основi пiдмножини високоякiсних генетичних маркерiв, що
дозволяє ефективно врахувати полiгенний ефект, спорiдненiсть та популяцiйну
структуру без необхiдностi обчислення громiздкої матрицi генетичної спорiдне-
ностi (GRM).

На другому етапi проводиться швидке тестування асоцiацiй для кожного ва-
рiанта окремо, враховуючи вже розрахованi на першому етапi полiгеннi преди-
ктори. Такий пiдхiд iстотно прискорює аналiз i дозволяє одночасно працювати
з багатьма фенотипами [10].

Ключовою перевагою Regenie є можливiсть проведення аналiзу на рiвнi ге-
нiв iз використанням агрегованих тестiв (burden, SKAT, ACAT), що забезпечує
виявлення сукупного ефекту рiдкiсних варiантiв у межах одного гена. Це осо-
бливо актуально для виявлення генiв, у яких накопичення рiдкiсних мутацiй
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Рис. 1. Схема повногеномного асоцiативного аналiзу за допомогою Regenie.

може суттєво впливати на ризик захворювання, що часто пропускається стан-
дартними GWAS.

У порiвняннi з BOLT-LMM та SAIGE, алгоритм regenie демонструє суттєвi
переваги з точки зору обчислювальної ефективностi, що є критично важливим
для аналiзу великих когорт.

Швидкодiя regenie суттєво перевищує BOLT-LMM, забезпечуючи понад 30-
разове загальне прискорення на етапах побудови нульової моделi та асоцiатив-
ного тестування. Порiвняно з SAIGE, regenie приблизно у 350 разiв швидшим
на кроцi 1, використовував лише 40% пам’ятi, а на кроцi 2 демонстрував у деся-
тки разiв менший час виконання завдяки ефективнiй паралелiзацiї. Максималь-
не використання оперативної пам’ятi для regenie становило 12,9 ГБ, натомiсть
BOLT-LMM потребував до 50 ГБ.

Поєднання високої швидкодiї та помiрного використання пам’ятi дозволяє
regenie забезпечувати стабiльну масштабованiсть для аналiзу як кiлькiсних, так
i бiнарних фенотипiв, включно з ознаками з вираженим дисбалансом «випадок-
контроль». Це робить regenie оптимальним вибором для високопродуктивних
GWAS-аналiзiв у великих популяцiйних дослiдженнях.

2.5. CADD: iнструмент прiоритезацiї варiантiв на основi машин-
ного навчання. Iнтеграцiя алгоритмiв передбачення патогенностi варiантiв
дозволяє iдентифiкувати мутацiї, що потенцiйно впливають на ризик розви-
тку захворювання. Одним iз найефективнiших таких iнструментiв є Combined
Annotation Dependent Depletion (CADD), який поєднує десятки анотацiй у єди-
ну оцiнку шкiдливостi (C-score) за допомогою моделi машинного навчання.

CADD навчається розрiзняти нейтральнi варiанти, що збереглися в еволю-
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цiї, та симульованi de novo мутацiї, використовуючи рiзноманiтнi геномнi хара-
ктеристики (рiвень консервативностi, данi ENCODE, функцiональнi наслiдки
тощо).

PHRED-шкальована оцiнка CADD забезпечує iнтуїтивну iнтерпретацiю ре-
зультатiв, оскiльки її значення вiдображають вiдносний ранг потенцiйної шкi-
дливостi варiанта в масштабi всього геному: показник 10 вiдповiдає верхнiм
10% iмовiрно найбiльш шкiдливих варiантiв, 20 – 1%, а 30 – 0,1%. Така шка-
ла спрощує порiвняння варiантiв мiж собою та створює зручну основу для їх
прiоритезацiї у подальших функцiональних дослiдженнях [11].

Водночас, попри широку застосовнiсть, пiдхiд CADD має низку концепту-
альних i методологiчних обмежень, якi не завжди належно враховуються пiд
час iнтерпретацiї результатiв. Одним iз них є проблема циклiчностi, що зу-
мовлена використанням у моделi як предикторiв виходiв iнших iнструментiв,
зокрема SIFT i PolyPhen, унаслiдок чого CADD частково успадковує їхнi си-
стематичнi похибки. Додатковим джерелом невизначеностi є упередженiсть на-
вчальних мiток, адже припущення про шкiдливiсть усiх симульованих мутацiй
є спрощенням, яке не вiдображає значної частки нейтральних варiантiв у гено-
мi. Це призводить до зашумлення тренувальної вибiрки та зниження точностi,
особливо в некодуючих регiонах. Крiм того, включення частоти алелiв як однiєї
з ознак формує схильнiсть моделi автоматично присвоювати вищi бали рiдкi-
сним варiантам, що може змiщувати оцiнку їхнього функцiонального значен-
ня. У сукупностi цi чинники зумовлюють необхiднiсть обережної iнтерпретацiї
CADD-скору та його використання у поєднаннi з iншими джерелами доказiв.

2.6. Пост-GWAS аналiз та роль штучного iнтелекту. Окрiм CADD
та Regenie, якi самi по собi є прикладами застосування машинного навчання,
штучний iнтелект (ШI) все глибше iнтегрується в геномнi дослiдження. Мо-
делi глибокого навчання (Deep Learning), зокрема згортковi нейроннi мережi
(CNN), демонструють високу ефективнiсть у прогнозуваннi функцiонального
впливу некодуючих варiантiв, аналiзуючи послiдовнiсть ДНК безпосередньо та
виявляючи складнi регуляторнi мотиви.7

Iдентифiкацiя статистично значущого SNP не обов’язково означає виявлен-
ня причинної мутацiї. Через явище нерiвноважного зчеплення (LD), знайдений
SNP часто є лише маркером для цiлого геномного регiону, що мiстить десятки
або сотнi варiантiв, будь-який з яких може бути функцiональним [12]. Для ви-
значення найбiльш ймовiрних причинних варiантiв застосовують методи пост-
GWAS аналiзу, що iнтегрують данi функцiональної геномiки [13].

Застосування методiв штучного iнтелекту у пост-GWAS аналiзi суттєво роз-
ширює аналiтичнi можливостi дослiдження генетичних асоцiацiй та їхнього
бiологiчного тлумачення. Зокрема, алгоритми глибокого навчання використо-
вуються для пiдвищення точностi прiоритезацiї генетичних варiантiв i генiв-
кандидатiв. Такi моделi, як DeepSEA, здатнi прогнозувати функцiональнi на-
слiдки генетичних варiантiв, зокрема їхнiй вплив на епiгенетичнi маркери у
рiзних типах клiтин, що дає змогу оцiнювати регуляторний потенцiал варiантiв
поза межами кодувальних дiлянок геному.

Крiм того, пiдходи на основi ШI вiдкривають можливiсть виявлення нелi-
нiйних мiжгенних взаємодiй, або епiстазу, коли сукупний ефект кiлькох варi-
антiв не зводиться до простої суми їхнiх iндивiдуальних внескiв. Такi складнi
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взаємозв’язки часто залишаються поза межами класичних статистичних моде-
лей, але можуть мати вагоме значення для формування ризику складних за-
хворювань. Важливою перевагою є також здатнiсть ШI iнтегрувати рiзнорiднi
мультиомiкснi данi, включно з геномiкою, транскриптомiкою та протеомiкою,
у межах єдиних аналiтичних моделей, що сприяє бiльш цiлiсному розумiнню
молекулярних механiзмiв хвороби.

Окремий напрям становить пояснюваний штучний iнтелект (XAI), який орi-
єнтований на пiдвищення iнтерпретованостi моделей. Використання таких пiд-
ходiв дає змогу iдентифiкувати SNP або гени, що роблять найбiльший внесок у
прогноз, тим самим поєднуючи високу прогностичну здатнiсть моделей iз мо-
жливiстю їхнього бiологiчного тлумачення [14].

2.7. Результати дослiджень в Українi. В Українi вже здiйснюються ва-
жливi кроки у сферi медичної геномiки. Одним iз прикладiв є перше системне
дослiдження генетичних причин затримки розвитку та iнтелектуальної недо-
статностi у дiтей, у якому було проаналiзовано 417 випадкiв iз використанням
секвенування екзому та таргетних панелей. Це дозволило встановити молеку-
лярний дiагноз у 15,8% випадкiв i пiдтвердило ефективнiсть використання ло-
кальних геномних даних для iнтерпретацiї рiдкiсних варiантiв [15].

На конференцiї AHSG 2024 було представлено попереднi результати GWAS
у рамках проєкту «Геномiка цукрового дiабету 1 типу в Українi» на основi
9 000 зразкiв, що охоплюють усi регiони країни. Iдентифiковано низку генiв-
кандидатiв на хромосомах 1, 6 та 11, а розширений аналiз наразi готується до
публiкацiї.

Цi iнiцiативи демонструють здатнiсть української наукової спiльноти iнте-
груватися у свiтовий геномний простiр i формують пiдґрунтя для майбутнiх
нацiональних проєктiв у сферi персоналiзованої медицини.

3. Висновки. Повногеномнi асоцiативнi дослiдження, у поєднаннi з су-
часними бiоiнформатичними iнструментами та методами машинного навчання,
становлять потужний пiдхiд до розкриття генетичних механiзмiв поширених
захворювань. Однак ефективнiсть цього пiдходу безпосередньо залежить вiд
належної репрезентацiї генетичної рiзноманiтностi популяцiй, що дослiджую-
ться.

Аналiз останнiх дослiджень чiтко демонструє, що населення України має
унiкальну генетичну структуру, яка наразi недостатньо представлена в мiж-
народних геномних базах даних. Це створює «слiпу зону» у розумiннi генети-
чних ризикiв найпоширенiших в Українi захворювань. Використання резуль-
татiв GWAS, отриманих на iнших популяцiях, може бути неточним i навiть
помилковим.

Таким чином, проведення масштабних повногеномних асоцiативних дослi-
джень, орiєнтованих на українську популяцiю, є не лише науковим прiорите-
том, а й стратегiчною передумовою для розвитку нацiональної системи охорони
здоров’я. Це вiдкриє можливiсть:

• iдентифiкувати генетичнi маркери ризику, специфiчнi для української
популяцiї;

• поглибити розумiння патогенезу поширених захворювань у мiсцевому
контекстi;

• створити основу для розробки програм генетичного скринiнгу та профi-
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лактики;
• прокласти шлях до впровадження принципiв персоналiзованої медицини,
де лiкування та профiлактичнi заходи пiдбираються з урахуванням iнди-
вiдуального генетичного профiлю пацiєнта.

Створення нацiональних бiобанкiв та розвиток обчислювальної iнфрастру-
ктури для аналiзу геномних даних iз використанням передових iнструментiв,
таких як Regenie, CADD та моделей штучного iнтелекту, є критично важли-
вими кроками на цьому шляху. Iнтеграцiя зусиль наукової спiльноти, медичної
галузi та державних iнституцiй дозволить Українi стати повноцiнним учасни-
ком глобальної геномної революцiї та зробити вагомий внесок у покращення
громадського здоров’я.

Конфлiкт iнтересiв

Автор заявляє, що немає конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдження,
включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який мiг
би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.
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Kurutsa O. O. Genome-Wide Analysis for Genetic Associations of Common Dis-
eases in Ukraine: Current Methods and Tools.

Complex non-communicable diseases, including cardiovascular, oncological, and autoim-
mune disorders, represent a major burden on the healthcare system of Ukraine. Their
etiology results from a complex interplay between genetic determinants and environmental
factors. Genome-wide association studies (GWAS) are an effective tool for identifying ge-
netic variants associated with disease susceptibility. However, the interpretation of GWAS
findings remains a challenging task that requires advanced bioinformatic analysis.

This article summarizes modern approaches and tools for conducting GWAS and sub-
sequent data processing, with a particular focus on the Ukrainian population. The key
stages of analysis are outlined — from genotype data quality control to causal variant
prioritization using machine learning–based tools, such as Combined Annotation Depen-
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dent Depletion (CADD) and advanced genome-wide regression methods, such as Regenie.
Special attention is given to the growing role of artificial intelligence in detecting com-
plex nonlinear patterns in genomic data. The uniqueness of the Ukrainian gene pool is
emphasized, highlighting the need for large-scale national genomic studies to support the
development of effective strategies for personalized medicine and prevention of common
diseases.

Keywords: genome-wide association studies (GWAS), genomic analysis, bioinformat-
ics, machine learning, artificial intelligence, genetic risk prediction, personalized medicine,
Ukraine.
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ПРОГНОЗУВАННЯ ПАРАМЕТРIВ СНУ НА ОСНОВI
МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ТА МАШИННОГО

НАВЧАННЯ

У роботi розглядається задача класифiкацiї якостi сну за допомогою алгоритмiв
машинного навчання. Актуальнiсть теми зумовлена зростаючим iнтересом до iнстру-
ментiв цифрової медицини, якi дозволяють проводити оцiнку стану здоров’я людини
на основi об’єктивних показникiв. Метою дослiдження є створення ефективної моделi,
здатної здiйснювати прогноз рiвня Quality of Sleep на основi таких факторiв, як: вiк
(Age), тривалiсть сну (Sleep Duration) та рiвень стресу (Stress Level).

На початковому етапi було здiйснено комплексну пiдготовку даних, що включала
видалення викидiв iз використанням методу мiжквартильного розмаху, стандартиза-
цiю числових змiнних, кодування категорiальних ознак та побудову кореляцiйної ма-
трицi. Такий пiдхiд забезпечив пiдвищення якостi навчальних даних та стабiльнiсть
статистичних оцiнок. Далi набiр даних було роздiлено на навчальну та тестову вибiрки
у спiввiдношеннi 80:20. З метою порiвняння ефективностi рiзних пiдходiв до класи-
фiкацiї було реалiзовано чотири моделi: Logistic Regression, Random Forest, K-Nearest
Neighbors та Support Vector Classifier. Гiперпараметри кожної моделi були пiдiбранi з
використанням методу GridSearchCV iз п’ятиразовою крос-валiдацiєю.

Оцiнювання продуктивностi моделей здiйснювалося за метриками точностi (Accu-
racy), прецизiйностi (Precision), повноти (Recall) та F1-мiри. Найвищу ефективнiсть
показала модель Random Forest, яка досягла значення F1-мiри 0.9866. Подальший
аналiз включав iнтерпретацiю ймовiрнiсних прогнозiв моделi та симуляцiю нових ком-
бiнацiй вхiдних даних для оцiнки впевненостi прийнятих рiшень. Було встановлено,
що бiльшiсть прогнозiв моделi мають середнiй або високий рiвень ймовiрностi, що
свiдчить про її стабiльну роботу. Результати дослiдження демонструють доцiльнiсть
використання алгоритмiв машинного навчання у завданнях монiторингу якостi сну та
вiдкривають перспективи для подальшого вдосконалення моделi шляхом розширення
набору ознак i джерел даних.

Ключовi слова: машинне навчання, якiсть сну, метрика, Random Forest, стандарти-
зацiя.
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1. Вступ. У сучасних дослiдженнях машинного навчання важливим аспектом
є не лише вибiр алгоритмiв, а й якiсна пiдготовка даних, вiд якої значною мiрою
залежить точнiсть та стiйкiсть моделей. Попередня обробка даних охоплює та-
кi етапи, як: видалення викидiв, стандартизацiю та кодування категорiальних
змiнних, що забезпечує коректнiсть статистичних оцiнок i сприяє пiдвищенню
узагальнюючої здатностi моделей. Використання робастного статистичного ме-
тоду виявлення аномалiй, зокрема пiдходу на основi мiжквартильного розмаху,
дозволяє усунути екстремальнi значення без втрати суттєвої iнформацiї, що
пiдвищує достовiрнiсть подальших результатiв моделювання.

Пiсля очищення даних виконано стандартизацiю для приведення ознак до
єдиного масштабу, що особливо важливо при використаннi алгоритмiв, чутли-
вих до дiапазону значень. Категорiальнi змiннi були перетворенi у числовий
формат за допомогою кодування мiток, що дало змогу забезпечити узгодже-
нiсть даних iз математичними вимогами алгоритмiв машинного навчання. Та-
кож було побудовано кореляцiйну матрицю, яка дозволила оцiнити взаємозв’яз-
ки мiж змiнними та видiлити iнформативнi ознаки для подальшої кластеризацiї
та побудови моделей прогнозування.

Подальшi етапи дослiдження зосереджено на створеннi та оцiнюваннi мо-
делей класифiкацiї для прогнозування якостi сну (Quality of Sleep) на основi
ключових факторiв – Age (вiк), Sleep Duration (Тривалiсть сну), Stress Level
(Рiвень стресу). Для цього було застосовано декiлька пiдходiв машинного на-
вчання, зокрема логiстичну регресiю, метод випадкового лiсу, k-найближчих
сусiдiв та метод опорних векторiв. Їхня ефективнiсть оцiнювалася за допомо-
гою стандартних метрик класифiкацiї, що дозволило обґрунтовано визначити
найрезультативнiшу модель для вирiшення поставленої задачi.

2. Постановка завдання. У даному дослiдженнi поставлено завдання
розробити, навчити та порiвняти ефективнiсть класифiкацiйних моделей ма-
шинного навчання для прогнозування якостi сну (Quality of Sleep) на основi
ключових ознак – вiку (Age), тривалостi сну (Sleep Duration) та рiвня стресу
(Stress Level). Для досягнення цiєї мети було здiйснено повний цикл обробки
даних: очищення вiд викидiв за допомогою методу мiжквартильного розмаху,
стандартизацiю числових ознак, кодування категорiальних змiнних та аналiз
кореляцiйних зв’язкiв для виявлення релевантних предикторiв. На основi пiд-
готовлених даних було реалiзовано чотири алгоритми класифiкацiї – Logistic
Regression, Random Forest, K-Nearest Neighbors та Support Vector Classifier, з
пiдбором гiперпараметрiв методом перехресної валiдацiї GridSearchCV. Моделi
оцiнювалися за метриками Accuracy, Precision, Recall, F1-score, що дозволило
визначити Random Forest як найефективнiший пiдхiд. Подальший етап перед-
бачав iнтерпретацiю ймовiрнiсних прогнозiв обраної моделi, виконання зворо-
тного масштабування для вiдновлення реальних значень ознак та симуляцiю
прогнозiв, що дозволило оцiнити рiвень впевненостi моделi й виявити напрями
для її подальшої оптимiзацiї.

3. Аналiз останнiх дослiджень та публiкацiй. Вiтчизняне дослiдження
Болобана О. А. присвячене розробцi системи прогнозування порушень дихан-
ня пiд час сну з використанням штучного iнтелекту. Запропонований пiдхiд
поєднує машинне навчання, глибокi нейроннi мережi та обробку сигналiв фото-
плетизмографiї для виявлення апное та гiпопное, з адаптивною моделлю LSTM
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(Long Short-Term Memory) для аналiзу часових рядiв. Система на мiкросервi-
снiй архiтектурi пiдтримує вiддалений монiторинг i прийняття дiагностичних
рiшень, вiдповiдаючи сучасним тенденцiям IoMT (Internet of Medical Things) та
цифрової медицини [1].

Дослiдження аналiзує взаємозв’язок варiабельностi серцевого ритму (ВСР),
стресу та якостi сну, показуючи їхнiй вплив на фiзичне й психiчне здоров’я.
ВСР виступає iндикатором стану автономної нервової системи, а її змiни мо-
жуть слугувати раннiми предикторами серцево-судинних i психоемоцiйних роз-
ладiв. Пiдвищена варiабельнiсть асоцiюється з адаптивнiстю, стресостiйкiстю та
добрим здоров’ям. Проаналiзовано механiзми впливу стресу на ритмiчнiсть сер-
цевої дiяльностi та якiсть сну, що поглиблює розумiння патогенетичних зв’язкiв
i окреслює напрями для пiдтримання психофiзiологiчного балансу [2].

Wang X. & Wilhelm E. запропонували персоналiзовану двоетапну просторово-
часову модель прогнозування якостi сну, що поєднує конволюцiйнi та рекурен-
тнi шари з увагою для захоплення просторових i часових залежностей. Дво-
етапна адаптацiя дозволяє пiдлаштовувати модель пiд нових користувачiв без
мiток, а порiвняння з LSTM та iншими методами показало стабiльно кращу
точнiсть. Аналiз пояснюваностi пiдтвердив вплив окремих факторiв на сон, ро-
блячи пiдхiд персоналiзованим i практичним для носимих пристроїв [3].

Дослiдження зосереджене на прогнозуваннi якостi сну за даними носимих
пристроїв iз використанням глибокого навчання. Запропонована модель
WSHMSQP-ODL застосовує Deep Belief Network (DBN) для аналiзу даних про
активнiсть пiд час сну, а алгоритм Enhanced Seagull Optimization (ESGO) опти-
мiзує її гiперпараметри. Результати експериментiв засвiдчили перевагу моделi
над аналогами, забезпечуючи точне й персоналiзоване прогнозування для си-
стем дистанцiйного монiторингу та IoMT [4].

Дослiдження Corda, E., Massa, S. M., & Riboni, D. спрямоване на створен-
ня системи прогнозування якостi сну з персоналiзованими рекомендацiями, що
базується на даних сенсорiв i алгоритмах машинного навчання (ML). Пiдхiд
поєднує ML i великi мовнi моделi (LLM), якi не лише прогнозують якiсть сну,
а й генерують контекстуальнi поради для його покращення [5].

Дослiдження Hidayat, A. A., Budiarto, A., Pardamean & B. Long присвячене
прогнозуванню якостi сну на основi даних про фiзичну активнiсть i глибокий
сон iз носимих пристроїв. Використання LSTM для моделювання часових ря-
дiв серцевого ритму та кiлькостi крокiв показало, що проста стекована модель
дає найточнiшi результати, тодi як складнiшi моделi перенавчаються. Це пiд-
тверджує ефективнiсть LSTM для прогнозування якостi сну за фiзiологiчними
даними [6].

Дослiдження Lee, H., Cho, M., Lee, S. W., & Park, S. S. присвячене прогнозу-
ванню якостi сну на основi цифрових бiомаркерiв варiабельностi серцевого ри-
тму (HRV), зiбраних носимими пристроями. Модель LSTM продемонструвала
найвищу точнiсть серед порiвнюваних методiв, а аналiз LIME виявив ключовий
вплив спiввiдношення LF/HF, показникiв ISI та WHOQOL-BREF. Робота пiд-
тверджує ефективнiсть HRV як бiомаркера для персоналiзованого монiторингу
сну та переваги глибинного навчання у виявленнi часових закономiрностей у
фiзiологiчних даних [7].

Дослiдження Verma, R. K та спiвавторiв аналiзує роль штучного iнтелекту
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у медицинi сну, зокрема використання машинного й глибинного навчання для
дiагностики та управлiння розладами сну. Автори пiдкреслюють потенцiал ШI
у виявленнi апное, iнсомнiї, нарколепсiї та iнших порушень, а також його зда-
тнiсть пiдвищувати доступнiсть дiагностики [8].

Дослiдження Alabdan R. та спiвавторiв представляє метод MBES-DLSQP
для прогнозування якостi сну, що поєднує глибоке навчання з модифiкованим
алгоритмом Bald Eagle Search для оптимiзацiї гiперпараметрiв. Модель на осно-
вi stacked sparse autoencoder (SSAE) аналiзує високорозмiрнi данi сну з носи-
мих пристроїв i вiдкритих наборiв. Отриманi результати пiдтвердили високу
точнiсть прогнозування, демонструючи перспективнiсть пiдходу для створення
зручних i ефективних систем монiторингу сну в медицинi [9].

Дослiдження Mahnaz Olfati та колег присвячене прогнозуванню тяжкостi
депресивних симптомiв на основi якостi сну, рiвня тривожностi та структурних
характеристик мозку. Автори показали, що якiсть сну є надiйним предиктором
депресивних проявiв, а включення показникiв тривожностi iстотно пiдвищує
точнiсть моделей [10].

4. Основний результат. Перед навчанням моделей було проведено огляд
та пiдготовка даних для побудови моделей. Процедура пiдготовки даних для
навчання моделей включали видалення викидiв, стандартизацiю та кодуван-
ня категорiальних даних. Для iдентифiкацiї та видалення екстремальних зна-
чень, якi можуть спотворювати результати моделювання, було використано ро-
бастний статистичний метод, що базується на мiжквартильному розмасi [11].
Спочатку обчислюється мiжквартильний розмах, що є мiрою варiацiї даних:

𝐼𝑄𝑅 = 𝑄3 −𝑄1, (1)

де 𝐼𝑄𝑅 — мiжквартильний розмах; 𝑄3 — третiй квартиль (значення, що вiдсiкає
75% вiдсортованих даних); 𝑄1 — перший квартиль (значення, що вiдсiкає 25%
вiдсортованих даних).

На основi IQR визначаються межi, за якими значення вважаються викидами
[12]:

𝐿 = 𝑄1 − 1.5 · 𝐼𝑄𝑅, 𝑈 = 𝑄3 + 1.5 · 𝐼𝑄𝑅, (2)

де 𝐿 — нижня межа допустимих значень; 𝑈 — верхня межа допустимих значень.
Усi данi, що виходять за межi дiапазону [L, U], вiдсiюються з набору. Така

процедура є непараметричною, тобто не передбачає жодного припущення щодо
форми розподiлу даних. Вона пiдвищує стiйкiсть статистичних оцiнок (напри-
клад, середнього та дисперсiї) i сприяє покращенню узагальнюючої здатностi
моделей машинного навчання.

Для приведення даних до єдиного масштабу було виконано стандартизацiю.
Стандартизацiя є лiнiйним перетворенням змiнної, спрямованим на приведення
даних до єдиного масштабу [13]. Тодi стандартизоване значення визначається
як:

𝑥′𝑖 =
𝑥𝑖 − 𝜇
𝜎

, (3)

де 𝑥′𝑖 — стандартизоване значення ознаки; 𝑥𝑖 — вихiдне значення ознаки; 𝜇 —
середнє арифметичне всiх значень ознаки; 𝜎 — стандартне вiдхилення значень
ознаки.
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Алгоритми машинного навчання оперують переважно з числовими даними
[14]. У зв’язку з цим, категорiальнi ознаки, представленi у виглядi текстових
мiток, потребують попереднього перетворення у числовий формат. Метод ко-
дування мiток є одним iз фундаментальних пiдходiв для виконання такого пе-
ретворення, що полягає у присвоєннi кожнiй унiкальнiй категорiї вiдповiдного
унiкального цiлого числа [15].

Нехай множина унiкальних мiток змiнної позначається як 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚}.
Процес кодування формально визначається як вiдображення (функцiя) 𝑓 :

𝑓 : 𝑌 → ∖{0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1∖}, (4)

що для кожної конкретної мiтки 𝑦𝑗 виконується за правилом:

𝑓 (𝑦𝑗) = 𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (5)

де 𝑓 — функцiя кодування, що ставить у вiдповiднiсть кожнiй мiтцi цiле число;
𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚} — множина, що складається з 𝑚 унiкальних категорiальних
мiток; 𝑦𝑗 — 𝑗-та унiкальна мiтка з множини 𝑌 ; 𝑗 − 1 — цiлочисельне значення,
що присвоюється мiтцi 𝑦𝑗, 𝑗 — порядковий номер мiтки (вiд 1 до 𝑚).

Пiсля того як було проведено кодування мiток, було побудовано кореляцiйну
матрицю для виявлення та кiлькiсної оцiнки лiнiйних взаємозв’язкiв мiж змiн-
ними. Це дозволяє зрозумiти, якi ознаки змiнюються узгоджено (мають спiльну
динамiку), а якi є незалежними, що є важливим етапом перед кластеризацiєю.

Елементами матрицi є коефiцiєнти кореляцiї Пiрсона, що розраховується
для кожної пари змiнних за наступною формулою [16].

𝑟𝑖𝑗 =

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑥𝑘𝑖 − 𝑥𝑖) (𝑥𝑘𝑗 − 𝑥𝑗)√︃
𝑛∑︀

𝑘=1

(𝑥𝑘𝑖 − 𝑥𝑖)2
√︃

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑥𝑘𝑗 − 𝑥𝑗)2
, (6)

де 𝑟𝑖𝑗 — коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона мiж змiнними 𝑥𝑖 та 𝑥𝑗; 𝑛 — кiлькiсть
спостережень у вибiрцi; 𝑥𝑘𝑖 — 𝑘-те спостереження змiнної 𝑥𝑖; 𝑥𝑘𝑗 — 𝑘-те спосте-
реження змiнної 𝑥𝑗; 𝑥𝑖 та 𝑥𝑗 — середнi арифметичнi значення змiнних 𝑥𝑖 та 𝑥𝑗
вiдповiдно.

Значення коефiцiєнтiв 𝑟𝑖𝑗 ∈ [−1, 1], де 1 означає iдеальний прямий лiнiйний
зв’язок, −1 — iдеальний обернений, а 0 — вiдсутнiсть лiнiйного зв’язку. Коре-
ляцiйна матриця необхiдна для вiдбору ознак перед побудовою кластеризацiї.

Для вiзуального представлення кореляцiйної матрицi використовується те-
плокарта. Це графiчний iнструмент, де кожному значенню коефiцiєнта коре-
ляцiї вiдповiдає певний колiр або вiдтiнок. Такий пiдхiд дозволяє швидко та
iнтуїтивно виявляти сильнi позитивнi (зазвичай позначаються теплими кольо-
рами) та негативнi (холодними кольорами) зв’язки, а також iдентифiкувати
групи взаємопов’язаних ознак.

Результати проведеного кореляцiйного аналiзу для дослiджуваного набору
даних представлено на рис. 1.

Ключовим етапом у побудовi будь-якої моделi машинного навчання є визна-
чення цiльової змiнної (залежної змiнної) та набору ознак (незалежнi змiннi),
якi будуть використовуватись для її прогнозування.
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Рис. 1. Кореляцiйна матриця.

У даному дослiдженнi в якостi цiльової змiнної було обрано показник Quality
of Sleep. Ця змiнна є дискретною оцiнкою якостi сну, i саме її модель буде нама-
гатися спрогнозувати на основi iнших факторiв. В якостi незалежних змiнних
було обрано наступнi ознаки: Age (вiк), Sleep Duration (Тривалiсть сну), Stress
Level (Рiвень стресу).

Пiсля визначення цiльової змiнної та набору ключових ознак вибiрку подi-
лено на двi незалежнi частини: навчальну та тестову.

Формально, якщо вихiдний набiр даних позначити як 𝐷, то його розбиття
вiдповiдає наступним умовам:

𝐷 = 𝐷𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 ∪𝐷𝑡𝑒𝑠𝑡, 𝐷𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 ∩𝐷𝑡𝑒𝑠𝑡 = ∅, (7)

де 𝐷 — повний набiр даних; 𝐷𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 — навчальна вибiрка (у нашому випадку 80%
даних); 𝐷𝑡𝑒𝑠𝑡 — тестова вибiрка (вiдповiдно, 20% даних);

Пiсля розбиття даних, для досягнення максимальної ефективностi моделей
необхiдно було пiдiбрати їхнi оптимальнi гiперпараметри — налаштування, що
задаються перед навчанням. Для систематичного пошуку найкращої конфiгу-
рацiї було застосовано метод пошуку по сiтцi (GridSearchCV) з перехресною
валiдацiєю [17].

Цей процес полягає у пошуку набору гiперпараметрiв 𝜃*, що мiнiмiзує усе-
реднену похибку, оцiнену методом 𝑘-fold перехресної валiдацiї [18]. Для цього
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навчальна вибiрка дiлиться на 𝑘 блокiв (у випадку дослiдження 𝑘 = 5), i для
кожної комбiнацiї параметрiв модель послiдовно навчається на 𝑘 − 1 блоках з
валiдацiєю на залишковому. Усереднена похибка по всiм iтерацiям 𝐶𝑉 (𝜃) слугує
стiйкою оцiнкою якостi:

𝐶𝑉 (𝜃) =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝐿𝑖 (𝜃), (8)

де 𝐶𝑉 (𝜃) — усереднена похибка перехресної валiдацiї; 𝑘 — кiлькiсть блокiв;
𝐿𝑖 (𝜃) — похибка моделi, обчислена на 𝑖-му блоцi валiдацiї.

Метод пошуку по сiтцi (GridSearchCV) автоматизує цей процес, послiдов-
но перебираючи всi заданi комбiнацiї гiперпараметрiв та обираючи той, який
покаже найкращий результат 𝐶𝑉 (𝜃). Саме ця оптимальна конфiгурацiя вико-
ристовувалася для навчання кiнцевої моделi.

Пiсля визначення загальної стратегiї пiдбору гiперпараметрiв, необхiдно де-
тально розглянути архiтектуру та математичнi принципи кожного з алгоритмiв
класифiкацiї, що були застосованi в рамках даного дослiдження для порiвняль-
ного аналiзу їхньої ефективностi.

У дослiдженнi було використано чотири рiзнi алгоритми, кожен з яких має
унiкальнi математичнi пiдходи до вирiшення задачi класифiкацiї.

Логiстична регресiя (Logistic Regression) — це статистичний метод, що моде-
лює ймовiрнiсть належностi об’єкта до певного класу за допомогою логiстичної
функцiї (сигмоїди) [19].

𝑃 (𝑥) =
1

1 + 𝑒−(𝛽0+𝛽1𝑥1+···+𝛽𝑛𝑥𝑛)
, (9)

де 𝑃 (𝑥) — ймовiрнiсть належностi об’єкта до позитивного класу; 𝛽𝑖 — ваговi
коефiцiєнти.

Випадковий лiс (Random Forest) — це ансамблевий метод, що усереднює про-
гнози множини незалежних дерев рiшень, кожне з яких побудоване на випад-
ковiй пiдмножинi даних [20]. Пiдсумкове рiшення приймається шляхом голосу-
вання:

𝑦 = mode∖{ℎ1 (𝑥) , ℎ2 (𝑥) , . . . , ℎ𝑇 (𝑥) ∖}, (10)

де 𝑦 — фiнальний прогноз ℎ𝑡 (𝑥) — передбачення 𝑡-го дерева; 𝑇 — загальна
кiлькiсть дерев.

Метод k-найближчих сусiдiв (k-NN) класифiкує об’єкт на основi класу бiль-
шостi з його 𝑘 найближчих сусiдiв у просторi ознак [21]. Вiдстань мiж об’єктами
зазвичай обчислюється за евклiдовою метрикою:

𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑗𝑘)2, (11)

де 𝑑 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) — евклiдова вiдстань мiж об’єктами 𝑥𝑖 та 𝑥𝑗; 𝑛 — кiлькiсть ознак.
Метод опорних векторiв (SVC) шукає оптимальну гiперплощину, що ма-

ксимiзує вiдстань (margin) мiж класами [22]:

max
𝑤,𝑏

2

|𝑤|
за умови 𝑦𝑖

(︀
𝑤𝑇𝑥𝑖 + 𝑏

)︀
≥ 1, (12)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ПРОГНОЗУВАННЯ ПАРАМЕТРIВ СНУ НА ОСНОВI МАТЕМАТИЧНОГО . . . 179

де 𝑤 — вектор нормалi до гiперплощини; 𝑏 — зсув гiперплощини; 𝑤∨ — норма
вектора 𝑤; 𝑥𝑖 та 𝑦𝑖 — вектор ознак та мiтка класу 𝑖-го об’єкта. Для нелiнiй-
них задач застосовується ядрове перетворення 𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), яке дозволяє знайти
роздiлення у вищому вимiрi.

Пiсля того, як кожна модель була навчена з оптимальними гiперпараметра-
ми, наступним етапом є об’єктивна оцiнка та порiвняння їхньої продуктивностi
на тестовiй вибiрцi. Для цього використовується набiр стандартних метрик кла-
сифiкацiї, таких як: точнiсть (Accuracy), повнота (Recall), прецизiйнiсть (Preci-
sion), F1-мiра (F1-Score).

Основою для їх розрахунку слугує матриця невiдповiдностей (confusion mat-
rix), яка деталiзує результати класифiкацiї за чотирма категорiями: TP (True
Positive) — iстинно позитивнi випадки; TN (True Negative) – iстинно негативнi;
FP (False Positive) — хибно позитивнi; FN (False Negative) — хибно негативнi.

На основi цих компонентiв матрицi розраховується ряд ключових метрик.
Точнiсть (Accuracy) вiдображає загальну частку коректно класифiкованих об’єк-
тiв вiдносно загальної кiлькостi спостережень.

Accuracy =
𝑇𝑃 + 𝑇𝑁

𝑇𝑃 + 𝑇𝑁 + 𝐹𝑃 + 𝐹𝑁
. (13)

Для бiльш глибокого аналiзу, особливо в умовах незбалансованих класiв,
використовується iнша метрика, а саме прецизiйнiсть (Precision), яка оцiнює
надiйнiсть позитивних прогнозiв.

Precision =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃
. (14)

У свою чергу, метрика повнота (Recall або Чутливiсть) вимiрює здатнiсть
моделi iдентифiкувати всi фактично позитивнi об’єкти з вибiрки.

Recall =
𝑇𝑃

𝑇𝑃 + 𝐹𝑁
. (15)

Оскiльки мiж прецизiйнiстю та повнотою часто iснує обернений зв’язок, для
їх узагальнення використовується F1-мiра (F1-Score). Ця метрика є гармонiй-
ним середнiм мiж ними i дозволяє знайти оптимальний баланс.

𝐹1 = 2 · Precision · Recall
Precision + Recall

. (16)

Для наочної демонстрацiї, на рис. 2 представлено матрицю невiдповiдностей
для розробленої моделi Random Forest.

Для кожної з чотирьох розроблених моделей були розрахованi вищезазна-
ченi метрики на тестовiй вибiрцi. Пiдсумковi результати оцiнки всiх моделей
представлено в табл. 1.
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Рис. 2. Матриця невiдповiдностей для Random Forest.

Таблиця 1.
Порiвняльна таблиця метрик якостi для класифiкацiйних моделей

Model Accuracy Precision Recall F1-score
Logistic

Regression 0.866667 0.843095 0.866667 0.853581

Random Forest 0.986667 0.987246 0.986667 0.9866
KNN 0.946667 0.938739 0.946667 0.939363
SVC 0.933333 0.928811 0.933333 0.925234

Комплексний аналiз результатiв, представлених у таблицi, дозволив визна-
чити Random Forest як найбiльш ефективну модель для даної задачi. Вiн не
тiльки показав високу загальну точнiсть, але й досяг найкращого балансу мiж
Precision та Recall, що вiдображається у найвищому значеннi F1-мiри.

Пiсля вибору найкращої моделi – Random Forest, кiнцевий етап дослiдження
полягає в iнтерпретацiї цих результатiв та демонстрацiї практичного застосу-
вання. Це включає повернення даних до початкового масштабу, аналiз iмовiр-
нiсних оцiнок та формування конкретних класифiкацiйних прогнозiв.

На етапi попередньої обробки даних було застосовано стандартизацiю для
приведення всiх ознак до єдиного масштабу за формулою (3). Для того, щоб
результати моделювання були iнтерпретованими у своїх вихiдних одиницях, ви-
конується процедура зворотного масштабування.

Дана операцiя є математично оберненою до стандартизацiї та дозволяє вiд-
новити початкове значення ознаки.

𝑥𝑖 = 𝑥′𝑖 · 𝜎 + 𝜇, (17)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ПРОГНОЗУВАННЯ ПАРАМЕТРIВ СНУ НА ОСНОВI МАТЕМАТИЧНОГО . . . 181

де 𝑥𝑖 — вiдновлене значення у початковому масштабi; 𝑥′𝑖 — стандартизоване зна-
чення; 𝜎 — стандартне вiдхилення, що використовувалось на етапi стандарти-
зацiї; 𝜇 — середнє арифметичне, що використовувалось на етапi стандартизацiї.

Обрана модель Random Forest використовується для виконання класифiка-
цiйного прогнозу, тобто для визначення найбiльш iмовiрного класу Quality of
Sleep для набору вхiдних даних (Age, Sleep Duration, Stress Level). У процесi кла-
сифiкацiї, окрiм визначення передбаченого класу, модель форм у ймовiрнiсну
оцiнку належностi об’єкта до кожної категорiї. Це числове значення в межах вiд
0 до 1 вiдображає ступiнь упевненостi моделi у своєму прогнозi та iнтерпретує-
ться як апостерiорна ймовiрнiсть належностi об’єкта до певного класу. Висока
ймовiрнiсть свiдчить про високий рiвень достовiрностi прогнозу, тодi як низька
вказує на невизначенiсть або можливу належнiсть об’єкта до iншого класу.

Для iнтерпретацiї рiвня впевненостi доцiльно використовувати шкалу ймо-
вiрностей:

0.00 – 0.40 — низька (модель не впевнена у прогнозi);
0.41 – 0.60 — середня (потрiбна додаткова перевiрка);
0.61 – 0.80 — висока (модель здебiльшого впевнена);
0.81 – 1.00 — дуже висока (прогноз майже однозначний).
Для демонстрацiї практичного застосування моделi було проведено симу-

ляцiю прогнозування якостi сну, в рамках якої генерувалися рiзнi комбiнацiї
вхiдних ознак. Для кожного набору даних модель надавала класифiкацiйний
прогноз та вiдповiдну йому ймовiрнiсть. Отриманi результати дали змогу оцi-
нити ступiнь надiйностi передбачень та визначити, у яких випадках модель
демонструє найвищу впевненiсть. Данi результати представленi в табл. 2.

Таблиця 2.
Приклад прогнозiв якостi сну з вiдповiдними ймовiрнiсними оцiнками

Age Sleep
Duration

Stress
Level

Predicted
Class Probability

20 5.1 7 4 0.46
21 5.9 7 4 0.45
34 6.8 7 4 0.49
29 6.7 7 5 0.72
30 8.8 7 5 0.33
36 6.7 7 5 0.74
39 5.5 6 6 0.54
31 5.1 6 6 0.59
43 5.5 7 6 0.7
30 9.3 6 7 0.73
26 9.2 6 7 0.64
47 8.5 7 7 0.46
41 8.4 5 8 0.5
42 7.5 3 8 0.54
33 9.1 5 8 0.425
42 8.1 4 9 0.62
47 9.4 2 9 0.86
62 9.3 5 9 0.9
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Дана табл. 2 наочно iлюструє, як модель реагує на рiзнi вхiднi данi, та до-
зволяє оцiнити не тiльки прогнозований результат, але й ступiнь впевненостi
моделi, що є критично важливим для прийняття рiшень у практичних задачах.

Згiдно з отриманими даними, найбiльша частка значень (50%) припадає на
iнтервал 0.41 – 0.60, який характеризує середнiй рiвень упевненостi. Це свiдчить
про те, що в бiльшостi випадкiв модель формує прогнози з помiрною достовiр-
нiстю, що може вказувати на наявнiсть частково неоднозначних вхiдних даних.
Високий рiвень упевненостi (0.61 – 0.80) становить 33.3%, а дуже високий (0.81
– 1.00) – лише 11%, що свiдчить про обмежену кiлькiсть ситуацiй, у яких модель
повнiстю впевнена у своєму рiшеннi. Низькi значення ймовiрностей (0.00 – 0.40)
трапляються рiдко – менше 6% вiд загальної кiлькостi випадкiв, що свiдчить
про вiдносну стабiльнiсть алгоритму.

Отже, аналiз розподiлу ймовiрностей пiдтверджує, що модель демонструє
збалансовану поведiнку, проте потребує подальшого вдосконалення з метою пiд-
вищення частки прогнозiв iз високим рiвнем впевненостi.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У межах до-
слiдження було реалiзовано повний цикл побудови системи класифiкацiї якостi
сну на основi даних про вiк, тривалiсть сну та рiвень стресу. Проведено ґрун-
товну передобробку даних, яка включала видалення викидiв методом мiжквар-
тильного розмаху, стандартизацiю числових ознак, кодування категорiальних
змiнних та аналiз кореляцiйних зв’язкiв мiж змiнними. Це забезпечило нале-
жну якiсть вхiдних даних i пiдвищило достовiрнiсть подальшого моделювання.
Було сформовано навчальну та тестову вибiрки, на основi яких здiйснено на-
вчання чотирьох класифiкацiйних моделей: Logistic Regression, Random Forest,
K-Nearest Neighbors i Support Vector Classifier з оптимiзацiєю гiперпараметрiв
за допомогою GridSearchCV.

Порiвняльна оцiнка моделей за метриками точностi, прецизiйностi, повноти
та F1-мiри засвiдчила, що модель Random Forest продемонструвала найвищу
ефективнiсть на тестовiй вибiрцi, досягнувши F1-мiри 0.9866. Це свiдчить про
здатнiсть моделi забезпечувати не лише високу загальну точнiсть, але й збалан-
сованiсть мiж кiлькiстю правильно виявлених позитивних класiв та надiйнiстю
класифiкацiйних рiшень. Подальша симуляцiя прогнозiв i аналiз ймовiрнiсних
оцiнок дозволили дослiдити ступiнь впевненостi моделi у своїх передбаченнях,
що є важливою умовою практичного застосування в умовах неповної або нео-
днозначної iнформацiї.

Аналiз розподiлу ймовiрностей показав, що бiльшiсть прогнозiв моделi ма-
ють середнiй або високий рiвень упевненостi, а частка випадкiв iз дуже висо-
кою впевненiстю становить понад 10%. Це свiдчить про стабiльну роботу моде-
лi, однак також вказує на можливiсть подальшого пiдвищення точностi через
розширення ознакового простору або застосування методiв балансування кла-
сiв. Отриманi результати демонструють потенцiал використання алгоритмiв ма-
шинного навчання для прогнозування стану сну та можуть бути основою для
впровадження персоналiзованих рекомендацiй у сферi цифрової медицини та
добробуту.
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Liakh I. M., Dorohii V. I., Ponomarov M. V., Chukhrai Y. O. Forecasting
Sleep Parameters Based on Mathematical Modelling and Machine Learning.

This study addresses the task of classifying sleep quality using machine learning algo-
rithms. The relevance of the topic arises from the growing interest in digital medicine tools
that enable the assessment of human health based on objective indicators. The aim of
the research is to develop an efficient model capable of predicting the level of «Quality of
Sleep» based on factors such as age, sleep duration, and stress level.

At the initial stage, a comprehensive data preprocessing procedure was conducted,
which included the removal of outliers using the interquartile range method, standardis-
ation of numerical variables, encoding of categorical features, and the construction of a
correlation matrix. This approach ensured improved data quality and enhanced the sta-
bility of statistical estimates. Subsequently, the dataset was divided into training and
testing subsets in an 80:20 ratio. To compare the effectiveness of different classification ap-
proaches, four models were implemented: Logistic Regression, Random Forest, K-Nearest
Neighbours, and Support Vector Classifier. The hyperparameters of each model were op-
timised using the GridSearchCV method with five-fold cross-validation.

The evaluation of the model’s performance was carried out using accuracy, precision,
recall, and F1-score metrics. The Random Forest model demonstrated the highest effec-
tiveness, achieving an F1-score of 0.9866. Further analysis included the interpretation of
the model’s probabilistic predictions and the simulation of new combinations of input data
to assess the confidence of the generated decisions. It was found that most of the model’s
predictions exhibited medium or high probability levels, indicating its stable performance.
The results of the study demonstrate the feasibility of applying machine learning algorithms
to sleep quality monitoring tasks and highlight the potential for further model enhancement
through the expansion of feature sets and data sources.

Keywords: machine learning, quality of sleep, metrics, Random Forest, standardisation.
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ЗАСТОСУВАННЯ НЕЧIТКОЇ ЛОГIКИ В
IНФОРМАЦIЙНО-АНАЛIТИЧНИХ СИСТЕМАХ

ЕКОЛОГIЧНОГО МОНIТОРИНГУ

Використання iнтелектуальних iнформацiйних систем широко розповсюджене в рi-
зних галузях, включаючи бiзнес, медицину, фiнанси, науку, екологiю та багато iнших
сфер. Дослiдження та розробки управлiнських iнтелектуальних систем будуть i на-
далi використовувати новi технологiчнi рiшення та отримувати вигоду з прогресу у
створеннi великих баз даних, штучного iнтелекту, взаємодiї людини з комп’ютером,
моделювання та оптимiзацiї, розробки програмного забезпечення, телекомунiкацiй.
Охарактеризовано розроблений авторами математичний апарат, який дає змогу фор-
малiзувати невизначеностi та багаторiвневi взаємозв’язки, забезпечуючи ефективне
розв’язання задач оптимiзацiї. Отриманi результати створюють пiдґрунтя для подаль-
ших дослiджень у напрямi розширення сфер застосування, вдосконалення моделей та
iнтеграцiї з сучасними цифровими платформами. У роботi запропоновано використа-
ння апарату нечiткої математики, що дозволяє в бiльшiй мiрi врахувати той факт, що
складовi iмiджу регiону є слабкоформалiзованими якiсними змiнними.

Ключовi слова: iнформацiйно-аналiтична система, якiсть водних ресурсiв, нечiтка
логiка, теорiя нечiтких множин, екологiчна оцiнка, функцiї належностi, база знань,
прийняття рiшень.

1. Вступ. Сучаснi тенденцiї розвитку методiв штучного iнтелекту(ШI) спри-
яють активнiй iнтеграцiї iнформацiйних технологiй у всi сфери людської дi-
яльностi. Швидкий розвиток iнформацiйних технологiй рiзко збiльшує обсяги
даних, якi накопичуються дослiдниками в рiзних галузях людської дiяльностi.

Створення бiльш точних моделей процесiв, що протiкають у складних соцi
орiєнтованих системах, пiд впливом сукупностi рiзного роду факторiв зовнi-
шнього та внутрiшнього оточення, є використання технологiй ШI, ключовою
особливiстю якого є здатнiсть навчатися, накопичувати знання та їх застосову-
вати.

2. Постановка задачi. Пропонується структура iнформацiйно-аналiтичної
системи для визначення рiвня якостi водних ресурсiв на основi теорiї нечiтких
множин.
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3. Методи i матерiали. Для вирiшення важливих питань аналiзу даних
та подання знань в умовах невизначеностi, а саме виявлення прихованих правил
i залежностей; добування, подання та обробка недовизначених знань, якi отри-
мують за допомогою експертiв, або знань, одержаних у результатi обробки екс-
периментальних даних доцiльно створювати i використовувати iнформацiйно-
аналiтичнi системи (IАС). IАС — це сукупнiсть iнтелектуальних iнформацiйних
застосувань та iнструментальних засобiв, якi використовуються для манiпулю-
вання даними, їхнього аналiзу i надання результатiв такого аналiзу кiнцевому
користувачевi. Методологiчною основою та потужним iнструментом при прове-
деннi аналiтичної роботи є системний аналiз.

Функцiонування IАС роздiляється на два рiвнi:

– iнформацiйний рiвень, що полягає в пошуку, збираннi, зберiганнi, поши-
реннi iнформацiї;

– аналiтичний рiвень, що полягає в узагальненнi, класифiкацiї iнформацiї,
її аналiзi i перетвореннi, розробцi висновкiв, пропозицiй, рекомендацiй i
прогнозiв.

Як правило, данi якi отримують за допомогою експертiв мiстять рiзнi види
невизначеностей i вiдповiдно знання, що є результатом обробки експеримен-
тальних даних, мiстять значну кiлькiсть шумiв. Для роботи з такою iнформа-
цiєю пропонується використати апарат нечiткої математики [1], що є найбiльш
пристосованим для вiдображення i обробки таких даних.

Завдяки апарату нечiткої математики є можливiсть представляти знання у
виглядi правил у нечiтких базах знань, що дозволяє будувати нечiткi логiчнi
системи якiсного вiдображення предметної областi на основi методiв нечiткого
моделювання.

Виходячи iз системного пiдходу основними компонентами IАС, як правило,
можуть вважатись наступнi елементи: база показникiв для оцiнки суб’єкта до-
слiдження предметної областi [2]; база нормативно-методичних матерiалiв [3];
база моделей вiдображення даних [4]; база методiв обробки даних [5]; база знань.

Зазначимо, що оцiнювання є головною складовою дiагностики стану якостi
водних ресурсiв. Оцiнювання — це процес, який включає: визначення ключових
ознак, характеристик, параметрiв (показникiв, iндикаторiв), властивостей; ви-
бiр методiв (сукупностi методiв) оцiнювання i, як результат, одержання оцiнок
(якiсних i кiлькiсних, локальних та iнтегральних).

4. Опис проблеми. Екологiчний контекст якостi поверхневих вод.
Якiсть води є фундаментальною характеристикою, що визначає ступiнь вiд-

повiдностi її властивостей потребам людини та технологiчним вимогам, а та-
кож, що найважливiше, її здатнiсть пiдтримувати здоровi воднi екосистеми. Ця
характеристика не є статичною; вона є результатом складної взаємодiї приро-
дних процесiв та антропогенного впливу. Хоча природний хiмiчний склад води
визначається геологiчними та клiматичними умовами, основною загрозою для
водних ресурсiв, особливо в промислово розвинених країнах, як-от Україна, є
антропогенне забруднення.

Забруднювачi, що потрапляють у поверхневi води, можна систематизувати
за їхньою природою на хiмiчнi (неорганiчнi та органiчнi сполуки), фiзичнi (те-
плове, радiацiйне забруднення) та бiологiчнi (патогеннi мiкроорганiзми, вiруси).
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Джерела цих забруднень в Українi є рiзноманiтними та системними, що створює
комплекснi виклики для монiторингу та управлiння водними ресурсами.

Основнi джерела забруднення поверхневих вод в Українi
Комунально-побутовi стiчнi води. Це одне з найпотужнiших джерел

забруднення. Побутовi стоки мiстять значну кiлькiсть органiчних речовин, бiо-
генних елементiв (сполуки азоту та фосфору), а також синтетичних поверхнево-
активних речовин (СПАР) вiд мийних засобiв. Надходження цих речовин, осо-
бливо фосфатiв, у водойми провокує процес евтрофiкацiї — бурхливого розви-
тку синьо-зелених водоростей («цвiтiння» води), що призводить до дефiциту
кисню, замору риби та загальної деградацiї екосистеми. Парадоксально, але
найбiльшими точковими забруднювачами часто є самi водоканали. Їхнi очиснi
споруди, спроєктованi десятилiття тому, не розрахованi на сучаснi обсяги та
хiмiчний склад стокiв, що призводить до скидання недостатньо очищеної води
безпосередньо у рiчки, зокрема у Днiпро. Це свiдчить не про поодинокi збої,
а про системну невiдповiднiсть застарiлої iнфраструктури сучасним соцiально-
економiчним реалiям. Отже, проблема полягає не лише в очищеннi, а й у необ-
хiдностi зменшення обсягiв та токсичностi стокiв бiля їхнього джерела.

Аграрний сектор. Дифузне (площинне) забруднення вiд сiльськогоспо-
дарської дiяльностi є ще одним значним фактором. Iнтенсивне використання
мiнеральних добрив (що мiстять нiтрати та фосфати) та пестицидiв призводить
до їх змиву з полiв дощовими та талими водами. Цi речовини потрапляють у
ґрунтовi води, а звiдти — у рiчки, спричиняючи хiмiчне забруднення на великих
територiях. Неналежне поводження з вiдходами тваринництва також додає до
цього навантаження, збагачуючи води органiчними речовинами та патогенами.

Промисловi скиди. Промисловi центри, розташованi вздовж великих рi-
чок, таких як Днiпро, є джерелами високотоксичних забруднень. Пiдприєм-
ства металургiї, хiмiчної та нафтопереробної промисловостi скидають у водо-
йми важкi метали (мiдь, цинк, свинець, ртуть), нафтопродукти, феноли та iншi
специфiчнi токсичнi сполуки. Цi речовини здатнi накопичуватися в донних вiд-
кладеннях та живих органiзмах, спричиняючи довготривалi негативнi наслiдки
для екосистем.

Iншi джерела. Додатковий внесок у забруднення роблять теплове забру-
днення вiд скиду охолоджувальних вод ТЕС та АЕС, що змiнює термiчний
режим водойм; атмосферне перенесення забруднювачiв з подальшим випадi-
нням у виглядi кислотних дощiв; а також несанкцiоноване скидання твердих
побутових та будiвельних вiдходiв у рiчки та їхнi заплави.

Традицiйний подiл на точковi (труба заводу) та дифузнi (стiк з поля) дже-
рела забруднення ускладнюється сучасною практикою. Наприклад, незаконнi
врiзки автомийок чи iнших пiдприємств у системи дощової каналiзацiї перетво-
рюють розподiлене забруднення на мережу неконтрольованих точкових скидiв
токсичних речовин. Це вимагає розробки iнформацiйних систем, здатних вияв-
ляти не лише явнi, а й прихованi джерела впливу шляхом аналiзу поступових
змiн якостi води вздовж течiї рiчки.

Нормативна база даних: основа для оцiнки
Для створення об’єктивної iнформацiйної системи оцiнки якостi води необ-

хiдна чiтко структурована нормативна база. Ця база є еталоном, з яким по-
рiвнюються фактичнi вимiрювання, i слугує основою для подальшого аналiзу.
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Вона формалiзує екологiчнi стандарти у виглядi конкретних числових меж для
кожного класу якостi.

На основi «Методики екологiчної оцiнки якостi поверхневих вод за вiдповiд-
ними категорiями» [6], зокрема таблиць 2.7 та 2.8 з наданих матерiалiв, було
сформовано базу даних з 13 найбiльш впливових показникiв. Вибiр цих iндика-
торiв обґрунтований їхньою екологiчною значущiстю та здатнiстю характери-
зувати рiзнi аспекти стану водної екосистеми:

4.1. Кисневий режим та органiчне забруднення.
Цi показники є фундаментальними, оскiльки кисень необхiдний для дихання

бiльшостi водних органiзмiв, а його вмiст безпосередньо пов’язаний з рiвнем
органiчного забруднення.

• Розчинений кисень, мг 𝑂2/дм3. Найважливiший показник здоров’я во-
дойми. Низький вмiст кисню (гiпоксiя) призводить до загибелi риби та iн-
ших органiзмiв.

• БСК5 (Бiохiмiчне споживання кисню), мг 𝑂2/дм3. Класичний iн-
дикатор забруднення органiчними речовинами (наприклад, стiчними вода-
ми). Вiн показує, скiльки кисню споживають мiкроорганiзми для розкла-
дання цiєї органiки. Високе значення БСК5 веде до швидкого виснаження
запасiв кисню.

• Бiхроматна окислюванiсть (ХСК), мг 𝑂2/дм3. Подiбно до БСК5,
цей показник вимiрює органiчне забруднення, але включає також важко-
окислюванi речовини промислового походження. Дає бiльш повну картину
забруднення органiкою.

4.2. Бiогенне забруднення (Евтрофiкацiя).
Азот i фосфор є ключовими бiогенними елементами. Їх надлишок, зазвичай

через стiчнi води та змив добрив з полiв, викликає "цвiтiння" води — бурхливий
розвиток водоростей, що призводить до кисневого виснаження та деградацiї
екосистеми.

• Азот амонiйний, мг𝑁/дм3. Вказує на свiже забруднення, переважно
госппобутовими або тваринницькими стоками. У високих концентрацiях є
токсичним для риб.

• Азот нiтратний, мг𝑁/дм3. Характеризує бiльш старе забруднення
або надходження з сiльськогосподарських угiдь. Є основним "добривом"
для водоростей.

• Фосфор фосфатiв, мг𝑁/дм3. Часто є лiмiтуючим фактором для росту
водоростей у прiсних водоймах. Навiть незначне збiльшення концентрацiї
фосфатiв може спровокувати iнтенсивне "цвiтiння" води.

4.3. Загальнi фiзико-хiмiчнi показники.
Цi параметри описують базовi властивостi водного середовища.

• рН. Рiвень кислотностi чи лужностi води. Вiдхилення вiд нейтральних
значень (6.5–8.5) є згубним для бiльшостi органiзмiв i може свiдчити про
промислове забруднення.

• Завислi речовини, мг/дм3. Впливають на прозорiсть води, обмежуючи
фотосинтез. Можуть забивати зябра риб i свiдчити про ерозiю ґрунтiв або
скидання неочищених стокiв.
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4.4. Специфiчнi токсичнi забруднювачi.
Ця група включає речовини, якi є вкрай токсичними навiть у мiкроскопi-

чних концентрацiях i вказують на промислове, транспортне або комунальне
забруднення.

• Нафтопродукти, мкг/дм3. Поширений забруднювач, що потрапляє у
воду з промисловими стоками, змивами з дорiг. Утворює плiвку на поверхнi
води, порушуючи газообмiн, i є токсичним.

• Свинець, мкг/дм3. Високотоксичний важкий метал, що має здатнiсть
до накопичення в живих органiзмах. Джерела: промисловiсть, старi трубо-
проводи, викиди транспорту.

• Ртуть, мкг/дм3. Один з найнебезпечнiших забруднювачiв через свою
надзвичайну токсичнiсть i здатнiсть до бiоакумуляцiї в харчових ланцюгах.

• Феноли, мкг/дм3. Вказують на забруднення стоками хiмiчних, коксохi-
мiчних та деревообробних пiдприємств. Є токсичними для водних органi-
змiв.

СПАР (Синтетичнi поверхнево-активнi речовини), мкг/дм3. По-
трапляють у водойми з мийними засобами. Порушують природнi властивостi
води та є токсичними для гiдробiонтiв.

Моделювання екологiчної невизначеностi: побудова нечiтких фун-
кцiй належностi

Традицiйнi системи оцiнки, що базуються на жорстких порогових значен-
нях, не враховують невизначенiсть та неоднозначнiсть, притаманнi екологiчним
даним. Вода не є просто «чистою» або «брудною»; вона може бути «трохи за-
брудненою» або «майже чистою». Нечiтка логiка надає математичний апарат
для роботи з такими лiнгвiстичними поняттями, моделюючи плавнi переходи
мiж станами. Основою цього пiдходу є процес фазифiкацiї — перетворення то-
чного числового вимiрювання (наприклад, концентрацiї забруднювача) у набiр
ступенiв належностi до визначених лiнгвiстичних термiв.

Цей процес реалiзується за допомогою функцiй належностi (membership
functions, MF). Функцiя належностi, що позначається як 𝜇 (𝑥), є кривою, яка
вiдображає кожне значення з унiверсуму мiркувань (наприклад, дiапазону мо-
жливих концентрацiй) у число вiд 0 до 1. Це число, ступiнь належностi, показує,
наскiльки iстинним є твердження, що дане значення належить до певної нечi-
ткої множини (лiнгвiстичного термiну).

Для прикладу, взявши значення показника «Розчинений кисень», можемо
побудувати функцiю належностi для всiх класiв даного показника. Вона буде
мати вигляд S-лiнiйної функцiї, де значення функцiї належностi 𝜇 яке буде йти
до 0 буде найгiршим i буде вiдповiдати класу 5, а значення яке буде приближа-
тись до 1, буде найкращим i буде вiдповiдати класу 1.

Принцип оцiнки та формування бази знань
При класичнiй (або "жорсткiй") оцiнцi якостi поверхневих вод за норматив-

ними таблицями (як-от Таблиця 2.7) [6], аналiз проводиться на основi принципу
граничного фактору. Це означає, що загальний клас якостi водного об’єкта ви-
значається за найгiршим показником серед усiх вимiряних параметрiв.

Наприклад, якщо за результатами аналiзу 12 з 13 показникiв вiдповiдають
"Класу I"(дуже добра якiсть), але один показник (наприклад, БСК5) потрапляє
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Рис. 1. Функцiя належностi для розчинного кисню.

у "Клас II"(добра якiсть), то загальний висновок для всього водного ресурсу
буде "Клас II". Якщо хоча б один показник потрапить у "Клас V вся водойма
буде вiднесена до "Класу V незалежно вiд того, наскiльки чистими є iншi 12
параметрiв.

Цей пiдхiд є простим, але дуже консервативним. Для бiльш гнучкої та ком-
плексної оцiнки, яка враховує взаємний вплив показникiв, часто застосовують
системи нечiткого виведення (СНВ) або експертнi системи. Основою такої си-
стеми є база знань (БЗ), яка складається з набору логiчних правил формату
"ЯКЩО ... ТО ...".

Цi правила iмiтують процес прийняття рiшень експертом-гiдрохiмiком, до-
зволяючи враховувати не лише екстремальнi, але й промiжнi стани екосистеми.
Нижче наведено приклад бази знань, побудованої на основi ключових показни-
кiв якостi води.

Для правил використовуються лiнгвiстичнi оцiнки для вхiдних показникiв,
якi вiдповiдають класам з Таблицi 2.7 [6]:

• Дуже добрий (Вiдповiдає Класу I);
• Добрий (Вiдповiдає Класу II);
• Задовiльний (Вiдповiдає Класу III);
• Поганий (Вiдповiдає Класу IV);
• Дуже поганий (Вiдповiдає Класу V).

Визначення категорiї якостi води
Також, окрiм класiв, iснують категорiї, а саме 7 категорiй [6]:

• Вiдмiннi.
• Дуже добрi.
• Добрi.
• Задовiльнi.
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Таблиця 1.
Профiль бази знань

№
Правила Опис логiчного правила Назва

правила

1
ЯКЩО Розчинений кисень = Дуже добрий ТА БСК5

= Дуже добрий ТА Азот амонiйний = Дуже добрий
ТО Якiсть води = Клас I

Rule 1

2
ЯКЩО Розчинений кисень = Дуже поганий АБО pH

= Дуже низький (V) АБО pH = Дуже високий (V)
ТО Якiсть води = Клас V

Rule 2

3
ЯКЩО Розчинений кисень = Добрий ТА БСК5 =
Добрий ТА Фосфати = Добрий ТО Якiсть води =

Клас II
Rule 3

4 ЯКЩО Азот амонiйний = Поганий АБО Фосфати =
Поганий ТО Якiсть води = Клас IV Rule 4

5
ЯКЩО БСК5 = Задовiльний ТА ХСК = Задовiльний
ТА Розчинений кисень = Задовiльний ТО Якiсть води

= Клас III
Rule 5

6 ЯКЩО Свинець = Високий (IV-V) АБО Ртуть =
Висока (IV-V) ТО Якiсть води = Клас V Rule 6

7 ЯКЩО Нафтопродукти = Поганий АБО Феноли =
Поганий ТО Якiсть води = Клас IV Rule 7

8 ЯКЩО БСК5 = Дуже поганий ТА Азот амонiйний =
Дуже поганий ТО Якiсть води = Клас V Rule 8

9 ЯКЩО Завислi речовини = Задовiльний ТА
Фосфати = Задовiльний ТО Якiсть води = Клас III Rule 9

10
ЯКЩО Розчинений кисень = Добрий ТА БСК5 =

Задовiльний ТА Азот амонiйний = Добрий ТО Якiсть
води = Клас II

Rule 10

• Посереднi.
• Поганi.
• Дуже поганi.

Вони безпосередньо пересiкаються з 5-ма класами, якi були вказанi ранiше.
Тобто, в 1 клас входить 1-ша категорiя, в 2 клас — 2 i 3, в 3 клас — 4 i 5, в 4
клас — 6, i в 5 клас — 7.

Таблиця 2
Клас якостi вод I II III IV V

Категорiя
якостi води 1 2 3 4 5 6 7

Назва класiв i
категорiй якостi
вод за їх станом

Вiдмiннi Добрi Задовiльнi Поганi Дуже
поганi

Вiдмiннi Дуже
добрi Добрi Задовi-

льнi
Посере-

днi Поганi Дуже
поганi

На основi наведеної iнформацiї запропонована модель функцiї належностi
для визначення вiдповiдної категорiї (рис. 2).

Для прикладу, якщо взяти значення розчиненого кисню 6.5, то бачимо, що
вiн попадає в 3 клас i до 4 категорiї вiдповiдно.
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Рис. 2. Функцiя належностi з категорiями.

Даний пiдхiд да можливiсть доповнення iнформацiйної моделi новими фа-
кторами, а нечiтких баз знань — новими правилами, що надає моделi власти-
востей гнучкостi та адаптивностi до динамiчних змiн.

5. Висновки. Загалом, iнтелектуальнi iнформацiйнi системи вiдiграють
ключову роль у сучасному свiтi, допомагаючи органiзацiям та iндивiдуумам
ефективно використовувати доступнi данi для досягнення своїх цiлей i вирi-
шення складних завдань. Вони є невiд’ємною складовою частиною цифрової
епохи, в якiй ми живемо, i вiдiграють ключову роль у подальшому розвитку
технологiй та суспiльства.

Моделювання оцiнювання якостi водних ресурсiв успiшно виконується з ви-
користанням доступної експертно-лiнгвiстичної iнформацiї у виглядi правил
“ЯКЩО –ТО”, якi пов’язують логiчнi терми вхiдних i вихiдних змiнних. У ре-
зультатi отримано аналiтичнi моделi функцiй належностi експертних нечiтких
баз знань, якi впливають на оцiнювання i прогнозування якостi водних ресур-
сiв. Запропонована методика служить комплексним iнструментом для експерта
проекту щодо оцiнювання та прогнозування якостi водних ресурсiв та дає змогу
отримати незалежнi управлiнськi рiшення з урахуванням кiлькiсних та якiсних
збурювальних факторiв, що впливають на якiсть водних ресурсiв. Отриманi ре-
зультати створюють пiдґрунтя для подальших дослiджень у напрямi розшире-
ння сфер застосування, вдосконалення моделей та iнтеграцiї з сучасними ци-
фровими платформами.
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МЕТОДИКА АВТОМАТИЗОВАНОЇ ГЕНЕРАЦIЇ ВЕЛИКИХ
НАБОРIВ ДАНИХ У ANSYS MECHANICAL ДЛЯ НАВЧАННЯ

НЕЙРОМЕРЕЖ

Впровадження методiв глибокого навчання в механiку деформiвного твердого тiла
суттєво обмежується нестачею верифiкованих навчальних даних. Це зумовлює не-
обхiднiсть розроблення бiльш ефективних експериментальних та чисельних методiв
отримання якiсних Data Sets, а також удосконалення пiдходiв до моделювання та ва-
лiдацiї. У статтi розроблено методику автоматизованого формування таких масивiв
на базi середовища Ansys Mechanical. Запропонована методика базується на параме-
тричному моделюваннi (модуль Parameters Set), що дозволяє варiювати геометричнi
характеристики та умови навантаження зi збереженням якостi скiнченно-елементної
сiтки. Для прискорення збору даних використано бiблiотеку Ansys DPF, яка забезпе-
чує пряме зчитування бiнарних файлiв результатiв, оминаючи обмеження графiчного
iнтерфейсу. Ефективнiсть методики перевiрено на прикладi задачi контактної взає-
модiї штампа з пружним пiвпростором, для якої автоматично згенеровано множину
рiшень. Отриманi структурованi набори напружень та деформацiй можуть бути ви-
користанi для тренування нейромереж, що спецiалiзуються на уточненнi результатiв
МСЕ-розрахункiв на грубих сiтках. Такий пiдхiд дозволяє досягти прийнятної точно-
стi моделювання при значному скороченнi обчислювальних витрат.

Ключовi слова: нейронна мережа, контактна зона, математичне моделювання, метод
скiнченних елементiв, генерацiя даних, глибоке навчання, Ansys.

1. Вступ. Упродовж останнього десятилiття нейроннi мережi перетворили-
ся з iнструменту експериментальних дослiджень на один iз ключових методiв
сучасної науки та iнженерiї. Їхня здатнiсть до узагальнення, навчання на вели-
ких масивах даних та вiдтворення складних нелiнiйних залежностей зробила
нейромережевi архiтектури унiверсальним засобом для моделювання процесiв,
якi традицiйнi чисельнi методи описують лише з великими обчислювальними
витратами. Сьогоднi нейроннi мережi розглядаються не лише як допомiжний
iнструмент, а як повноцiнна складова iнтелектуальних систем, здатних забез-
печувати прогнозування, оптимiзацiю та адаптивне керування.

У сферi обчислювальної механiки це призвело до появи нового напряму —
побудови наближених моделей (surrogate models), що поєднують усталенi ме-
тоди iз алгоритмами глибокого навчання [1]. Нейроннi мережi дедалi частiше
застосовуються для розв’язання задач, якi ранiше вважалися виключно преро-
гативою традицiйних аналiтичних або чисельних методiв. Це стосується напри-
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клад, прогнозування напружено-деформiвного стану системи, аналiзу пласти-
чних деформацiй та навiть побудови цифрових двiйникiв складних конструкцiй.

2. Аналiз сучасних дослiджень i публiкацiй. Сучасна обчислюваль-
на механiка дедалi активнiше iнтегрує пiдходи, що базуються на даних (data-
driven), фокусуючись на використаннi нейронних мереж для побудови набли-
жених моделей (surrogate models) та оптимiзацiї розрахункового часу [1]. Успi-
шнiсть тренування таких нейромереж [2], здатних у реальному часi прогно-
зувати складнi фiзичнi явища, прямо залежить вiд якостi та обсягу вхiдних
даних. На практицi формування масштабних навчальних вибiрок часто здiй-
снюється шляхом використання математичних моделей. Для цього застосову-
ються, наприклад, мови програмування, такi як Python, Julia та R. Широко
використовуються також iнженернi та чисельнi платформи, зокрема Simulink,
MATLAB, COMSOL Multiphysics та iншi. Такий пiдхiд є привабливим завдяки
можливостi швидкої автоматизацiї процесiв та генерацiї великої кiлькостi варi-
антiв розв’язку у вiдносно короткi термiни. Однак суттєвим недолiком є їхня
обмежена здатнiсть вiдтворювати реальну фiзику складних процесiв. Як наслi-
док, нейромережi, натренованi на такiй «iдеалiзованiй» базi, часто виявляються
непридатними для практичних iнженерних задач, що вимагають прийнятної то-
чностi.

Альтернативою є використання верифiкованих промислових комплексiв, та-
ких як Ansys, Abaqus або MSC Marc. Цi програмнi середовища мiстять Solvers,
здатнi враховувати нюанси фiзичної взаємодiї, недосяжнi для простих скри-
птiв [3]. Проте генерацiя великих обсягiв даних у такому середовищi стикає-
ться з серйозними технiчними бар’єрами. Робота через стандартний графiчний
iнтерфейс (GUI) передбачає значну кiлькiсть ручних манiпуляцiй для кожного
окремого сценарiю, що робить ручне створення вибiрки великого розмiру (що
є необхiдним для якiсного навчання нейромереж) фактично неможливим без
впровадження спецiальних засобiв автоматизацiї [4].

3. Мета i завдання роботи. Метою дослiдження є розробка та практична
реалiзацiя методики автоматизованої генерацiї великих наборiв даних, що базу-
ється на iнтеграцiї параметричного моделювання у середовищi Ansys Workbench
[5] (Ansys Free Student Software License), iнструментiв обробки даних Ansys DPF
та керуваннi процесом через Python-скрипти.

Процес дослiдження здiйснюється на прикладi розв’язання контактної зада-
чi про вдавлення абсолютно жорсткого двозв’язного штампа з плоскою основою
у пружний пiвпростiр.

Об’єктом дослiдження є процес моделювання контактної взаємодiї жорстко-
го штампа з пружним пiвпростором у середовищi скiнченно-елементного аналi-
зу Ansys.

Предметом дослiдження є методи параметризацiї геометрiї, автоматизацiї
розрахункiв та експорту результатiв для формування навчальних вибiрок, при-
датних для тренування глибоких нейромережевих архiтектур.

Завдання дослiдження:
– Розробити параметричну модель контактної задачi у середовищi Ansys.
– Сформувати таблицю Design Points (варiантiв розрахункiв) у Ansys Mecha-
nical Parameters.

– Забезпечити пакетний режим розрахунку та унiфiкацiю даних для експор-
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ту у формати CSV, Excel.
– Порiвняти ефективнiсть традицiйного Python-скриптингу та використання
Ansys DPF для отримання наборiв даних напружень i перемiщень.

– Створити базу даних для тренування нейромереж [6].
– Провести вiзуалiзацiю отриманих даних за допомогою Python-застосунку.
4. Основний результат. У роботi було використано пiдхiд до формува-

ння масштабних наборiв даних (Dataset Generation) у середовищi Ansys, який
ґрунтувався на повнiй параметризацiї розрахункової моделi. З огляду на те,
що навчання глибоких нейронних мереж потребує високої варiативностi вхi-
дних даних, розрахунки виконувалися шляхом варiювання ключових параме-
трiв об’єкта дослiдження. Вiдповiдно, початковим етапом даного процесу була
параметризацiя геометрiї моделi.

Створення параметричної геометричної моделi (в середовищах Ansys
SpaceClaim або Discovery) дозволило трансформувати геометричнi характери-
стики конструкцiї, такi як зони контакту, у варiйованi параметри. Це усунуло
необхiднiсть перебудови топологiї для кожного нового розрахункового випадку.
Такий пiдхiд надав узгодженiсть сiтки скiнченних елементiв (Mesh Consistency)
та коректнiсть накладання граничних умов, що є важливим для якостi навчаль-
них даних [7].

У дослiдженнi розглянуто задачу про вдавлення цилiндричного штампа з
плоскою основою пiд дiєю вертикальної сили 𝑄, лiнiя дiї якої проходить через
центр основи. Поперечний перетин штампа займає двозв’язну область, обмеже-
ну двома лiнiями у формi прямокутникiв. Зовнiшнiй прямокутник має (напри-
клад) сторони 𝑎1 = 120мм та 𝑏1 = 100мм та спiввiдношенням сторiн 1,2. Вну-
трiшнiй прямокутник є геометрично подiбним до зовнiшнього, концентрично
розташований та має те саме спiввiдношення сторiн 1,2, при цьому варiювання
його лiнiйних розмiрiв дозволяє сформувати серiю штампiв рiзної геометрiї, що
вiдповiдають прямокутним кiльцям рiзної ширини.

У дослiдженнi створено параметричну модель описаного вище штампа
(рис. 1). Для моделювання використано програмний пакет Ansys Discovery [5].
Для штампа використано конструкцiйну сталь з модулем Юнга 𝐸𝑠 = 200ГПа та
коефiцiєнтом Пуасона 𝜈𝑠 = 0.3 та для пружного пiвпростору матерiал з моду-
лем Юнга 𝐸ℎ = 180МПа та коефiцiєнта Пуасона 𝜈𝑠 = 0.2 (проєктний матерiал).
Для побудови скiнченно-елементної сiтки штампа та пружного пiвпростору у
зонi контакту використанi гексаедричнi елементи з основою у виглядi квадрату.
Отже, у межах дослiдження параметричний простiр задачi формується множи-
ною вхiдних параметрiв 𝑝 = {𝑎1, 𝑏1, 𝑎, 𝑏, 𝑄, 𝐸𝑠, 𝜈𝑠, 𝐸ℎ, 𝜈ℎ}.

Завдяки модулю Parameter Set у середовищi Ansys Workbench у дослiджен-
нi реалiзовано параметричний зв’язок мiж геометричним редактором, модулем
Mechanical та чисельним вирiшувачем (Solver).

За рахунок Ansys Mechanical Parameters було визначено числовi характери-
стики моделi як «Вхiднi параметри» (Input Parameters) та «Вихiднi параметри»
(Output Parameters) [8]. Вхiдними параметрами є геометричнi розмiри, власти-
востi матерiалiв, величини навантажень та параметри сiтки. У графiчному iн-
терфейсi вони активованi шляхом встановлення прапорця (символ «P») бiля
вiдповiдного поля введення. А вихiднi параметри є цiльовими змiнними, якi
необхiдно отримати пiсля розрахунку, наприклад напруження та перемiщення.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 1. Параметрична модель контакту штампа з основою у формi
прямокутного кiльця i пружного пiвпростору.

Процес використання цього iнструментарiю полягав у формуваннi таблицi
проєктних точок (Table of Design Points). Кожна «Design Point» (DP) являє со-
бою унiкальний набiр вхiдних параметрiв, який вiдповiдає одному екземпляру
даних для нейромережi (рис. 2). Пiсля заповнення таблицi (вручну або алго-
ритмiчно), Ansys автоматично запускав цикл оновлення. Для кожної DP зге-
неровано геометрiю, побудовано сiтку, проведено розрахунки для поставленої
задачi та збережено результати [9].

У межах модельованої контактної задачi було задано чотири Design Points
— варiанти вхiдних параметрiв, кожен з яких вiдповiдає окремому значенню
ширини кiльця штампа вздовж осi 𝑂𝑥: 20 мм, 40 мм, 60 мм та 80 мм (рис. 2).
Ширину кiльця вздовж осi 𝑂𝑦 визначено з урахуванням фiксованого спiввiдно-
шення сторiн прямокутника, що дорiвнює 1,2. На основi побудованої моделi, як
приклад, отримано розподiл нормальних напружень уздовж осi 𝑂𝑥 на вiдрiзку,
показаному на рис. 3.

Пiсля закiнчення розрахункiв у Solver для всiх Design Points набори да-
них експортовано для подальшого використання, а саме, для навчання ней-
ронних мереж, вiзуалiзацiї та iнших застосувань. Якщо для стандартних iн-
женерних розрахункiв достатньо отримати деякi шуканi величини (наприклад,
максимальне напруження), то для тренування глибоких нейромереж краще ма-
ти повнi набори даних (Full Field Data) — масиви значень у кожному вузлi
скiнченно-елементної сiтки.

У середовищi Ansys iснує два основнi шляхи реалiзацiї цього етапу. Або
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Рис. 2. Таблиця проєктних точок в Ansys Mechanical Parameters.

Рис. 3. Вiдрiзок, на якому визначено розподiл нормальних напружень.

Python Scripting в середовищi Ansys Mechanical, або прямий доступ до даних
через Ansys DPF (Data Processing Framework). Python Scripting в Ansys Mechani-
cal базується на використаннi вбудованого iнтерпретатора Python та API Ansys
Mechanical (Scripting Interface). Такий пiдхiд iмiтує дiї користувача. Скрипт
програмно звертається до дерева проекту, створює об’єкти (наприклад, Probes
або User Defined Results), iнiцiює їх обчислення та експортує данi у текстовi
файли. Це забезпечує iнтеграцiю з iнтерфейсом, можливiсть керувати налашту-
ваннями Solver та граничними умовами у процесi розрахункiв, але забезпечує
низьку продуктивнiсть при обробцi великих масивiв даних. Процес вилучен-
ня результатiв вiдбувається через шар графiчної оболонки (GUI), що створює
значнi витрати пам’ятi та часу. Крiм того, експорт результатiв для багаточи-
сельних iтерацiй через цей iнтерфейс є обчислювально неефективним i iнколи
займає бiльше часу, нiж сам розрахунок задачi.

Прямий доступ до даних через Ansys DPF є бiльш ефективним методом,
орiєнтованим на роботу з великими даними. DPF (Data Processing Framework)
— це спецiалiзована бiблiотека, яка дозволяє зчитувати результати безпосере-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МЕТОДИКА АВТОМАТИЗОВАНОЇ ГЕНЕРАЦIЇ ВЕЛИКИХ НАБОРIВ ДАНИХ . . . 201

дньо з бiнарних файлiв розв’язку (.rst, .rth), оминаючи завантаження повного
iнтерфейсу Mechanical [10]. На вiдмiну вiд повiльного COM-iнтерфейсу, DPF
базується на оптимiзованих алгоритмах, розроблених на С++, що прискорює
зчитування результатiв на кiлька порядкiв. Бiблiотека ansys-dpf-core є Python
обгорткою, яка дозволяє застосовувати зазначений метод в середi Python. Ва-
жливою особливiстю є те, що iнструмент оперує векторними полями, дозволяю-
чи автоматично конвертувати тензори напружень у масиви NumPy — формат,
який безпосередньо використовується для навчання нейромереж. Крiм того,
такий пiдхiд забезпечує автономнiсть.

Для створення навчального набору даних, що мiстить iнформацiю про роз-
подiл полiв напружень та деформацiй у зонi контакту, використання Ansys DPF
є зручним засобом з точки зору продуктивностi та зручностi подальшої оброб-
ки даних методами машинного навчання, тому для експортування даних для
поставленої контактної задачi застосовано саме цей метод.

На рис. 4 представлено загальну схему генерацiї даних (pipeline), що ав-
томатизує процес побудови геометрiї, налаштування сiтки та граничних умов,
забезпечуючи формування рiшень за допомогою механiзму Design Points.

Рис. 4. Схема генерацiї даних.

У статтi [11] наведено чисельно-аналiтичний розв’язок контактної задачi
вдавлення цилiндричного штампа з плоскою основою пiд дiєю вертикальної си-
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ли, що проходить через центр тяжiння штампу. Поперечний перерiз штампа має
форму двозв’язної областi, обмеженої двома прямокутними контурами. Отри-
манi в цiй роботi [11] результати слугують основою для перевiрки коректностi
розрахункiв, виконаних у межах даного дослiдження.

Вiзуалiзацiю отриманих результатiв проведено за допомогою створеного
Python застосунка (рис. 5), у який передаються результати — розподiл кон-
тактних напружень на вiдрiзку, зазначеному на рис. 3 для чотирьох Design
Points та вiдбувається їх вiзуалiзацiя за допомогою бiблiотеки matplotlib. Цi ж
самi данi використано для створення тренувальної бази спецiалiзованих нейро-
мережевих архiтектур. За фiксованих значень вхiдних параметрiв i однакової
версiї Ansys результати розрахункiв, зчитанi безпосередньо з бiнарних файлiв
за допомогою Ansys DPF, є детермiнованими та вiдтворюваними.

Рис. 5. Iнтерфейс застосунка вiзуалiзацiї напружень для рiзних Design Points.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi за-
пропоновано та практично реалiзовано методику автоматизованої генерацiї ве-
ликих наборiв даних на прикладi задачi контактної механiки. Методика базує-
ться на iнтеграцiї параметричного моделювання в середовищi Ansys Workbench
та iнструментiв обробки даних Ansys DPF. У межах дослiдження розробле-
но параметричну скiнченно-елементну модель контактної задачi про вдавлення
цилiндричного штампа з плоскою основою пiд дiєю вертикальної сили, що про-
ходить через центр тяжiння штампу. Сформовано таблицю Design Points, що
забезпечує формалiзований опис розрахункових сценарiїв та можливiсть їх ав-
томатизованого перебору.

Розроблений пiдхiд (pipeline) усуває необхiднiсть ручного втручання на ета-
пах побудови геометрiї, налаштування сiтки та граничних умов i дозволяє реа-
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лiзувати пакетний режим розрахунку з унiфiкованим збереженням результатiв.
Отриманi данi структуровано у форматах, придатних для подальшого експорту
та аналiзу (CSV, Excel), що вiдповiдає вимогам пiдготовки навчальних вибiрок
для методiв машинного навчання.

У роботi проведено порiвняльний аналiз традицiйного Python-скриптингу в
середовищi Ansys Mechanical та прямого доступу до результатiв за допомогою
фреймворку Ansys DPF. Показано, що використання DPF забезпечує значно
ефективнiше зчитування даних напружень i перемiщень безпосередньо з бiнар-
них файлiв розв’язку, що є критично важливим для роботи з великими обсягами
даних (Big Data).

На основi згенерованих результатiв сформовано базу даних для тренування
нейромережевих архiтектур, орiєнтованих на уточнення результатiв МСЕ, отри-
маних на грубiй сiтцi. Застосування такого пiдходу дозволяє досягти точностi,
спiвмiрної з розрахунками на густiй сiтцi, при суттєво менших обчислювальних
витратах. Додатково проведено верифiкацiю та вiзуалiзацiю отриманих даних
за допомогою спецiалiзованого Python-застосунку, що пiдтвердило коректнiсть
сформованих наборiв даних та їх придатнiсть для подальшого використання в
задачах глибокого навчання.

Конфлiкт iнтересiв

Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
ння, включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який
мiг би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй
статтi.

Фiнансування

Дослiдження було проведено без фiнансової пiдтримки.

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
пису.

Використання штучного iнтелекту

Автори пiдтверджують, що при створеннi даної роботи вони не використо-
вували технологiї штучного iнтелекту.
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of binary result files and bypassing the limitations of the graphical user interface. The
methodology’s efficiency is verified using the problem of contact interaction between a
stamp and an elastic half-space, for which a solution set was automatically generated. The
obtained structured datasets of stresses and strains can be used to train neural networks
designed to refine FEA results on coarse meshes. This approach makes it possible to achieve
acceptable modeling accuracy while significantly reducing computational costs, as well as
to support other deep learning tasks.

Keywords: neural network, contact zone, mathematical modeling, finite element method,
data generation, deep learning, Ansys.
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ГIБРИДНА МОДЕЛЬ АНАЛIЗУ СИГНАЛУ ЕКГ НА ОСНОВI
IНЖЕНЕРНИХ ОЗНАК ТА ГЛИБИННОГО НАВЧАННЯ

У статтi представлено гiбридну модель аналiзу сигналу електрокардiограми (ЕКГ),
що поєднує iнженернi ознаки та глибинне навчання. Запропоновано архiтектуру з ада-
птивним злиттям ознак i сирого сигналу за допомогою Clinical Gating Unit. Розглянуто
математичнi моделi побудови ЕКГ, основнi часовi, морфологiчнi, статистичнi та гео-
метричнi ознаки. Наведено приклад реалiзацiї архiтектури з використанням PyTorch.
Обґрунтовано переваги комбiнованого пiдходу щодо точностi, узагальнюваностi та iн-
терпретованостi результатiв.

Ключовi слова: математична модель, ЕКГ, HRV, нейромережа, глибинне навчання,
CNN, LSTM, iнженернi ознаки, Clinical Gating Unit.

1. Вступ. Електрокардiограма (ЕКГ) є одним iз ключових iнструментiв дiагно-
стики серцево-судинних захворювань. Вона вiдображає електричну активнiсть
серця у виглядi сигналу, що мiстить iнформацiю як про ритм, так i про морфо-
логiю скорочень мiокарда. Завдяки своїй неiнвазивностi, доступностi та високiй
iнформативностi, ЕКГ широко використовується у клiнiчнiй практицi, монiто-
рингу та скринiнгу пацiєнтiв. Аналiз ЕКГ може здiйснюватися як вiзуально
(лiкарем), так i автоматизованими алгоритмами. Автоматизацiя аналiзу дозво-
ляє зменшити вплив людського фактору, прискорити обробку даних та пiдви-
щити точнiсть виявлення патологiй. Iсторично методи обробки сигналу ЕКГ
ґрунтувалися на видiленнi ключових ознак — тривалостi iнтервалiв, амплiтуд
хвиль, статистик варiабельностi серцевого ритму (HRV). Водночас цi ознаки
є агрегованими й можуть не повнiстю вiдображати морфологiчнi особливостi
сигналу. З розвитком глибинного навчання виникли моделi, здатнi безпосере-
дньо аналiзувати сирий ЕКГ-сигнал та виявляти прихованi патерни. Зокрема,
згортковi нейроннi мережi (CNN) ефективно розпiзнають морфологiю хвиль, а
рекурентнi моделi (RNN, LSTM, GRU) — часовi залежностi. Проте й цi пiдходи
мають обмеження: вони можуть бути чутливими до шуму, артефактiв та пога-
но узагальнюватися без залучення доменної iнформацiї. Сучасною тенденцiєю є
поєднання обох пiдходiв — iнженерних ознак та глибинного представлення — у
гiбриднi моделi. Такi архiтектури, зокрема двовежовi (dual-tower), дозволяють
одночасно враховувати як клiнiчно iнтерпретованi ознаки, так i сирi данi. Дода-
ткове вдосконалення можливе через адаптивне злиття (fusion) з урахуванням
клiнiчного контексту, зокрема iз застосуванням модулiв типу Clinical Gating
Unit.

Постановка проблеми Сигнали електрокардiограми є складними бiоме-
дичними часовими рядами, якi вiдображають електричну активнiсть серця. Їх
аналiз дозволяє виявляти порушення ритму, iшемiчнi змiни, електролiтнi зру-
шення та iншi патологiї. Незважаючи на активний розвиток методiв машинного

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ГIБРИДНА МОДЕЛЬ АНАЛIЗУ СИГНАЛУ ЕКГ НА ОСНОВI . . . 207

навчання, проблема надiйного, iнтерпретованого та стiйкого до шуму автома-
тичного аналiзу ЕКГ залишається вiдкритою. Традицiйнi пiдходи базуються
на видiленнi експертних (iнженерних) ознак, таких як iнтервали мiж зубцями,
HRV-показники, морфологiчнi характеристики. Вони добре iнтерпретуються та
узагальнюються, однак мають обмежену здатнiсть враховувати складнi морфо-
логiчнi патерни. З iншого боку, глибиннi моделi (CNN, LSTM) здатнi виявляти
складнi особливостi без явного виокремлення ознак, але страждають вiд слабкої
пояснюваностi та чутливостi до зашумлених або неповних даних.

Таким чином, виникає потреба у створеннi моделi, яка:
• поєднує переваги експертних ознак та глибинного навчання;
• забезпечує адаптивне злиття рiзних джерел iнформацiї залежно вiд клiнi-
чного контексту;

• зберiгає iнтерпретованiсть результатiв та є стiйкою до шуму й артефактiв.
Для реалiзацiї цього пiдходу у роботi пропонується архiтектура з двома об-

числювальними вежами (feature tower та signal tower), що зливаються за до-
помогою модуля Clinical Gating Unit, який керує вагуванням представлень на
основi клiнiчних маркерiв (наприклад, SDNN, QTc, ST).

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Аналiз електрокардiогра-
ми традицiйно базувався на морфологiчних ознаках, що вiдображають часовi,
амплiтуднi та просторовi характеристики електричної активностi серця. З по-
явою цифрових обчислень у 1970-х роках з’явилися першi алгоритми автомати-
зованого аналiзу, спрямованi на фiльтрацiю шумiв, детекцiю 𝑅-пiкiв та сегмен-
тацiю сигналу. Згодом розроблено методи обчислення широкого спектра iнже-
нерних ознак — показникiв варiабельностi серцевого ритму (HRV), ентропiйних
коефiцiєнтiв та морфологiчних параметрiв, що мають клiнiчну iнтерпретова-
нiсть. Попри це, такi ознаки не здатнi повнiстю охопити складну морфологiю
сирого ЕКГ-сигналу. З розвитком глибинного навчання з’явилися архiтекту-
ри, здатнi автоматично вилучати релевантнi патерни: згортковi мережi (CNN)
ефективно виявляють локальнi морфологiчнi структури, а рекурентнi (RNN,
LSTM, GRU) моделюють ритмiку та часову динамiку сигналу. Iнженернi ознаки
є компактними та пояснюваними, однак можуть втрачати тонкi морфологiчнi
вiдхилення; натомiсть CNN/LSTM-моделi виявляють складнi закономiрностi,
проте мають нижчу iнтерпретованiсть i чутливiсть до артефактiв. Це зумовило
появу гiбридних архiтектур, якi поєднують iнженернi та глибиннi представлен-
ня, що забезпечує баланс мiж точнiстю, узагальнюванiстю та пояснюванiстю. В
низцi сучасних робiт пiдтверджено ефективнiсть такого комбiнованого пiдходу.
Zhang та спiвавт. [1] об’єднали вейвлет-ознаки з CNN через теорiю Демпсте-
ра–Шейфера, досягнувши пiдвищення точностi класифiкацiї. Rawshani та iн. [2]
продемонстрували двопоточну архiтектуру, де один канал обробляє сирий ЕКГ-
сигнал, а другий — HRV та демографiчнi ознаки, що суттєво покращило вияв-
лення фiбриляцiї передсердь. Galli та спiвавт. [3] застосували Gaussian feature
streaming для стабiльного монiторингу сигналiв у реальному часi. Giordano та
спiвавт. [6] показали переваги багаторiвневого злиття (mid-level fusion) при по-
єднаннi ручних i глибинних ознак у задачах класифiкацiї аритмiй. Таким чи-
ном, сучасна лiтература демонструє послiдовний рух у напрямi гiбридних моде-
лей з адаптивним злиттям iнформацiї з рiзних джерел. Подальшi дослiдження
спрямованi на пiдвищення стiйкостi до шумiв та покращення iнтерпретованостi

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2026, том 48, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



208 В. М. САМУСЬ

рiшень. У цьому контекстi запропонована модель з модулем Clinical Gating Unit
є перспективним кроком до адаптивного поєднання клiнiчних, морфологiчних
та сигнальних ознак у єдинiй нейромережевiй системi аналiзу ЕКГ.

Це пiдкреслює актуальнiсть запропонованого пiдходу з Clinical Gating Unit
для адаптивного злиття клiнiчних, морфологiчних та сигнальних ознак у єди-
ному фреймворку.

3. Математична модель вхiдного сигналу. Математична модель — це
опис певного реального об’єкта, явища чи процесу за допомогою математичних
понять, символiв, формул i спiввiдношень. Вона дозволяє вiдобразити суттєвi
властивостi об’єкта та дослiджувати його поведiнку без необхiдностi експери-
ментувати безпосередньо з самим об’єктом.

Основнi риси математичної моделi

• Абстракцiя — вiдкидання другорядних деталей i видiлення головних ха-
рактеристик.

• Формалiзацiя — опис у виглядi рiвнянь, функцiй, матриць, ймовiрностей
тощо.

• Адекватнiсть — модель має вiдтворювати суттєвi властивостi реального
процесу.

3.1. Формалiзацiя вхiдного сигналу. Побудову моделi доцiльно розпо-
чати з формалiзацiї вхiдного сигналу ЕКГ, який мiстить кiлька каналiв, вiд-
повiдних до системи вiдведень, що вiдображають електричну активнiсть серця
з рiзних проєкцiй. Загальноприйнято видiляти три основнi групи: стандартнi
бiполярнi вiдведення (I — мiж правою i лiвою рукою, II — мiж правою рукою i
лiвою ногою, III — мiж лiвою рукою i лiвою ногою), пiдсиленi однополюснi вiд
кiнцiвок (aVR, aVL, aVF), а також груднi (прекардiальнi) вiдведення V1–V6, якi
розмiщуються на груднiй клiтцi вiдповiдно до мiжреберних промiжкiв i анато-
мiчних лiнiй. Кожне вiдведення забезпечує унiкальний «кут огляду» на серцеву
дiяльнiсть, що дозволяє моделi враховувати просторову неоднорiднiсть сигналу.

Кожне вiдведення – це рiзниця потенцiалiв мiж двома точками тiла, де вста-
новленi електроди. Нехай

𝜙𝑖(𝑡) – електричний потенцiал у точцi 𝑖,
𝐿(𝑡) – сигнал у вiдведеннi.
Тодi вiдведення визначається як:

𝐿(𝑡) = 𝜙𝑎(𝑡)− 𝜙𝑏(𝑡),

де 𝑎, 𝑏 – точки вимiрювання.
Для посилених вiдведень використовується рiзниця потенцiалiв мiж вiдпо-

вiдної кiнцiвки та середнiм потенцiалом кiнцiвок:

𝑉𝑊 (𝑡) = 𝜙𝑅𝐴(𝑡)+𝜙𝐿𝐴(𝑡)+𝜙𝐿𝐿(𝑡)
3

.

Якщо узагальнити пiдхiд, то електрична активнiсть серця в кожен момент
часу може бути зведена до єдиного еквiвалентного електричного диполя. Цей
диполь 𝑝(𝑡) = [𝑝𝑥(𝑡), 𝑝𝑦(𝑡), 𝑝𝑧(𝑡)] постiйно змiнює величину й напрям у часi. Ко-
жне вiдведення 𝑘 має свiй вектор-спостерiгач l𝑘, який визначається положенням
електродiв. Тодi сигнал у вiдведеннi є проєкцiєю вектора диполя на напрям цьо-
го вiдведення:
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𝑠𝑘(𝑡) = l𝑘 · p(𝑡) = |p(𝑡)| |l𝑘| cos 𝜃𝑘,
де 𝜃𝑘 — кут мiж диполем i напрямком вiдведення.
Цей результат можна представити у матричнiй формi:

s(𝑡) = 𝐿𝑝(𝑡) + b(𝑡) + 𝜂(𝑡).

Для кожного вiдведення сигнал можна роздiлити на хвилi, якi фiзiологiчно
вiдповiдають скороченню серцевого м’язу. Хвилю можна представити як суму
компонент:

𝐸𝐶𝐺(𝑡) = 𝑃 (𝑡) +𝑄𝑅𝑆(𝑡) + 𝑇 (𝑡) + 𝑈(𝑡) + 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛𝑒(𝑡) + 𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒(𝑡),

де

• 𝑃 (𝑡)— хвиля передсердної деполяризацiї,
• 𝑄𝑅𝑆(𝑡)— деполяризацiя шлуночкiв,
• 𝑇 (𝑡) — реполяризацiя шлуночкiв,
• 𝑈(𝑡)— додаткова реполяризацiя,
• 𝑏𝑎𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛𝑒(𝑡)— дрейф iзолiнiї,
• 𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒(𝑡)— шумовi компоненти.

Також кожну хвилю можна подати аналiтично, наприклад використовуючи
гаусiан

𝑔(𝑡) = 𝐴 · 𝑒−
(𝑡−𝜇)2

2𝜎2 ,

де

• 𝐴— амплiтуда (висота хвилi),
• 𝜇— центр (часова позицiя максимуму),
• 𝜎— ширина (визначає тривалiсть хвилi).

Хвилi P та T мають м’яку та ”дзвоникоподiбну” форму i добре моделюються
окремим гаусiаном. Комплекс QRS рiзкiший, тому його можна апроксимувати
кiлькома гаусiанами (Q — негативний, R — позитивний, S — негативний). В
результатi отримаємо модель серцевого циклу через гаусiан:

𝐸𝐶𝐺(𝑡) =
∑︀

𝑚∈{𝑃,𝑄,𝑅,𝑆,𝑇}𝐴𝑚 · 𝑒
− (𝑡−𝜇𝑚)2

2𝜎2
𝑚 .

У своїх працях M. A. Awal[1] та A. Galli[2] дослiдили, що модель сигналу
ЕКГ може бути представлена як

𝐸𝐶𝐺𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙 =
∑︀𝑗=2

𝑖∈𝑃,𝑄,𝑅,𝑆,𝑇 ; 𝑗=1𝐴𝑖,𝑗 𝑒
−

⎡⎣(𝑡−𝑡𝑖,𝑗)
2

𝜎2
𝑖,𝑗

⎤⎦
+ 𝑐𝑖,

де 𝑗 вказує на кiлькiсть необхiдних гаусiанiв. Для вибору параметрiв вико-
ристовуємо метод мiнiмiзацiї середньоквадратичної похибки (RMSE). Матема-
тично це можна записати як:

𝑅𝑀𝑆𝐸 =
√︁

1
𝑁

∑︀𝑁
𝑡=1 (𝐸𝐶𝐺𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 (𝑡)− 𝐸𝐶𝐺𝑟𝑒𝑎𝑙 (𝑡) )2 < 𝜖

4. Видiлення i моделювання основних ознак ЕКГ. Iнтервальнi ознаки
базуються на послiдовностi RR iнтервалiв i є основою як для класичного аналiзу
варiабельностi серцевого ритму (HRV), так i для виявлення патологiй. Базовою
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ознакою є 𝑅𝑅-iнтервал — час мiж сусiднiми R-пiками Нехай {𝑡𝑖}𝑁𝑖=1 — часовi
координати послiдовних R-пiкiв на ЕКГ.

Тодi 𝑅𝑅𝑖 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1..

Визначимо iндикатор ”нормальностi” iнтервалу 𝑁𝑁(Normal-to-Normal):

𝛿𝑖 =

{︃
1, якщо 𝑅𝑅𝑖 належить до нормального циклу,

0, якщо 𝑅𝑅𝑖 виключається (екстрасистола або артефакт).

Тодi:

𝑁𝑁 = {𝑅𝑅𝑖 · 𝛿𝑖 | 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1 i 𝛿𝑖 = 1}.
Оцiнка варiабельностi серцевого ритму ґрунтується, зокрема, на аналiзi змiн

∆𝑅𝑅-iнтервалiв, з акцентом на абсолютнi вiдхилення мiж сусiднiми значення-
ми:

∆𝑅𝑅𝑖 = 𝑅𝑅𝑖+1 −𝑅𝑅𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 2,
так i вiдноснi:

∆𝑅𝑅𝑟𝑒𝑙𝑖 = 𝑅𝑅𝑖+1−𝑅𝑅𝑖

𝑅𝑅𝑖
.

Для варiацiї 𝑅𝑅 iнтервалiв обчислюють показник:

𝐶𝑉 𝑅𝑅 = 𝑆𝐷𝑁𝑁
𝑚𝑒𝑎𝑛(𝑅𝑅)

,

де 𝑆𝐷𝑁𝑁 — стандартне вiдхилення NN-iнтервалiв.
4.1. Морфологiчнi ознаки. До морфологiчних ознак належать часовi

параметри, зокрема тривалостi хвиль i комплексiв, таких як 𝑇𝑃 , 𝑇𝑄𝑅𝑆, 𝑇𝑄𝑇 ,
𝑇𝑆𝑇 . Їх доповнюють амплiтуднi характеристики — висоти зубцiв 𝑃 , 𝑅, 𝑆, 𝑇 .
Важливими є також iнтегральнi показники, зокрема площi дiлянок, обмежених
вiдповiдними фрагментами сигналу. Серед геометричних ознак варто виокре-
мити нахили сегментiв, ступiнь асиметрiї 𝑇 -хвилi, а також кути мiж фазовими
вiдрiзками комплексу.

4.2. Статистичнi ознаки HRV.
• 𝑀𝑒𝑎𝑛𝑅𝑅 — середня тривалiсть RR.
• 𝑆𝐷𝑁𝑁 — стандартне вiдхилення NN-iнтервалiв (загальна варiабельнiсть).
• 𝑅𝑀𝑆𝑆𝐷 — корiнь з середнього значення квадрату рiзниць сусiднiх NN:
𝑅𝑀𝑆𝑆𝐷 =

√︁
1

𝑀−1

∑︀𝑀−1
𝑖=1 (𝑁𝑁𝑖+1 −𝑁𝑁𝑖)2.

• 𝑁𝑁50 — кiлькiсть пар сусiднiх NN, якi вiдрiзняються бiльш нiж на 50 мс:
𝑁𝑁50 =

∑︀𝑀−1
𝑖=1 (|𝑁𝑁𝑖+1 −𝑁𝑁𝑖| > 50мс).

• 𝑝𝑁𝑁50 — вiдсоток сусiднiх NN, якi вiдрiзняються > 50 мс (ознака «нере-
гулярностi»).
𝑝𝑁𝑁50 = 𝑁𝑁50

𝑀−1
× 100%.

• ентропiя 𝐴𝑝𝐸𝑛(𝑚, 𝑟,𝑁) = 𝜑𝑚(𝑟)− 𝜑𝑚+1(𝑟)
• 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑅𝑅, 𝐼𝑄𝑅(𝑅𝑅) — робастнi характеристики.
4.3. Часовi залежностi. . Дозволяють визначити ознаки в локальних вi-

кнах.
• 𝑆𝐷𝐴𝑁𝑁 — стандартне вiдхилення середнiх RR у 5-хвилинних вiкнах.
• 𝑆𝐷𝑁𝑁𝑖 — середнє стандартних вiдхилень у коротких сегментах (локальна
мiнливiсть).
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4.4. Геометричнi та ентропiйнi ознаки. Дiаграма Лоренца — це гра-
фiчний метод аналiзу варiабельностi серцевого ритму, який вiдображає взає-
мозв’язок мiж сусiднiми NN-iнтервалами. Це множина точок.

𝑃 = {(𝑁𝑁𝑖, 𝑁𝑁𝑖+1) | 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 − 1}.
На дiаграмi формується хмарка точок, яку можна апроксимувати елiпсом.
Основнi показники:

• поперечна дисперсiя (ширина елiпса): 𝑆𝐷1 =
√︁

1
2
·𝑅𝑀𝑆𝑆𝐷

• поздовжня дисперсiя (довжина елiпса): 𝑆𝐷2 =
√︁
2 · 𝑆𝐷𝑁𝑁2 − 1

2
𝑅𝑀𝑆𝑆𝐷2

• 𝑆𝐷1/𝑆𝐷2— баланс короткочасної та довготривалої варiабельностi.

Певнi ознаки або їх комбiнацiї можуть свiдчити про ектопiчну природу сер-
цевої активностi. Зокрема, пiдвищена дисперсiя 𝑅𝑅-iнтервалiв, високе значення
ентропiї та зниження перiодичностi ритму є характерними для фiбриляцiї пере-
дсердь (AF). Натомiсть регулярнi осциляцiї𝑅𝑅-iнтервалiв, що часто корелюють
iз дихальним циклом, є типовими для синусової аритмiї.

5. Побудова гiбридної математичної моделi аналiзу ЕКГ.
5.1. Розлянемо архiтектуру гiбридної моделi. Вхiдний потiк даних

складається з 2 частин:

• Вхiд 1 (features): 𝑥𝑓 ∈ R𝑑 — iнженернi ознаки (𝑆𝐷𝑁𝑁,𝑅𝑀𝑆𝑆𝐷,𝑄𝑇𝑐. . . ).
• Вхiд 2 (signal): 𝑥𝑠 ∈ R𝐶×𝑇 — сирий фрагмент ЕКГ (C=кiлькiсть вiдведень,
T=довжина вiкна).

На його основi будуємо двi “башти”:

• Башта ознак (MLP): ℎ𝑓 = MLP(𝑥𝑓 ) ∈ R𝑝.

• Башта сигналу (CNN/LSTM): 𝑥̃𝑠 = CNN(𝑥𝑠) → BiLSTM(·) → pooling ⇒
ℎ𝑠 ∈ R𝑞.

далi вiдбувається злиття та кiнцева класифiкацiя:

• Злиття: 𝑧 = [ℎ𝑓 ‖ℎ𝑠] ∈ R𝑝+𝑞.
• Голова: 𝑦 = Classifier(𝑧).

5.2. Стратегiї злиття. У двохвежових (hybrid) моделях ЕКГ iснує кiлька
стратегiй злиття даних з ознак та сирого сигналу:

• Раннє злиття. Основною iдеєю є об’єднати iнженернi ознаки та сирi озна-
ки та вже потiм подати все разом на входи нейромережi. Ця проста iдея має
суттєвий недолiк, який полягає в рiзнiй природi даних, що призводить до
проблем з балансуванням маштабу для iнженерх ознак.

• Промiжне злиття. Тут проводимо об’єднання представлень середнього
рiвня. Наприклад, CNN витягує морфологiчнi ознаки з ЕКГ, MLP аналiзує
статистику HRV i їхнi прихованi вектори зливаються на промiжному шарi.
Дану iдею можна розширити додавши додатковi вежi. Серед недолiкiв є
бiльша обчислювальна вартiсть.

• Пiзнє злиття. Iдея полягає в тому, що кожна вежа повертає свою iмо-
вiрнiсть належностi до класiв, i цi ймовiрностi надалi об’єднуються. Кожна
модель тренується окремо, i це є плюсом, однак моделi практично не взає-
модiють на етапi тренування i це є недолiком.
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Одним з ефективних пiдходiв до iнтеграцiї iнженерних та глибинних ознак
є використання промiжного злиття (mid-level fusion). На вiдмiну вiд простого
об’єднання вихiдних рiшень або повного злиття на рiвнi сирих даних, цей пiдхiд
дозволяє поєднувати латентнi представлення обох «веж» — ознак та сирого
сигналу.

Класична схема промiжного злиття ґрунтується на рiвноправнiй конкате-
нацiї латентiв з «feature tower» ℎ𝑓 та «signal tower» ℎ𝑠. Проте на практицi цi
представлення можуть бути рiзного масштабу, що вимагає адаптивного визна-
чення важливостi кожного з компонентiв. З цiєю метою вводиться параметр
ваги 𝛼 ∈ [0, 1], який визначає ступiнь довiри до ознак або до сирого сигналу
при злиттi:

𝑧 = 𝛼 · ℎ𝑓 + (1− 𝛼) · ℎ𝑠.

Щоб надати вагам клiнiчної iнтерпретованостi, пропонується обчислювати їх
на основi вектору клiнiчних ознак 𝑓clin ∈ R𝑘. Для цього застосовується сигмоїдна
активацiя:

𝛼 = 𝜎(𝑊𝑓clin + 𝑏),

де 𝑊 та 𝑏 — параметри, що навчаються пiд час оптимiзацiї. Таким чином,
ступiнь впливу кожного з джерел iнформацiї визначається контекстно — вiд-
повiдно до специфiки клiнiчної ситуацiї. Запропонований механiзм ми назве-
мо CGU (Clinical Gating Unit), що формалiзує принцип “клiнiчного керування”
злиттям ознак. На рисунку 1 наведемо схему архiтектури вдосконаленого ме-
ханiзму злиття:

X_feat
(iнженернi ознаки)

X_sig
(ECG сигнал, 𝐶 × 𝑇 )

X_clin
(клiнiчнi маркери)

FeatureTower
MLP → ℎ𝑓

SignalTower
CNN+LSTM → ℎ𝑠

Проєкцiя
𝑑𝑠𝑖𝑔 →𝑑𝑓𝑒𝑎𝑡

CGU
LN→Linear→ReLU→Linear→softmax

𝛼 ∈ [0, 1](𝑑𝑓𝑒𝑎𝑡)

Злиття: 𝑧 = 𝛼ℎ𝑓 + (1− 𝛼)proj𝑠

Вихiдний шар (MLP)

Вектор оцiнок класiв

CGU формує вагу 𝛼

результат класифiкацiї

Рис. 1. Схема моделi ECG–ACGF. FeatureTower обробляє iнженернi ознаки, SignalTower —
ECG-сигнал, CGU використовує клiнiчнi показники для обчислення ваги 𝛼, яка визначає

внесок обох представлень у спiльний латент 𝑧.
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Описану схему реалiзовано програмно. У лiстингу нижче наведено приклад
реалiзацiї основних класiв

FeatureTower. MLP-вежа для iнженерних ознак. Перетворює вектор 𝑥feat ∈
R𝑑in у латентне представлення ℎ𝑓 ∈ R𝑑lat . Архiтектура: LayerNorm→ Linear(256)
→ ReLU → Dropout → Linear(𝑑lat) → ReLU.

SignalTower. Комбiнацiя згорткових i рекурентних шарiв (CNN + BiLSTM)
для обробки сирого сигналу ЕКГ. Отримує 𝑥sig ∈ R𝐵×𝐶×𝑇 i формує латент си-
гналу ℎ𝑠 ∈ R𝐵×𝑑lat . Послiдовнiсть операцiй: Conv1d → ReLU → MaxPool →
BiLSTM → Global Average Pooling → Linear → ReLU.

ClinicalGatingUnit (CGU). Модуль, який iз клiнiчних ознак 𝑥clin обчи-
слює вагу 𝛼 ∈ [0, 1], що визначає баланс мiж двома потоками ознак. Структура:
LayerNorm → Linear(hidden) → ReLU → Linear(1) → Sigmoid.

ECG_ACGF. Основна модель (Adaptive Clinical-Guided Fusion), яка об’єднує
iнформацiю з трьох джерел — iнженерних ознак, сирого сигналу та клiнiчних
параметрiв:

1) ℎ𝑓 = FeatureTower(𝑥feat)
2) ℎ𝑠 = SignalTower(𝑥sig)
3) proj𝑠 = 𝑊projℎ𝑠 — проєкцiя сигналу у простiр ознак
4) 𝛼 = CGU(𝑥clin)
5) Злиття: 𝑧 = 𝛼ℎ𝑓 + (1− 𝛼)proj𝑠
6) Класифiкацiйна голова (MLP) → логiти 𝑦

Вихiд моделi: (logits, 𝛼), де 𝛼 вiдображає вагу клiнiчної довiри мiж двома
потоками ознак.

Лiстинг 1: Python example
import torch
import torch.nn as nn
class FeatureTower(nn.Module ):

def __init__(self , d_in , d_lat =128, p_drop =0.3):
super (). __init__ ()
self.net = nn.Sequential(

nn.LayerNorm(d_in),
nn.Linear(d_in , 256), nn.ReLU(), nn.Dropout(p_drop),
nn.Linear (256, d_lat), nn.ReLU()

)
def forward(self , x_feat ):

return self.net(x_feat)

class SignalTower(nn.Module ):
def __init__(self , c_in , d_lat =256):

super (). __init__ ()
self.cnn = nn.Sequential(

nn.Conv1d(c_in , 32, kernel_size =7, padding =3), nn.ReLU(),
nn.Conv1d (32, 64, kernel_size =5, padding =2), nn.ReLU(),
nn.MaxPool1d (2),
nn.Conv1d (64, 128, kernel_size =5, padding =2), nn.ReLU(),
nn.MaxPool1d (2)

)
self.lstm = nn.LSTM(

input_size =128, hidden_size =128,
num_layers =1, batch_first=True , bidirectional=True

)
self.proj = nn.Linear (256, d_lat)

def forward(self , x_sig):
f = self.cnn(x_sig)
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f = f.transpose (1, 2)
out , _ = self.lstm(f)
h = out.mean(dim =1)
return F.relu(self.proj(h))

class ClinicalGatingUnit(nn.Module ):
def __init__(self , d_clin , hidden =32):

super (). __init__ ()
self.net = nn.Sequential(

nn.LayerNorm(d_clin),
nn.Linear(d_clin , hidden), nn.ReLU(),
nn.Linear(hidden , 1)

)

def forward(self , x_clin ):
alpha_logits = self.net(x_clin)
alpha = torch.sigmoid(alpha_logits)
return alpha

class ECG_ACGF(nn.Module ):
def __init__(self , d_feat , c_sig , d_clin , n_classes ,

d_lat_feat =128, d_lat_sig =256, vector_gate=False):
super (). __init__ ()
self.ft = FeatureTower(d_feat , d_lat_feat)
self.st = SignalTower(c_sig , d_lat_sig)
self.vector_gate = vector_gate
if vector_gate:

self.cgu_f = nn.Sequential(
nn.LayerNorm(d_clin), nn.Linear(d_clin , d_lat_feat)

)
self.cgu_s = nn.Sequential(

nn.LayerNorm(d_clin), nn.Linear(d_clin , d_lat_sig)
)

else:
self.cgu = ClinicalGatingUnit(d_clin)

self.head = nn.Sequential(
nn.Linear(d_lat_feat , 128), nn.ReLU(), nn.Dropout (0.3),
nn.Linear (128, n_classes)

)

def forward(self , x_feat , x_sig , x_clin ):
h_f = self.ft(x_feat)
h_s = self.st(x_sig)
proj_s = nn.functional.linear(

h_s ,
torch.eye(h_s.size(-1), device=h_s.device )[:h_f.size (-1)]

)
if not hasattr(self , "proj_to_feat"):

self.proj_to_feat = nn.Linear(h_s.size(-1), h_f.size (-1)).to(h_s.device)
proj_s = self.proj_to_feat(h_s)
if self.vector_gate:

alpha_f = torch.sigmoid(self.cgu_f(x_clin ))
alpha_s = torch.sigmoid(self.cgu_s(x_clin ))
alpha = torch.sigmoid(alpha_f)
z = alpha * h_f + (1 - alpha) * proj_s

else:
alpha = self.cgu(x_clin)
z = alpha * h_f + (1 - alpha) * proj_s

logits = self.head(z)
return logits , alpha

6. Результати експериментiв. Для базового оцiнювання використано
пiдвибiрку бази даних MIT–BIH Arrhythmia. Як iнженернi ознаки було обрано
ширину, потужнiсть та енергiю комплексу QRS, рiвень i базову лiнiю сегмен-
та ST, а також тривалостi та амплiтуди хвиль. До клiнiчних ознак вiднесено
зсув ST (маркер iшемiї), скоригований iнтервал QT (характеризує вiдновлення
мiокарда), локальнi RR-iнтервали (варiабельнiсть та iррегулярнiсть серцевого
ритму) та миттєву частоту серцевих скорочень (HR).
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Рис. 2. Порiвняння динамiки навчання Adaptive Clinical-Guided Fusion
(ACGF) та Mid-Level Fusion (MLF). ACGF демонструє стабiльно вищi

показники Macro–F1 та точностi, особливо пiсля 3-ї епохи.

Експерименти проводилися з рiзною кiлькiстю вхiдних записiв та вихiдних
класiв. Вхiднi данi розбивалися на тренувальну та тестову вибiрки, пiсля чо-
го нормалiзувалися i подавалися на вхiд як класичної моделi MidLevelFusion,
так i розробленої архiтектури ECG–ACGF, що дозволяло здiйснити коректне
порiвняння результатiв на iдентичних наборах даних.

ECG–ACGF поєднує двi вежi: FeatureTower (iнженернi/морфологiчнi озна-
ки) та SignalTower (CNN–LSTM, що обробляє сирий сегмент ЕКГ). Їхнiй внесок
у фiнальне рiшення зважується блоком Clinical Gating Unit (CGU) за клiнiчни-
ми маркерами (𝑋clin). У базовiй моделi MidLevelFusion використано статичне
злиття представлень шляхом конкатенацiї:

[ℎ𝑓 , proj(ℎ𝑠), ℎ𝑓 − proj(ℎ𝑠), ℎ𝑓 ⊙ proj(ℎ𝑠)],

пiсля чого застосовується MLP для класифiкацiї.
За результатами серiї експериментiв встановлено, що при невеликiй кiль-

костi вихiдних класiв (наприклад, normal, extrasystole) обидва пiдходи демон-
струють високi показники точностi, з незначною перевагою моделi з CGU. Зi
збiльшенням кiлькостi класiв та обсягу вхiдних даних точнiсть класифiкацiї
зменшується, однак деградацiя якостi у ECG–ACGF є iстотно меншою порiв-
няно з MidLevelFusion.

Для демонстрацiї рiзницi в ефективностi було використано 12 записiв (22 929
фрагментiв) ЕКГ iз п’ятьма класами: normal, atrial, supraventricular, ventricular,
fusion. Порiвняння проводилося за показниками validation accuracy та macro-F1.

Порiвняння з класичним MidLevelFusion вiдображено в таблицi 1 та на ри-
сунку 2

Отриманi результати демонструють стале покращення показника macro-F1
для моделi ECG–ACGF (~0.78–0.81) порiвняно з базовою архiтектурою Mi-
dLevelFusion (~0.63–0.66), а також суттєву перевагу в точностi класифiкацiї
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(приблизно 95% проти 82%). Середнє значення коефiцiєнта злиття 𝛼 ≈ 0.45
з дисперсiєю 𝜎 ≈ 0.30 свiдчить про активну адаптацiю механiзму Clinical Gati-
ng Unit, який динамiчно змiнює вагу мiж морфологiчними (FeatureTower) та
сигнальними (SignalTower) представленнями залежно вiд клiнiчних показникiв
пацiєнта.

Таблиця 1.
Порiвняння ефективностi злиття ознак i сигналу

Модель Тип об’єднання Val Acc Macro-F1 𝛼 (mean ± std)

ECG–ACGF Адаптивне клiнiчно кероване злиття 0.95 0.78 0.45± 0.30
MidLevelFusion Статичне mid-level злиття 0.82 0.63 —

7. Висновки. Запропонований модуль Clinical Gating Unit (CGU) має низ-
ку переваг порiвняно з класичними пiдходами до злиття ознак i сигналiв у
задачах аналiзу ЕКГ.

По-перше, вiн забезпечує адаптивнiсть: вага мiж сирим сигналом i iнже-
нерними ознаками змiнюється залежно вiд клiнiчного контексту — наприклад,
подовження iнтервалу 𝑄𝑇𝑐, зсуву 𝑆𝑇 чи зниження варiабельностi серцевого
ритму (𝑆𝐷𝑁𝑁). Завдяки цьому модель динамiчно пiдлаштовується пiд фiзiо-
логiчний стан пацiєнта.

По-друге, CGU пiдвищує стiйкiсть до шуму. У разi зашумленого сигналу
бiльша частка ваги автоматично надається стабiльним статистичним та мор-
фологiчним показникам, тодi як при неточнiй детекцiї iнтервалiв вагу отримує
згорткова або рекурентна частина (CNN/LSTM), яка безпосередньо аналiзує
форму сигналу.

Ще однiєю суттєвою перевагою є iнтерпретованiсть. Завдяки контролю ваг 𝛼
можна пояснити, чому модель прийняла певне рiшення: наприклад, через низь-
кий 𝑆𝐷𝑁𝑁 вона надала перевагу HRV-ознакам, або через подовжений 𝑄𝑇𝑐 —
сигналовi. Такий пiдхiд вводить у модель клiнiчно обґрунтоване упередження
(clinical prior), що зменшує ризик покладання на випадковi патерни чи артефа-
кти.

Крiм того, роздiлення функцiй вагування та класифiкацiї спрощує навчання
— кiнцевий класифiкатор фокусується лише на прогнозуваннi, не вирiшуючи
одночасно задачу балансування джерел iнформацiї.

Нарештi, модульнiсть CGU робить систему гнучкою та розширюваною: до
неї легко iнтегрувати додатковi клiнiчнi параметри — вiд 𝑆𝑝𝑂2 i артерiального
тиску до демографiчних чи лабораторних показникiв.

Модуль Clinical Gating Unit забезпечує бiльш стiйке, пояснюване й клiнiчно
обґрунтоване злиття iнформацiї, нiж традицiйнi методи mid-level fusion.

Конфлiкт iнтересiв

Автор заявляює, що не має конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдження,
включаючи фiнансовий, особистий, авторський або будь-який iнший, який мiг
би вплинути на дослiдження, а також на результати, представленi в данiй статтi.

Фiнансування

Дослiдження здiйснено в рамках кафедральної науково-дослiдної роботи
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ФIЛЬТРАЦIЯ IМПУЛЬСНОГО ШУМУ НА ЦИФРОВИХ
ЗОБРАЖЕННЯХ З ВИКОРИСТАННЯМ ДЕТЕКТОРУ

IМПУЛЬСIВ НА ОСНОВI НЕЙРОННОЇ МЕРЕЖI

Сьогоднi цифровi зображення широко застосовуються в багатьох галузях. Їх аналiз
є надзвичайно важливою задачею, тому фiльтрацiя шуму на цифрових зображеннях
вiдiграє важливу роль. У цiй роботi розглянуто фiльтрацiю iмпульсного шуму на зо-
браженнях iз використанням медiанного фiльтра з детектором iмпульсiв на основi
дiйснозначної нейромережi. Проведено експерименти з фiльтрацiї iмпульсного шуму
та порiвняння отриманих результатiв iз деякими iснуючими методами фiльтрацiї iм-
пульсного шуму.

Ключовi слова: нейроннi мережi, цифровi зображення, фiльтрацiя шуму, iмпуль-
сний шум.

1. Вступ. Якiсть цифрових зображень має вирiшальне значення в багатьох
критично важливих сферах, таких як медична дiагностика, контроль якостi,
дистанцiйне зондування поверхнi Землi тощо, що вимагає постiйного вдоскона-
лення методiв їхньої обробки. Серед рiзноманiтних видiв деградацiї, iмпульсний
шум є одним з основних та найбiльш поширених типiв шуму, який значно по-
гiршує вiзуальну якiсть зображень. Попри те, що розвиток технологiй дозволив
зменшити появу iмпульсного шуму на цифрових зображеннях, його фiльтрацiя
все ще залишається актуальною проблемою.

Класичним методом фiльтрацiї iмпульсного шуму є медiанний фiльтр [1,2].
Iдеєю цього методу є замiна iнтенсивностi кожного пiкселя значенням медiа-
ни iнтенсивностей пiкселiв з його локального оточення. Хоча даний метод є
ефективним для фiльтрацiї iмпульсiв, вiн знищує дрiбнi деталi на зображен-
нi i робить зображення розмитим. Спосiб уникнути цього негативного ефекту
був запропонований у [3]. Iдея базується на тому, щоб шляхом застосування
детектора iмпульсiв Differential Rank Impulse Detector (DRID) перевiрити наяв-
нiсть iмпульсу у кожному пiкселi зображення. Таким чином можна здiйснити
фiльтрацiю лише тих пiкселiв, де детектор вказує на наявнiсть iмпульсу.

Iнший пiдхiд з використанням детектора iмпульсiв був запропонований у [4].
У цiй роботi детектор iмпульсу був iмплементований за допомогою нейромере-
жi, на вхiд якої подаються певнi характеристики локального оточення пiкселя,
який обробляється. Як i у попереднiй роботi, детектор дозволяє визначити на-
явнiсть iмпульсу у кожному пiкселi зображення. Фiльтрацiя здiйснюється за
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допомогою гiбридного фiльтра, який дозволяє вiдрiзняти тонкi лiнiї або межi
об’єктiв вiд iмпульсiв та ефективно фiльтрувати їх.

Iснує також ряд фiльтрiв, що застосовують рiзноманiтнi пiдходи для фiль-
трацiї iмпульсного шуму. До них належать класичнi фiльтри, детектор-орiєнто-
ванi, морфологiчнi, Fuzzy-фiльтри та iншi. У [5] проведено огляд великої кiль-
костi фiльтрiв для фiльтрацiї iмпульсного шуму та наведено порiвняння резуль-
татiв їх роботи.

Значний розвиток нейронних мереж сприяє появi фiльтрiв, що базуються на
їх використаннi, завдяки здатностi нейромереж моделювати складнi нелiнiйнi
залежностi та адаптуватися до особливостей конкретного типу шуму. Напри-
клад, багатошаровий персептрон (MLP) був успiшно застосований для фiльтра-
цiї адитивного гаусiвського та змiшаного пуасонiвського та гаусового шуму [6,7].
Пiдхiд з використанням MLP дав хорошi результати, якi за якiстю є близькими
(а у деяких випадках i кращими), нiж у вiдомих фiльтрiв, таких як BM3D [8].

Комплекснозначна нейронна мережа (MLMVN) також була застосована для
фiльтрацiї iмпульсного шуму i показала високу ефективнiсть [9]. Отриманi ре-
зультати є близькими, а в окремих випадках i перевищують результати, отрима-
нi за допомогою TBF-фiльтра [10] та медiанного фiльтра з детектором iмпульсiв
DRID [3].

Висока популярнiсть згорткових нейромереж (CNN) сприяла появi бага-
тьох робiт, у яких CNN використовувалися для фiльтрацiї рiзних типiв шуму.
Так Hybrid CNN [11] та Pre-trained RLN [12] використовувалися для фiльтрацiї
спекл-шуму на ультразвукових зображеннях та продемонстрували результати,
якi в деяких випадках перевершували результати класичних фiльтрiв (напри-
клад, Lee [13] та Frost [14]).

У [15] було запропоновано алгоритм фiльтрацiї змiшаного iмпульсного i га-
усiвського шуму за допомогою нейронних мереж. У роботi було використано
глибоку згорткову нейромережу, що дозволило досягнути високих результатiв
фiльтрацiї у порiвняннi з iншими фiльтрами.

Метою даної роботи було дослiдження ефективностi використання дiйсно-
значної нейронної мережi у ролi детектора iмпульсiв з метою подальшої фiль-
трацiї iмпульсного шуму на цифрових зображеннях.

2. Основний результат.
2.1. Iмпульсний шум та його моделювання. Iмпульсний шум зазвичай

виникає пiд час отримання або передачi зображення внаслiдок дефектiв лiнзи
пристрою, несправностi фотосенсорiв камери, несправностi носiя (накопичува-
ча) пам’ятi або помилок у процесi стиснення [1, 16, 17]. Наявнiсть цього виду
шуму може значно ускладнити подальшу обробку зображення, оскiльки про-
яви iмпульсного шуму, на вiдмiну вiд iнших видiв шуму, таких як адитивний,
гаусiвський або спекл-шум, не залежать вiд самого сигналу. Iншими словами,
iмпульси повнiстю замiщують iнтенсивнiсть певних пiкселiв зображення. Так,
наприклад, iмпульсний шум у вiдео з реєстратора за умов низького освiтле-
ння [18] може призвести до неправильного тлумачення записiв, ускладнюючи
точне розпiзнавання транспортних засобiв, що брали участь у подiї. На меди-
чних зображеннях (рентгенiвськi знiмки, МРТ та КТ) [19] вiн може спричинити
помилкове тлумачення через зникнення важливих деталей, необхiдних для дi-
агностики. Саме тому фiльтрацiя iмпульсного шуму залишається актуальною
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проблемою.
У данiй роботi для спрощення пiд час дослiджень ми використовували зо-

браження у вiдтiнках сiрого. Таке спрощення не зменшує загальностi, оскiльки
кольоровi зображення можна представити у виглядi комбiнацiї зображень у вiд-
тiнках сiрого для кожного кольорового каналу (наприклад, RGB).

Як вiдомо, цифрове зображення у просторовiй областi представляється у
виглядi дискретної функцiї

𝑓 : 𝐷2 → 𝐼,

де 𝐷 = {1, 2, ..., 𝑁} - просторова область, а 𝐼 = {0, 1, ..., 𝐿 − 1} - iнтенсивнiсть
[11].

Iснує декiлька моделей iмпульсного шуму. У цiй роботi ми використовуємо
модель сiль та перець (S&P), яка має наступний вигляд:

𝑔(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, з iмовiрнiстю 𝑝pepper,

𝐿− 1, з iмовiрнiстю 𝑝salt,

𝑓(𝑥, 𝑦), з iмовiрнiстю 1− 𝑝salt − 𝑝pepper,

де 𝑔(𝑥, 𝑦) - зашумлене зображення, 𝑓(𝑥, 𝑦) - iдеальне зображення (зображення
без iмпульсного шуму).

Для проведення експериментiв i генерацiї зашумлених зображень ми засто-
совували функцiї з пакету scikit-image. Зауважимо, що iнтенсивнiсть iмпульсно-
го шуму далi вказується у вiдсотках, що вiдповiдає частцi (кiлькостi) пiкселiв
зображення, пошкоджених iмпульсами.

Щоб оцiнити якiсть фiльтрацiї, зазвичай користуються значеннями RMSE

RMSE =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑀𝑁

𝑀∑︁
𝑥=1

𝑁∑︁
𝑦=1

(︁
𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓(𝑥, 𝑦)

)︁2
або PSNR

PSNR = 20 log10

(︂
𝐿− 1

RMSE

)︂
,

де 𝑓(𝑥, 𝑦) - iдеальне зображення, 𝑓(𝑥, 𝑦) - вiдфiльтроване зображення, 𝐿 − 1 -
максимальне значення iнтенсивностi пiкселя, a 𝑅𝑀𝑆𝐸 > 0 - середньоквадра-
тичне вiдхилення. У данiй роботi пiд час експериментiв ми використовували
показник PSNR.

2.2. Детектор iмпульсiв на основi нейронної мережi. Класичним ме-
тодом фiльтрацiї iмпульсного шуму є медiанний фiльтр. Цей фiльтр вiдноситься
до нелiнiйних i здатен досить ефективно видаляти iмпульсний шум. Фiльтрацiя
вiдбувається шляхом обробки кожного пiкселя зображення та замiни значення
його iнтенсивностi на медiану варiацiйного ряду iнтенсивностей пiкселiв його
локального оточення. Недолiком цього пiдходу є те, що вiн може знищувати
дрiбнi деталi зображення та робити його нечiтким (розмитим), що є неприпу-
стимим у деяких галузях, таких як медицина.

Цей факт стимулював розробку методiв фiльтрацiї iмпульсного шуму, якi
спочатку визначають наявнiсть iмпульса за допомогою детектора. Одним iз та-
ких ефективних детекторiв є DRID [3]. Алгоритм фiльтрацiї з використанням
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DRID, на вiдмiну вiд класичного медiанного фiльтра, додає етап аналiзу ва-
рiацiйного ряду iнтенсивностей локального оточення пiкселя, щоб визначити
наявнiсть iмпульса. Якщо iмпульс виявлено, його iнтенсивнiсть замiнюється на
медiану, а якщо iмпульса немає - значення iнтенсивностi пiкселя залишається
без змiн. Така селективна фiльтрацiя дозволяє значно покращити якiсть вiд-
новлення зображення, зберiгаючи дрiбнi деталi. На зображеннi рис. 1 можна
помiтити втрату деталей на трапi лiтака та написах при застосуваннi медiанно-
го фiльтра, тодi як використання детектора дозволяє уникнути цього.

(a) (b) (c)

Рис. 1. (a) Зображення з iмпульсним шумом iнтенсивнiстю 1%. (b) Зображення
пiсля застосування медiанного фiльтра з вiкном 3×3. (c) Зображення пiсля

зостосування медiанногор фiльтра з DRID (𝑠 = 3, 𝜃 = 30) та вiкном 3×3.

Для визначення наявностi iмпульса DRID використовує ранг iнтенсивностi
пiкселя у варiацiйному рядi та рiзницю мiж його iнтенсивнiстю i iнтенсивнi-
стю сусiднього (за рангом) пiкселя. Проте цей алгоритм, спирається на певнi
функцiональнi правила, тодi як нейромережi можуть навчатися на даних i вiд-
творювати складнi залежностi мiж вхiдними ознаками i наявнiстю шуму, якi
людинi важко передбачити або формалiзувати.

У данiй роботi ми використали дiйснозначний багатошаровий персептрон у
ролi детектора iмпульсiв. Для фiльтрацiї, як i у [3], ми застосували медiанний
фiльтр. Варто зазначити, що медiанний фiльтр може бути замiнений на бiльш
ефективний метод, а експерименти з пов’язанi з цим можуть стати предметом
наступних дослiджень.

Нейронна мережа вже використовувалася як детектор у роботi [4], де на її
вхiд подавалися характеристики локального оточення пiкселя (Gray-Level Di-
fference, Average Background Difference та Accumulation Complexity Difference).
Фiльтрацiя, за необхiдностi, виконувалася за допомогою складного двоетапно-
го процесу. У нашiй роботi на вхiд MLP подаються безпосередньо iнтенсивностi
пiкселiв локального оточення, включно з оброблюваним пiкселем. Завдяки зда-
тностi нейромереж навчатися на даних i вiдтворювати складнi функцiональнi
залежностi мiж множиною входiв i виходiв, ми очiкували, що мережа зможе
ефективно визначати наявнiсть iмпульсу для заданого набору вхiдних iнтен-
сивностей. Нижче наведено запропонований нами алгоритм фiльтрацiї iмпуль-
сного шуму з використанням детектору iмпульсiв, що функцiонує на основi MLP
(алг. 1).
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Algorithm 1 Фiльтрацiя iмпульсного шуму з використанням детектора
iмпульсiв на основi MLP
Require: 𝐼: Вхiдне зображення
Require: 𝑤: Розмiр вiкна
Require: MLP: MLP (детектор iмпульсiв)
Ensure: 𝐼filtered: Вiдфiльтроване зображення

Procedure:
1: Розширити зображення: 𝐼 ← reflect_pad(𝐼, 𝑤)
2: Iнiцiалiзувати вихiдне зображення: 𝐼filtered ← 0
3: for 𝑝(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 do
4: Отримати окiл пiкселя 𝑝(𝑖, 𝑗): 𝑃 ← window(𝐼, 𝑖, 𝑗, 𝑤)
5: Нормалiзувати iнтенсивностi: 𝑃 ← 1

255
𝑃

6: Визначити iмовiрнiсть наявнiстi iмпульса у пiкселi 𝑝(𝑖, 𝑗): 𝑑← MLP(𝑃 )
7: if 𝑑 ≥ 0.5 then
8: Застосувати медiанний фiльтр: 𝐼filtered[𝑖, 𝑗]← median(𝑃 )
9: else

10: Взяти центральне значення вiкна: 𝐼filtered[𝑖, 𝑗]← center(𝑃 )
11: end if
12: end for
13: return 𝐼filtered

2.3. Проведенi експерименти та отриманi результати. Фактично за-
дача розробки детектора iмпульсiв за допомогою MLP у нашому випадку зво-
диться до задачi класифiкацiї з двома класами. Нейромережi часто викори-
стовуються для розв’язання задач класифiкацiї [20–22], що робить їх приро-
дним вибором для такого типу проблем. На вхiд нейромережi подається патч
зображення, а вихiд нейромережi вказує, до якого класу належить цей патч
— “мiстить iмпульс” або “не мiстить iмпульс”. В данiй роботi ми провели екс-
перименти з кiлькома топологiями MLP: 9-8-1 (NN-9-8-1), 9-16-1 (NN-9-16-1),
9-32-16-1 (NN-9-32-16-1), де перше число вказує на кiлькiсть входiв, останнє —
кiлькiсть нейронiв у вихiдному шарi, а iншi числа — кiлькiсть нейронiв у при-
хованих шарах. В ролi активацiйної функцiї використовувалася сигмоїдальна
функцiя

𝜎(𝑥) =
1

1 + 𝑒−𝑥

Для тренування MLP ми використали навчальну множину, що складалася
з 80 000 навчальних зразкiв. Для її побудови ми використали 400 зображень у
вiдтiнках сiрого. З кожного зображення було вибрано по 200 фрагментiв (па-
тчiв) розмiру 3×3 i сформовано множину 𝑃 . Розмiр патчу вiдповiдає розмiру
вiкна (локальним оточенням пiкселя, що обробляється), який ми використову-
вали пiд час фiльтрацiї. Множина 𝑃 була розбита на три пiдмножини 𝑃𝑠, 𝑃𝑝,
𝑃𝑐, якi задовольняли умову

𝑃𝑠 ∩ 𝑃𝑝 ∩ 𝑃𝑐 = ∅.

𝑃𝑠, 𝑃𝑝 - множини патчiв, де iнтенсивнiсть центрального пiкселя замiнена iмпуль-
сом iнтенсивностi вiдповiдно 0 та 255. 𝑃𝑐 - патчi, де iнтенсивнiсть центрального
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пiкселя залишилася без змiн. Таким чином, використовуючи 𝑃𝑠, 𝑃𝑝 та 𝑃𝑐, було
сформовано множину вхiдних ознак 𝑋

𝑋 =

{︂
vec

(︂
1

255
𝑝𝑠

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑠 ∈ 𝑃𝑠

}︂
∪
{︂
vec

(︂
1

255
𝑝𝑝

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑝 ∈ 𝑃𝑝

}︂
∪
{︂
vec

(︂
1

255
𝑝𝑐

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑐 ∈ 𝑃𝑐

}︂

Важливо зазначити, що елементи множини ознак повиннi бути нормалiзованi.
Це прискорює збiжнiсть навчання та дозволяє уникнути появи екстремальних
значень ваг нейронiв [23].

Множина мiток 𝑌 , елементи якої позначають наявнiсть iмпульсу у вiдповiд-
ному елементi множини 𝑋, була сформована наступним чином.

𝑌 =

⎧⎨⎩𝑙 =
⎧⎨⎩1, 𝑝 ∈ 𝑃𝑠 ∪ 𝑃𝑝,

0, 𝑝 ∈ 𝑃𝑐

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝 ∈ 𝑃𝑠 ∪ 𝑃𝑝 ∪ 𝑃𝑐

⎫⎬⎭
Навчальна множина мала вигляд

𝑇 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 } .

Аналогiчним чином була сформована тестова множина з 2 000 елементiв для
оцiнки узагальнюючих можливостей нейромережi пiсля тренування.

Для тренування MLP ми використовували алгоритм градiєнтного спуску
[24, 25]. У ролi функцiї втрат було обрано Binary Cross Entropy [23]. Нижче,
на рис. 2, рис. 3 та рис. 4, наведено кривi збiжностi процесiв тренування для
нейромереж NN-9-8-1, NN-9-16-1, NN-9-32-16-1.

Рис. 2. Значення функцiї втрат протягом навчання NN-9-8-1.
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Рис. 3. Значення функцiї втрат протягом навчання NN-9-16-1.

Рис. 4. Значення функцiї втрат протягом навчання NN-9-32-16-1.

У таблицi таблиця.1 наведено результати класифiкацiї на тестовiй множинi
для MLP NN-9-8-1, NN-9-16-1 та NN-9-32-16-1.

Таблиця 1.
Результати класифiкацiї на тестовiй множинi

MLP Вiдсоток вiрних класифiкацiй
NN-9-8-1 98.80%
NN-9-16-1 98.75%

NN-9-32-16-1 98.50%

Для оцiнки якостi фiльтрацiї ми використали зображення у вiдтiнках сiрого,
спотворенi iмпульсним шумом з iнтенсивнiстю 1%, 2%, 5% та 10%. У таблицях
таблиця 3, таблиця 4, таблиця 5 та таблиця 6 наведено результати фiльтрацiї
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зображень з використанням медiанного фiльтра, медiанного фiльтра з DRID
та медiанного фiльтра з детектором iмпульсiв на основi MLP. Параметри ви-
користанi при фiльтрацiї з використанням DRID наведено у таблицi таблиця
2.

Таблиця 2.
Параметри використанi при фiльтрацiї з допомогою медiанного фiльтру з

DRID
Параметр 𝑠 Параметр 𝜃

DRID-1 2 10
DRID-2 2 30
DRID-3 2 40
DRID-4 3 10
DRID-5 3 30
DRID-6 3 40

Варто зазначити, що ефективнiсть DRID залежить вiд вибору значень пара-
метрiв 𝑠 та 𝜃 [3]. Тому значення PSNR для фiльтрованого зображення, наведенi
у таблицях, не слiд розглядати як максимально можливi.

Нижче, на рисунку рис.5 наведено результати фiльтрацiї iмпульсного шуму
з використанням медiанного фiльтра з запропонованим нами детектором на
основi MLP.

Таблиця 3.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених iнпульсним шумом з

iнтенсивнiстю 1%. Найкращi результати видiлено жирним шрифтом.
Train station Music hall Big Ben Cambridge Gaudi bldg

Original PSNR 24.6441 25.0031 24.1192 25.1990 24.8652
Median 32.1351 27.0244 25.6846 24.9441 26.5636
DRID-1 37.8404 31.3186 30.1111 31.4891 30.6429
DRID-2 40.8078 35.4967 34.1373 37.6866 35.5688
DRID-3 40.8403 36.8739 34.7250 37.8162 36.8870
DRID-4 36.2196 30.1113 28.6139 29.5223 29.2626
DRID-5 39.5110 34.3407 32.3594 33.8274 34.2602
DRID-6 40.0281 35.9018 33.2208 34.3771 35.8527
NN-9-8-1 41.4615 34.8223 35.9079 38.7457 41.0830
NN-9-16-1 42.1411 35.1681 36.8628 39.0409 41.9346

NN-9-32-16-1 41.3782 34.7464 35.8309 38.4007 40.5943
Barcelona Sailboat Manhattan Airplane Fighter-jet

Original PSNR 24.8859 25.5194 25.3904 25.4473 24.8772
Median 26.0578 31.4956 28.0420 32.1341 29.8124
DRID-1 30.6036 36.1045 32.8420 37.3624 42.3465
DRID-2 35.5865 41.0707 37.7995 40.5109 46.8949
DRID-3 36.5862 42.8364 39.0500 40.8437 43.5867
DRID-4 29.0568 35.1838 31.5789 35.7244 37.5661
DRID-5 33.8078 40.3582 36.3008 39.0730 39.7143
DRID-6 35.0929 42.2652 37.6910 39.6870 38.9691
NN-9-8-1 42.1587 46.3799 40.3112 41.2604 48.9999
NN-9-16-1 42.7841 47.3229 41.2441 42.2156 48.9914

NN-9-32-16-1 41.9523 46.1453 40.2306 41.2365 49.0104
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Таблиця 4.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених iнпульсним шумом з

iнтенсивнiстю 2%. Найкращi результати видiлено жирним шрифтом.
Train station Music hall Big Ben Cambridge Gaudi bldg

Original PSNR 21.6876 22.1453 21.2121 22.0866 21.8731
Median 32.0418 26.9435 25.6039 24.8971 26.5045
DRID-1 37.4427 31.0599 29.9271 31.0618 30.4103
DRID-2 39.3248 34.5345 33.2272 35.3194 34.3300
DRID-3 38.7953 35.4753 33.1266 34.9228 34.9131
DRID-4 35.9958 29.9252 28.4359 29.2898 29.1533
DRID-5 38.3993 33.6304 31.6860 32.8953 33.5154
DRID-6 38.3128 34.8041 31.9850 33.0332 34.5163
NN-9-8-1 40.8015 34.3239 35.2122 37.1234 39.4133
NN-9-16-1 41.4179 34.6065 36.0913 37.4089 39.8895

NN-9-32-16-1 40.6120 34.2715 35.0938 36.8712 39.0311
Barcelona Sailboat Manhattan Airplane Fighter-jet

Original PSNR 22.0036 22.5378 22.2957 22.4792 21.7128
Median 26.0126 31.4227 28.0151 32.0875 29.8099
DRID-1 30.4669 35.8335 32.6205 36.5960 39.8593
DRID-2 34.6042 39.8374 36.7555 38.7788 41.7740
DRID-3 34.9006 40.9085 37.0854 38.6851 39.3514
DRID-4 28.9507 35.0133 31.4453 35.6186 37.0993
DRID-5 33.1380 39.5159 35.5915 38.5478 38.9573
DRID-6 33.8533 40.8683 36.2559 38.8022 37.6095
NN-9-8-1 39.9172 44.4606 39.1770 40.6942 44.4789
NN-9-16-1 40.2501 45.2349 39.9357 41.6774 44.5706

NN-9-32-16-1 39.7376 44.2772 39.0705 40.7354 44.5116

Таблиця 5.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених iнпульсним шумом з

iнтенсивнiстю 5%. Найкращi результати видiлено жирним шрифтом.
Train station Music hall Big Ben Cambridge Gaudi bldg

Original PSNR 17.7030 18.1767 17.1963 18.2309 18.0893
Median 31.6463 26.7030 25.3704 24.7088 26.2786
DRID-1 32.9416 29.6469 28.4657 29.3161 29.1919
DRID-2 33.0411 31.5143 29.8021 31.1893 31.2794
DRID-3 32.5115 31.6801 29.1146 30.5669 31.1474
DRID-4 34.9737 29.3930 27.8882 28.6216 28.7655
DRID-5 35.7759 32.1417 29.8856 31.0900 32.0207
DRID-6 34.9617 32.6401 29.3921 30.6916 32.2107
NN-9-8-1 38.7634 33.1451 33.2000 34.1343 35.9994
NN-9-16-1 39.1516 33.2715 33.6558 34.4132 36.1626

NN-9-32-16-1 38.5109 33.0455 32.9630 33.8839 35.7369
Barcelona Sailboat Manhattan Airplane Fighter-jet

Original PSNR 17.9331 18.5119 18.1935 18.4725 17.9182
Median 25.7664 31.1572 27.8493 31.6658 29.7373
DRID-1 28.9639 32.9477 30.9493 33.3332 34.4771
DRID-2 30.8298 34.4232 32.8445 33.6437 34.9447
DRID-3 30.5090 34.5414 32.4977 33.2417 33.5173
DRID-4 28.4670 34.3454 30.8710 34.7098 35.9267
DRID-5 31.3237 37.6393 33.8551 35.9544 37.3125
DRID-6 31.2535 38.1673 33.6933 35.4428 35.1229
NN-9-8-1 35.5448 41.1039 36.7064 38.6033 40.3361
NN-9-16-1 35.6245 41.2995 37.0755 38.9916 39.8543

NN-9-32-16-1 35.3654 40.8014 36.5474 38.5553 40.3123
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Таблиця 6.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених iнпульсним шумом з

iнтенсивнiстю 10%. Найкращi результати видiлено жирним шрифтом.
Train station Music hall Big Ben Cambridge Gaudi bldg

Original PSNR 14.7160 15.0969 14.2537 15.2418 15.0126
Median 30.6660 26.2891 24.9287 24.2843 25.7855
DRID-1 26.6529 25.5559 24.6214 25.4911 25.3757
DRID-2 26.4626 26.0390 24.8144 25.9032 25.8623
DRID-3 26.1999 25.9378 24.2848 25.5011 25.6916
DRID-4 32.2368 28.1461 26.7907 27.1663 27.6458
DRID-5 31.8959 29.7257 27.6303 28.3756 29.3767
DRID-6 31.0759 29.6138 26.7481 27.7837 29.1599
NN-9-8-1 35.5625 31.4938 30.8181 30.9266 32.6477
NN-9-16-1 34.7107 31.0276 30.7771 30.8625 32.3106

NN-9-32-16-1 35.1887 31.3314 30.4812 30.6800 32.4517
Barcelona Sailboat Manhattan Airplane Fighter-jet

Original PSNR 14.8791 15.5213 15.2317 15.3749 14.8668
Median 25.2318 30.7108 27.4804 30.6704 29.3641
DRID-1 25.1299 27.1211 26.3760 26.9828 26.8923
DRID-2 25.5683 27.3486 26.8458 26.8465 26.9729
DRID-3 25.2150 27.3193 26.5744 26.6017 26.4996
DRID-4 27.2231 32.6137 29.5507 32.0709 32.9223
DRID-5 28.7394 34.0525 31.2739 32.0079 33.6433
DRID-6 28.1651 34.0000 30.6470 31.2660 31.7380
NN-9-8-1 32.0707 37.6904 34.1294 35.2257 36.7062
NN-9-16-1 31.6688 36.2554 34.0423 34.9562 35.2570

NN-9-32-16-1 31.8047 37.2524 33.8467 34.8894 36.3704

Варто зауважити, що зi збiльшенням iнтенсивностi iмпульсного шуму, ефе-
ктивнiсть детектора iмпульсiв зменшується. I PSNR фiльтрованого зображе-
ння наближається до значень, якi можна отримати за допомогою медiанного
фiльтра. Це можна пояснити значною кiлькiстю пiкселiв, що мiстять iмпульс,
i вiдповiдно високою частотою спрацювання детектора. Для прикладу нижче
(таблиця 7) наведено результати фiльтрацiї iмпульсного шуму з iнтенсивнiстю
40% iз використанням медiанного фiльтра та медiанного фiльтра з детектором
на основi NN-9-8-1.

Таблиця 7.
Результати фiльтрацiї зображень спотворених iнпульсним шумом з

iнтенсивнiстю 40%.
Train station Music hall Big Ben Cambridge Gaudi bldg

Original PSNR 8.6605 9.0690 8.2019 9.2143 8.9701
Median 18.2058 17.7856 16.8603 17.2202 17.6543

NN-9-8-1 18.7138 18.8040 17.4081 18.4329 18.6020
Barcelona Sailboat Manhattan Airplane Fighter-jet

Original PSNR 8.8512 9.4792 9.1946 9.3932 8.8574
Median 17.2905 18.9436 18.1914 18.7520 18.2961

NN-9-8-1 18.1915 19.9829 19.1855 19.7338 18.9506
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Рис. 5. (a) - iдеальне зображення, (b) - зашумлене зображення (iмпульсний
шум 1%), (c) - вiдфiльтроване зображення NN-9-8-1, (d) - iдеальне зображення,

(e) - зашумлене зображення (iмпульсний шум 5%), (f) - вiдфiльтроване
зображення NN-9-16-1, (g) - iдеальне зображення, (h) - зашумлене зображення

(iмпульсний шум 10%), (i) - вiдфiльтроване зображення NN-9-32-16-1

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Спираючись
на результати проведених експериментiв, можна зробити висновок, що багато-
шаровий персептрон (MLP) може бути використаний як ефективний детектор
iмпульсного шуму. Результати фiльтрацiї, досягнутi за допомогою цього дете-
ктора, наближаються, а в деяких випадках перевищують показники, отриманi
iз застосуванням фiльтру з детектором DRID. Проте варто також вiдзначити,
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що ефективнiсть детектора знижується при високiй iнтенсивностi iмпульсного
шуму (40% та бiльше).

Було продемонстровано, що навiть нейромережа, яка складається з вiдно-
сно невеликої кiлькостi нейронiв, здатна досить ефективно розпiзнавати наяв-
нiсть iмпульсiв у пiкселях зображення. Це можна пояснити фундаментальною
здатнiстю нейромережi будувати складнi нелiнiйнi функцiональнi зв’язки мiж
вхiдними даними та виходом.

Подальшi дослiдження в цьому напрямку можуть включати використання в
ролi детектора SVM, MLMVN та iнших типiв нейромереж, а також дослiдження
iнших методiв безпосередньо фiльтрацiї iмпульсу.
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Автори заявляють, що не мають конфлiкту iнтересiв щодо даного дослiдже-
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ПРО ОДИН ПIДХIД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ БУЛЕВОГО
ПРОГРАМУВАННЯ НА ОСНОВI ЙОГО СТРУКТУРНОЇ

IНТЕРПРЕТАЦIЇ

У роботi розглянуто актуальну проблему розв’язування задач дискретної опти-
мiзацiї, зокрема задач булевого лiнiйного програмування. Запропоновано графоана-
лiтичний пiдхiд до знаходження оптимального плану, що базується на структурнiй
iнтерпретацiї простору розв’язкiв через побудову впорядкованого двiйкового дерева.
Описано методику формування рiвнiв дерева, де кожна гiлка вiдповiдає вибору зна-
чення змiнної (0 або 1), а вершини впорядкованi згiдно з обраною стратегiєю iнде-
ксацiї. Розроблено комплексний алгоритм, який складається з двох етапiв: швидкого
знаходження початкового допустимого розв’язку (рекорду) та iтерацiйного пошуку
глобального оптимуму. Особливiстю методу є використання правил вiдсiкання безпер-
спективних гiлок та виявлення «прямих» (безальтернативних) шляхiв, що дозволяє
суттєво зменшити обчислювальну складнiсть порiвняно з повним перебором. Ефе-
ктивнiсть запропонованого пiдходу проiлюстровано на прикладах.

Ключовi слова: математична модель, булеве програмування, двiйкове дерево рi-
шень, структурна iнтерпретацiя, наближений та оптимальний розв’язки задачi.

1. Вступ. Булеве програмування є важливим класом задач з дискретного про-
грамування, до якого належать численнi задачi дослiдження операцiй [3, 5, 8,
11], такi задачi як: розмiщення виробництва, про призначення [2], фiнансування
iнвестицiйних проєктiв, фiнансування видiв дiяльностi пiдприємства та iншi [6,
7, 10]. Для розв’язування задачi можна використовувати як класичнi методи,
такi як метод гiлок та меж [4], так i спецiалiзованi, наприклад, адитивний алго-
ритм Балаша, який дає можливiсть будувати двiйкове дерево рiшень з ефектив-
ним вiдсiканням нерентабельних варiантiв [1]. У роботi розглянуто структурну
iнтерпретацiю задачi булевого програмування через побудову двiйкового дерева
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рiшень [9]. На основi запропонованої моделi розроблено алгоритм для визначе-
ння початкового допустимого розв’язку та пошуку глобального оптимуму.

2. Основний результат. Булеве програмування є потужним математи-
чним iнструментом, що дозволяє формалiзувати та розв’язувати задачi вибо-
ру з дискретними рiшеннями. Розглянемо математичну модель задачi булевого
програмування:

𝐿 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑥𝑖 → max,

за умов:
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑗,𝑖𝑥𝑖 ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝑥𝑖 =

{︃
0

1
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

де, 𝑚 — кiлькiсть операцiй (або видiв робiт); 𝑛 — кiлькiсть рiзних ресурсiв,
що використовуються для виконання операцiй; 𝑎𝑗,𝑖 — кiлькiсть одиниць 𝑗-го
ресурсу, необхiдних для виконання 𝑖-тої операцiї; 𝑝𝑖 — прибуток вiд виконання
𝑖-тої операцiї; 𝑏𝑗 — запас 𝑗-го ресурсу;

𝑥𝑖 =

{︃
1, якщо виконується 𝑖− тa операцiя;
0, в протилежному випадку.

Будемо вважати, що коефiцiєнти цiльової функцiї та обмежень є додатними,
що характерно для багатьох реальних задач.

Розв’язування задачi будемо iнтерпретувати у виглядi двiйкового дерева рi-
шень, яке має 𝑚 рiвнiв. Кожнiй вершинi дерева будемо ставити у вiдповiднiсть
значення 0 або 1.

Побудова дерева розв’язкiв вiдбувається поетапно вiд кореня до кiнцевих
вершин. При цьому змiнним присвоюються значення у зворотному порядку їх
нумерацiї: вершина першого рiвня 𝑉1 вiдповiдає вибору змiнної 𝑥𝑚, другого
рiвня – 𝑥𝑚−1, i так далi до змiнної 𝑥1, на останньому рiвнi. Перевiрка виконання
умов задачi здiйснюється на кожному кроцi для вiдповiдного часткового набору
змiнних.

Кожному шляху вiд кореня дерева до кiнцевих вершин ставиться у вiдповiд-
нiсть вектор змiнних 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚). Вершини дерева 𝑉𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚)
на кожному рiвнi вiдповiдають прийняттю рiшення щодо значення змiнної 𝑥𝑚−𝑘+1.

Якщо на кроцi 𝑘 обмеження задачi дозволяють вибiр як 0, так i 1, то вiд вер-
шини розгалужуються двi гiлки: лiва (вiдповiдає 𝑥𝑘+1 = 1) та права (вiдповiдає
𝑥𝑘+1 = 0). Якщо ж через обмеження задачi змiнна може набувати лише одного
значення, формується єдина гiлка, що веде до вiдповiдної вершини наступного
рiвня.

Приклад 1. Нехай задача має вигляд:

𝐿 = 10𝑥1 + 20𝑥2 + 12𝑥3 + 15𝑥4 + 25𝑥5 + 14𝑥6 → max,
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за умов {︃
2𝑥1 + 5𝑥2 + 4𝑥3 + 3𝑥4 + 6𝑥5 + 5𝑥6 ≤ 20,

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 + 5𝑥5 + 3𝑥6 ≤ 12;

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 6.

Тодi частина дерева з п’ятьма шляхами, що йдуть вiд кореня дерева до
кiнцевих вершин, має вигляд рис. 1.

Рис. 1. Iнтерпретацiя задачi у виглядi двiйкового дерева.

Вершинам 𝑉1, 𝑉2, . . . , 𝑉6 дерева, що лежать на шляху, який йде вiд кореня
дерева до вершини 𝑉6, вiдповiдає частковий розв’язок 𝑋 = (1, 0, 1, 0, 1, 1), для
якого 𝐿 = 61.

Вершинам дерева, якi лежать на крайньому лiвому шляху вiдповiдає частко-
вий розв’язок 𝑋 = (0, 1, 0, 1, 1, 1), для якого 𝐿 = 74. Такий частковий розв’язок
береться за початковий при вiдшуканнi оптимального розв’язку.

Розглянемо алгоритм вiдшукання початкового розв’язку задачi, який вiдпо-
вiдає послiдовностi вершин, що лежать на крайньому лiвому шляху.

Алгоритм вiдшукання початкового розв’язку задачi
Перший крок: покладаємо 𝑥𝑚 = 1, 𝑆𝑗,𝑚 = 𝑎𝑗,𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Другий крок: визначаємо

𝑥𝑚−1 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑚 + 𝑎𝑗,𝑚−1 ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку,

i покладаємо 𝑆𝑗,𝑚−1 =

{︃
𝑆𝑗,𝑚 + 𝑎𝑗,𝑚−1, якщо 𝑥𝑚−1 = 1;

𝑆𝑗,𝑚, якщо 𝑥𝑚−1 = 0,
для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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Третiй крок: визначаємо

𝑥𝑚−2 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑚−1 + 𝑎𝑗,𝑚−2 ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку,

i покладаємо 𝑆𝑗,𝑚−2 =

{︃
𝑆𝑗,𝑚−1 + 𝑎𝑗,𝑚−2, якщо 𝑥𝑚−2 = 1;

𝑆𝑗,𝑚−1, якщо 𝑥𝑚−2 = 0,
для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

I так далi . . .
Нехай, на 𝑘-му кроцi (𝑘 = 4, 5, . . . ,𝑚− 1) знайдено

𝑥𝑚−(𝑘−1) =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑚−(𝑘−2) + 𝑎𝑗,𝑚−(𝑘−1) ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку
,

i визначено 𝑆𝑗,𝑚−(𝑘−1) =

{︃
𝑆𝑗,𝑚−(𝑘−2) + 𝑎𝑗,𝑚−(𝑘−1), якщо 𝑥𝑚−(𝑘−1) = 1,

𝑆𝑗,𝑚−(𝑘−2), якщо 𝑥𝑚−(𝑘−1) = 0,
для всiх

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Тодi при 𝑘 = 𝑚 одержуємо

𝑥1 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,2 + 𝑎𝑗,1 ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку.

Проiлюструємо даний алгоритм на прикладi 1.
Перший крок:
Покладаємо 𝑥6 = 1; 𝑆1,6 = 5, 𝑆2,6 = 3.
Визначаємо

𝑆1,5 = 𝑆1,6 + 𝑎1,5 = 5 + 6 = 11,

𝑆2,5 = 𝑆2,6 + 𝑎2,5 = 3 + 5 = 8.

Другий крок:
Визначаємо

𝑥5 =

{︃
1, якщо 𝑆1,5 ≤ 20, 𝑆2,5 ≤ 12,

0, в протилежному випадку,

одержуємо 𝑥5 = 1.
Покладаємо

𝑆1,4 = 𝑆1,5 + 𝑎1,4 = 14,

𝑆2,4 = 𝑆2,5 + 𝑎2,4 = 10.

Третiй крок:
Визначаємо

𝑥4 =

{︃
1, якщо 𝑆1, 4 ≤ 20, 𝑆2, 4 ≤ 12,

0, в протилежному випадку,

одержуємо 𝑥4 = 1.
Покладаємо

𝑆1,3 = 𝑆1,4 + 𝑎1,3 = 18,
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𝑆2,3 = 𝑆2,4 + 𝑎2,3 = 13.

Четвертий крок:
Визначаємо

𝑥3 =

{︃
1, якщо 𝑆1,3 ≤ 20, 𝑆2,3 ≤ 12,

0, в протилежному випадку,

одержуємо 𝑥3 = 0.
Покладаємо

𝑆1,2 = 𝑆1,4 + 𝑎1,2 = 19,

𝑆2,2 = 𝑆2,4 + 𝑎2,2 = 12;

П’ятий крок:
Визначаємо

𝑥2 =

{︃
1, якщо 𝑆1,2 ≤ 20, 𝑆2,2 ≤ 12,

0, в протилежному випадку,

одержуємо 𝑥2 = 1.
Покладаємо

𝑆1,1 = 𝑆1,2 + 𝑎1,1 = 21,

𝑆2,1 = 𝑆2,2 + 𝑎2,1 = 13;

Шостий крок:
Визначаємо

𝑥1 =

{︃
1, якщо 𝑆1,1 ≤ 20, 𝑆2,1 ≤ 12,

0, в протилежному випадку,

одержуємо 𝑥1 = 0.
Отже, частковим розв’язком є: 𝑋 = (0, 1, 0, 1, 1, 1), для якого 𝐿 = 74.
Використовуючи алгоритм вiдшукання початкового розв’язку, розглянемо

алгоритм пошуку оптимального розв’язку. При розглядi алгоритму вважати-
мемо, що двiйкове дерево рiшень є побудованим.

Алгоритм пошуку оптимального розв’язку. Розглядаємо крайнiй лi-
вий шлях вiд кореня дерева до кiнцевої вершини. Визначаємо вiдповiдний йому
розв’язок 𝑋1 та обчислюємо значення цiльової функцiї 𝐿1. Вершини дерева, якi
лежать на даному шляху, вiд яких вiдходить гiлка вправо в порядку спадання
номерiв рiвнiв, позначимо через 𝑉1, 𝑉2, . . . , 𝑉𝑘. Нехай 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑘 номери рiв-
нiв, на яких знаходяться вiдповiдно данi вершини. Використовуючи алгоритм
знаходження початкового часткового розв’язку, одержуємо такi значення 𝑆𝑗,𝑟𝑠

(𝑠 = 1, 2, . . ., 𝑘), якi вiдповiдають вершинам 𝑉𝑠: вершинi 𝑉𝑘 вiдповiдає значення
𝑆𝑗,𝑟𝑘 = 𝑆𝑗,𝑚 = 𝑎𝑗,𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑛; вершинi 𝑉𝑖 (𝑖 = 𝑘 − 1, 𝑘 − 2, . . . , 1) вiдповiдає
𝑆𝑗,𝑟𝑖 = 𝑆𝑗,𝑟𝑖+1

+ 𝑎𝑗,𝑟𝑖 , 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑛.
Розглядаємо в порядку слiдування всi шляхи, що йдуть вiд вершин 𝑉1, 𝑉2, . . .,

𝑉𝑘 до вiдповiдних кiнцевих вершин i на кожному з них фiксуємо вершини, вiд
яких вiдходить гiлка вправо. Першою вершиною таких гiлок є вершина зi зна-
ченням 0. Якщо вершина вiд якої вiдходить гiлка вправо знаходиться на 𝑟-му
рiвнi, якiй вiдповiдає 𝑆𝑗,𝑟, то це значення буде вiдповiдати i першiй вершинi
правої гiлки.
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Першу вершину правої гiлки, що вiдходить iз вершини 𝑉1 позначимо через
𝑉

′
𝑟1+1, якiй вiдповiдає значення 𝑆𝑗,𝑟1 . З даної вершини вiдходить низка шляхiв

до вiдповiдних кiнцевих вершин. В порядку слiдування шляхiв знаходимо ком-
поненти часткових розв’язкiв, якi вiдповiдають послiдовностi їх вершин.

Перехiд вiд довiльної вершини 𝑉𝑖, де

𝑥𝑖 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖 = 𝑆𝑗,𝑖+1 + 𝑎𝑗,𝑖 ≤ 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, якщо 𝑆𝑗,𝑖 = 𝑆𝑗,𝑖+1,

до вершини 𝑉𝑖+1 вздовж лiвої, правої чи прямої гiлки вiдбувається за схемою:

покладаємо 𝑆𝑗,𝑖+1 =

{︃
𝑆𝑗,𝑖 + 𝑎𝑗,𝑖+1, якщо 𝑥𝑖 = 1;

𝑆𝑗,𝑖, якщо 𝑥𝑖 = 0,
для всiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 i ви-

значаємо 𝑥𝑖+1 =

{︃
1, якщо 𝑆𝑗,𝑖 + 𝑎𝑗,𝑖+1 ≤ 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

0, в протилежному випадку.
Зауважимо, якщо вершина 𝑉𝑖 знаходиться на 𝑙-му рiвнi, то останнi 𝑙-компо-

ненти часткових розв’язкiв, якi вiдповiдають послiдовностi вершин, що лежать
на шляхах, якi проходять через вершину 𝑉𝑖, є однаковими.

Позначимо через 𝑋2, 𝑋3, . . . , 𝑋𝑠1 в порядку слiдування частковi розв’язки,
якi вiдповiдають послiдовностi вершин, що лежать на вiдповiдних шляхах якi
проходять через вершину 𝑉 ′

𝑟1+1, а через 𝐿2, 𝐿3, . . . , 𝐿𝑠1 значення цiльової функцiї
для них.

Нехай першою вершиною правої гiлки, що вiдходить вiд вершини 𝑉2 є вер-
шина 𝑉

′
𝑟2+1, якiй вiдповiдає значення 𝑆𝑗,𝑟2 . З цiєї вершини, значення якої 0,

вiдходить певна кiлькiсть шляхiв до вiдповiдних кiнцевих вершин. Знаходимо
частковi розв’язки, що вiдповiдають цим кiнцевим шляхам, i значення цiльової
функцiї для них. Позначимо через 𝑋𝑠1+1, 𝑋𝑠1+2, . . . , 𝑋𝑠2 — частковi розв’язки, а
𝐿𝑠1+1, 𝐿𝑠1+2, . . . , 𝐿𝑠2 — значення цiльової функцiї для них. I так далi . . .

Процес продовжується до вершини 𝑉𝑘 включно. Надалi, за необхiдностi,
здiйснюється перехiд до розгляду гiлок правого пiддерева.

Таким чином, одержано послiдовнiсть часткових розв’язкiв 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑠𝑘

i значення цiльової функцiї для них 𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑠𝑘 . Якщо max
1≤𝑖≤𝑠𝑘

𝐿𝑖 = 𝐿𝑠, то

розв’язком задачi є 𝑋𝑠.
Проiлюструємо алгоритм на прикладi 2.

Приклад 2. Нехай задача має вигляд

𝐿 = 30𝑥1 + 25𝑥2 + 20𝑥3 + 30𝑥4 + 20𝑥5 + 30𝑥6 → max,

за умов {︃
2𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 + 8𝑥4 + 4𝑥5 + 5𝑥6 ≤ 16,

4𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 6𝑥4 + 7𝑥5 + 3𝑥6 ≤ 17;

𝑥𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 6.

Двiйкове дерево рiшень для цiєї задачi є таким рис. 2
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Рис. 2. Двiйкове дерево рiшень.

Розглянемо лiве пiддерево та позначимо через 𝑉1, 𝑉2, . . . , 𝑉9, вершини дерева,
вiд яких вiдходить гiлка вправо.

Послiдовнiсть вершин, якi знаходяться на крайньому лiвому шляху, що йде
вiд кореня дерева до кiнцевої вершини, вiдповiдає частковий розв’язок 𝑋1 =
= (0, 1, 1, 0, 1, 1), для якого значення цiльової функцiї 𝐿1 = 95.

Розглянемо праву гiлку, що вiдходять вiд вершини 𝑉1, яка знаходиться на
четвертому рiвнi. Тодi значення компонент часткового розв’язку є такими: 𝑥3 =

= 1, 𝑥4 = 0, 𝑥5 = 1, 𝑥6 = 1. Вершинi 𝑉1 вiдповiдає значення 𝑆𝑗,3 =

{︃
10

12
, то дане

значення вiдповiдає i першiй вершинi правої гiлки, значення якої 0 (𝑥2 = 0).

Тому 𝑆𝑗,2 = 𝑆𝑗,3 =

{︃
10

12
i 𝑆𝑗,1 =

{︃
12

16
, 𝑥1 = 1. Другим частковим розв’язком є:

𝑋2 = (1, 0, 1, 0, 1, 1), для якого 𝐿2 = 100.
Розглянемо гiлку, що вiдходять вправо вiд вершини 𝑉2, яка знаходиться на

третьому рiвнi, тому 𝑥4 = 0, 𝑥5 = 1, 𝑥6 = 1. Вiд вершини 𝑉2 до кiнцевих вершин
вiдходить два шляхи. Розглянемо перший шлях (лiву гiлку).

Вершинi 𝑉2 вiдповiдає значення 𝑆𝑗,4 = 𝑆𝑗,5 =

{︃
9

10
, тому дане значення

вiдповiдає i першiй вершинi правої гiлки, значення якої 0 (𝑥3 = 0). Тому 𝑆𝑗,3 =

= 𝑆𝑗,4 = 𝑆𝑗,5 =

{︃
9

10
; звiдси 𝑆𝑗,2 =

{︃
13

13
; 𝑥2 = 1; 𝑆𝑗,1 =

{︃
15

17
; 𝑥1 = 1. Третiм

частковим розв’язком є 𝑋3 = (1, 1, 0, 0, 1, 1), для якого 𝐿3 = 105.
На другому шляху цiєї гiлки є вершина 𝑉4 значення якої 0 (𝑥3 = 0). Оскiльки

дана вершина знаходиться на четвертому рiвнi, то 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 0, 𝑥5 = 1,

𝑥6 = 1. Вершинi 𝑉4 вiдповiдає значення 𝑆𝑗,3 = 𝑆𝑗,4 =

{︃
9

10
. Дане значення буде

вiдповiдати i першiй вершинi правої гiлки, що виходить iз вершини 𝑉4.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Тому 𝑆𝑗,2 = 𝑆𝑗,3 =

{︃
9

10
, 𝑥2 = 0; 𝑆𝑗,1 =

{︃
11

14
, 𝑥1 = 1. Четвертим частковим

розв’язком є 𝑋4 = (1, 0, 0, 0, 1, 1), для якого 𝐿4 = 80.
Розглянемо праву гiлку, яка виходить iз вершини 𝑉3, значення якої 1 (𝑥6 =

= 1), якiй вiдповiдає значення 𝑆𝑗,6 =

{︃
5

3
. Дане значення буде вiдповiдати пер-

шiй вершинi правої гiлки, яка виходить iз вершини 𝑉3 значення якої 0 (𝑥5 = 0) ,

тобто 𝑆𝑗,5 =

{︃
5

3
. Якщо розглядати лiвий шлях, що вiдходить вiд цiєї вер-

шини, то одержуємо 𝑆𝑗,4 =

{︃
13

9
, 𝑥4 = 1; 𝑆𝑗,3 =

{︃
14

11
, 𝑥3 = 1. Оскiльки

𝑆𝑗,2 =

{︃
18 > 16

14
, то 𝑥2 = 0. Тому 𝑆𝑗,2 = 𝑆𝑗,3 =

{︃
14

11
, 𝑥2 = 0; i 𝑆𝑗,1 =

{︃
16

15
,

𝑥1 = 1. П’ятим частковим розв’язком є 𝑋5 = (1, 0, 1, 1, 0, 1), для якого 𝐿5 = 110.
Розглянемо праву гiлку, яка виходить iз вершини 𝑉6. Оскiльки дана вершина

знаходиться на третьому рiвнi, то 𝑥4 = 1, 𝑥5 = 0, 𝑥6 = 1. Вершинi 𝑉6 вiдповiдає

значення 𝑆𝑗,4 =

{︃
13

9
, то воно вiдповiдає i першiй вершинi правої гiлки, значення

якої 0 (𝑥3 = 0). Отже, 𝑆𝑗,3 = 𝑆𝑗,4 =

{︃
13

9
. Оскiльки 𝑆𝑗,2 =

{︃
17 > 16

12
, то 𝑥2 = 0

i 𝑆𝑗,2 =

{︃
13

9
. Тодi 𝑆𝑗,1 =

{︃
15

13
, 𝑥1 = 1. Шостим частковим розв’язком є 𝑋6 =

= (1, 0, 0, 1, 0, 1) , для якого 𝐿6 = 90.
Розглядаємо гiлку, яка вiдходить вправо вiд вершини 𝑉5, данiй вершинi вiд-

повiдає значення 𝑆𝑗,5 = 𝑆𝑗,6 =

{︃
5

3
.

Оскiльки вершина 𝑉5 знаходиться на другому рiвнi, то 𝑥5 = 0, 𝑥6 = 1. Пер-
шою вершиною правої гiлки є вершина 𝑉7, значення якої 0 (𝑥4 = 0). Данiй

вершинi вiдповiдає значення 𝑆𝑗,4 = 𝑆𝑗,5 = 𝑆𝑗,6 =

{︃
5

3
. При розглядi лiвого шля-

ху, що вiдходить вiд вершини 𝑉7, одержуємо 𝑆𝑗,3 =

{︃
6

5
, 𝑥3 = 1; 𝑆𝑗,2 =

{︃
10

8
,

𝑥2 = 1; 𝑆𝑗,1 =

{︃
12

12
, 𝑥1 = 1. Сьомим частковим розв’язком є 𝑋7 = (1, 1, 1, 0, 0, 1) ,

для якого 𝐿7 = 105.
Розглянемо правий шлях, який вiдходить вiд вершини 𝑉8, якiй вiдповiдає

значення 𝑆𝑗,3 =

{︃
6

5
. Оскiльки вершина 𝑉8 знаходиться на четвертому рiвнi,

то 𝑥3 = 1, 𝑥4 = 0, 𝑥5 = 0, 𝑥6 = 1. Вiд вершини 𝑉8 вiдходить гiлка вправо,
перша вершина якої має значення 0 (𝑥2 = 0), якiй вiдповiдає значення 𝑆𝑗,2 =
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= 𝑆𝑗,3 =

{︃
6

5
. Тодi 𝑆𝑗,1 =

{︃
8

9
, 𝑥1 = 1. Восьмим частковим розв’язком є 𝑋8 =

= (1, 0, 1, 0, 0, 1), для якого 𝐿8 = 85.

Вiд вершини 𝑉7, якiй вiдповiдає значення 𝑆𝑗,4 =

{︃
5

3
, вiдходить гiлка вправо.

Це значення буде вiдповiдати i першiй вершинi правої гiлки, тобто вершинi 𝑉9,
яка має значення 0 (𝑥3 = 0). Вершина 𝑉9 знаходиться на четвертому рiвнi, тому
𝑥3 = 0; 𝑥4 = 0; 𝑥5 = 0; 𝑥6 = 1.

Розглядаємо лiвий шлях, що виходить iз вершини 𝑉9. Оскiльки 𝑆𝑗,3 = 𝑆𝑗,4 =

=

{︃
5

3
, то 𝑆𝑗,2 =

{︃
9

6
, 𝑥2 = 1; 𝑆𝑗,1 =

{︃
11

10
, 𝑥1 = 1. Дев’ятим частковим розв’язком

є 𝑋9 = (1, 1, 0, 0, 0, 1) , для якого 𝐿9 = 85.
Розглядаємо праву гiлку, що виходить iз вершини 𝑉9, якiй вiдповiдає зна-

чення 𝑆𝑗,4 =

{︃
5

3
. Це значення також вiдповiдає першiй вершинi правої гiлки,

значення якої 0 (𝑥2 = 0), та яка виходить iз вершини 𝑉9. Оскiльки 𝑆𝑗,3 = 𝑆𝑗,4 =

=

{︃
5

3
, то 𝑆𝑗,2 =

{︃
5

3
, 𝑆𝑗,1 =

{︃
7

7
, 𝑥1 = 1.

Десятим частковим розв’язком є 𝑋10 = (1, 0, 0, 0, 0, 1), для якого 𝐿10 = 60.
Оскiльки max

1≤𝑖≤10
𝐿𝑖 = 𝐿5, то 𝑋оп = 𝑋5 = (1, 0, 1, 1, 0, 1), для якого 𝐿оп = 110.

Можна показати, що значення цiльової функцiї для часткових розв’язкiв
правого пiддерева менше за 110, тому воно не розглядається.

Зауваження 1. Гiлку з вершини 𝑉9, та правi вiдгалуження вiд вершин 𝑉8,
𝑉6, 𝑉4 можна не розглядати через iдентичнiсть їх параметрiв. Зокрема, хара-
ктеристики лiвої гiлки вершини 𝑉9 дублюють вiдповiднi значення для вершини
𝑉8.

3. Висновок. У статтi розглянуто та обґрунтовано новий комбiнаторний
пiдхiд до розв’язування задач оптимiзацiї з булевими змiнними. Ключовим еле-
ментом запропонованої методики є побудова двiйкового дерева рiшень, стру-
ктура якого дозволяє ефективно органiзувати процес галуження та перевiр-
ки обмежень. Розроблено алгоритми для вiдшукання початкового розв’язку та
його послiдовної оптимiзацiї. Наведенi чисельнi приклади пiдтверджують, що
запропонований пiдхiд забезпечує знаходження оптимального розв’язку за скiн-
ченну кiлькiсть крокiв, мiнiмiзуючи обчислювальну складнiсть завдяки своєча-
сному вiдсiканню недопустимих варiантiв.

Конфлiкт iнтересiв

Глебена Мирослава Iванiвна, членкиня редакцiйної колегiї, є авторкою цiєї
статтi та не брала участi в редакцiйному розглядi й ухваленнi рiшення щодо
рукопису. Опрацювання рукопису здiйснювалося незалежним редактором. Iншi
редактори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв.
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жавний облiковий номер 0125U003246).

Доступнiсть даних

Усi данi доступнi в цифровiй або графiчнiй формi в основному текстi руко-
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ПОКРАЩЕНИЙ ГIБРИДНИЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ
КВАДРАТИЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО ПРИЗНАЧЕННЯ

Квадратична задача про призначення (QAP) є однiєю з найбiльш вивчених ком-
бiнаторних задач оптимiзацiї з рiзними практичними застосуваннями. У цiй статтi
ми представляємо покращений гiбридний алгоритм (IHBMA) для розв’язання QAP.
IHBMA дослiджує простiр пошуку шляхом використання модифiкованого алгоритму
2-OPT, та схеми алгоритму BMA на окремих етапах розв’язання задачi. Експеримен-
тальнi оцiнки на множинi тестових задач типу “Taie” розмiрностi 125 та 175 пока-
зують, що запропонований пiдхiд здатний досягти та перевершувати найвiдомiшi на
даний момент результати для всiх екземплярiв iз середнiм часом обчислення менше 2
години. Також надаються порiвняння, щоб показати конкурентоспроможнiсть запро-
понованого пiдходу вiдносно алгоритму HH-QAP для QAP.

Ключовi слова: Квадратична задача про призначення, гiбридний алгоритм набли-
женого пошуку, локальний алгоритм наближеного пошуку, випадкове збурення ком-
понент розв’язку, ефективнiсть алгоритмiв.

1. Вступ. Вiдомо, що багато задач дискретної оптимiзацiї, зокрема задача
QAP, є NP-складними [13]. Основною проблемою при їх розв’язаннi є експонен-
цiальний рiст обчислювальних витрат при збiльшеннi розмiрностi задачi. Це
обмежує можливостi розв’язання таких задач у реальному масштабi часу. Крiм
того, обчислювальна складнiсть задачi QAP викликана значним об’ємом обчи-
слень (порядку 𝑂(𝑛2)), необхiдних для отримання значення цiльової функцiї
та дослiдження околу поточного розв’язку. Нагадаємо, що в алгоритмах для
задачi QAP окiл 𝑁(𝜋) розв’язку 𝜋 складається з усiх перестановок, якi отри-
манi шляхом обмiну позицiями мiж усiма парами об’єктiв. Таким чином, окiл
мiстить 𝐶2

𝑛 + 1 перестановку, а обчислення значень цiльової функцiй для усiх
перестановок з 𝑁(𝜋) потребує об’єму обчислень порядку 𝑂(𝑛4). Якщо 𝑛 ≥ 100,
то виконання хоча б 𝑛2 iтерацiй локального пошуку вже стає важкою обчислю-
вальною задачею.

Практична важливiсть та обчислювальна складнiсть задачi QAP пiдтвер-
джується хронологiєю її дослiдження. Сформульована вона була Koopmans та
Beckmann [9] у 1957 р. У 1976 р. Sahni та Gonzalez довели [13], що ця задача
належить до класу NP-складних задач. Burkard [4] у 1984 р. вiдзначив, що не
можна побудувати точних методiв для ефективного розв’язання QAP розмiр-
нiстю, бiльшою за 20. I тiльки з кiнця 80-х рокiв минулого сторiччя розпочався
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бурхливий розвиток наближених методiв вiдшукання якiсних розв’язкiв ква-
дратичної задачi про призначення.

Сьогоднi бiльшiсть ефективних наближених алгоритмiв для QAP базується
на використаннi рiзноманiтних схем методу табу пошуку (TS), запропоновано-
го F. Glover [7, 8]. Варто згадати такi версiї методу, як надiйний табу пошук
[15] (ROTS), реактивний табу пошук [1] (RETS). В останнi роки найбiльш якi-
снi результати отримано такими наближеними алгоритмами як Breakout Local
Search, BLS [2], Memetic Algorithm for QAP, BMA [3] Improved Hybrid Genetic
Algorithm, IHGA [11], ITS for QAP [12] та багатьма iншими.

Як правило схеми сучасних наближених методiв розв’язання задач оптимi-
зацiї включають двi фази: iнтенсифiкацiя пошуку та диверсифiкацiя пошуку.
На першiй фазi здiйснюється пошук локального екстремуму задачi, а на другiй
— робиться спроба вийти з його околу та перейти у iншу, ще не дослiджену,
область множини допустимих розв’язкiв задачi. Розглянемо бiльш детально де-
якi з ефективних алгоритмiв розв’язання QAP.

Iтеративний заборонений пошук (ITS) [12] дотримується загальної схеми ме-
та евристичного iтеративного локального пошуку. Вiн використовує традицiй-
ний заборонений пошук для досягнення локальних оптимумiв та запускає фа-
зу збурень (реконструкцiї) щоб уникнути досягнутого локального оптимуму.
«Зруйнований» розв’язок стає новою вiдправною точкою для базової процеду-
ри TS. ITS використовує механiзм збурень, який адаптивно змiнює кiлькiсть
випадкових рухiв збурень в деякому iнтервалi. ITS отримує чудовi результати
на неструктурованих екземплярах та реальних екземплярах.

У [18, 19] представлено ефективний алгоритм для розв’язання QAP, назва-
ний RITSR (повторюваний iтеративний алгоритм табу). Фаза iнтенсифiкацiї,
яка названа дослiдницьким пошуком реалiзує схему iтеративного локального
табу пошуку (ITSL). Цей пошук призначений для виявлення кращих розв’язкiв,
що мiстяться на незначнiй вiдстанi вiд межi поточного околу локального мiнi-
муму. Якщо отримано кращий розв’язок, вiн запам’ятовується та починається
детальний пошук нового, кращого за знайдений, розв’язку в околi знайденої пе-
рестановки. Пiсля цього цикл повторень у режимi дослiдницького пошуку роз-
починається заново. Друга фаза пошуку — фаза диверсифiкацiї — виконується
кожен раз перед початком нового дослiдницького пошуку у циклi повторень.
У цiй фазi збурюється поточний локальний мiнiмум так, щоб наступний дослi-
дницький пошук вiдбувався на певнiй вiдстанi вiд околу поточного розв’язку.

У [20] розроблено гiбридно-евристичну модель з використанням структури
високого рiвня для алгоритмiв розв’язання задачi QAP, яка поєднує ключовi
компоненти трьох вiдомих метаевристик: “Scatter Search”, “Critical Event Tabu
Search”, and “Genetic Algorithm Random Key”, якi застосовуються до задачi ква-
дратичного призначення (алгоритм PP-QAP).

У данiй статтi представлено покращений гiбридний алгоритм розв’язання
QAP названий IHBMA, що використовує iдею алгоритму HBMA [22]. У своїй
роботi вiн використовує комбiнацiю модифiкованого алгоритму 2-OPT, та схему
алгоритму BMA. Наведена формальна схема алгоритму та результати числових
експериментiв. У висновках коротко оцiнюється ефективнiсть запропонованого
алгоритму. Пропонуються подальшi напрямки дослiджень.

2. Постановка задачi. Дано 𝑛 об’єктiв, якi потрiбно розташувати у 𝑛
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рiзних локацiях (мiсць призначень). Вiдомi величини потокiв ресурсiв 𝑎𝑖𝑗 мiж
об’єктами 𝑖 та 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . ., 𝑛, i вiдстанi 𝑏𝑟𝑠 мiж локацiями (пунктами) 𝑟 та
𝑠, 𝑟, 𝑠 = 1, . . ., 𝑛. Потрiбно знайти таке розподiлення об’єктiв по локацiях, щоб
сума вiдстаней, помножена на вiдповiднi потоки, була б мiнiмальною.

Математична постановка задачi QAP формулюється наступним чином: зна-
йти:

min 𝑓(𝜋)
𝜋∈Π𝑛

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝜋𝑖𝜋𝑗
,

де 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] та 𝐵 = [𝑏𝑟𝑠] — квадратнi матрицi порядку 𝑛, Π𝑛 — множина усiх
перестановок розмiрностi 𝑛 i 𝜋𝑖 задає номер локацiї об’єкту 𝑖. При цьому, якщо
матрицi 𝐴 та 𝐵 є симетричними, тодi маємо симетричну задачу QAP для якої
значення та прирости цiльової функцiї обчислюються бiльш ефективно.

Можна подати математичну модель задачi QAP у бiнарнiй формi. Нехай 𝑃
— квадратна бiнарна матриця, така що для будь якої перестановки 𝜋, 𝑝𝑖,𝜋𝑖

= 1,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Побудуємо матрицю 𝐵 = 𝐵 *𝑃 . Тодi постановка задачi буде такою:

min 𝑓(𝜋)
𝜋∈Π𝑛

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 𝑏̄𝑖𝑗,

Квадратичнi задачi про призначення можливо точно розв’язати тiльки для
не великих размiрностей. У зв’язку з цим актуальними є розробка, дослiджен-
ня нових i вдосконалення iснуючих наближених алгоритмiв розв’язання задачi
QAP.

3. Оператор унiверсального кросоверу з випадковим доповненням.
За принципом роботи це стандартний оператор рiвномiрного кросовера [21].
Деякi локацiї вибираються випадковим чином з першого розв’язку за розподi-
лом Бернуллi з параметром 1/2. Мiсця, зайнятi вибраними об’єктами з першої
перестановки, копiюються у результуючий розв’язок. Мiсця, зайнятi рештою
об’єктiв у другiй перестановцi, також копiюються, якщо вони ще не були вклю-
ченi з першого розв’язку. Результат доповнюється шляхом випадкового при-
значення вiдсутнiх мiсць. Алгоритм унiверсального кросоверу з випадковим
доповненням представлено на лiстингу 2.

Лiстинг 2: Унiверсальний кросовер з випадковим доповненням.
1 function UniCross i ver ( l e f t , r i g h t : Vector ) : Vector ;
2 begin
3 order := Vector (1 , {\ do t s } , n) ;
4 o f f s p r i n g := Vector{−1, . . . ,−1⏟  ⏞  

𝑛

} ;

5 a s s i g n e d _ f a c i l i t i e s := L i s t ( )
6 for i :=1 to n do
7 begin
8 i f b e r n o u l l i ( 0 . 5 ) then
9 o f f s p r i n g [ i ] := l e f t [ i ] ;

10 a s s i g n e d _ f a c i l i t i e s . Add( l e f t [ i ] ) ;
11 end ;
12 end ;
13 s h u f f l e ( order ) ;
14 for i :=1 to n do
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15 begin
16 i f o f f s p r i n g [ order [ i ] ] = −1 then
17 for j :=1 to r i g h t . Count do
18 begin
19 i f not r i g h t } [ j ] in a s s i g n e d _ f a c i l i t i e s then
20 begin
21 o f f s p r i n g [ j ] := r i g h t [ j ] ;
22 a s s i g n e d _ f a c i l i t i e s . Add( r i g h t [ j ] ) ;
23 break ;
24 end ;
25 end ;
26 end ;
27 r e tu rn o f f s p r i n g ;
28 end ;

У описаннi алгоритму використовуються такi позначення та команди: order
— визначає порядок перегляду елементiв перестановки; команда shuffle(order) —
випадковим чином перемiшує порядок перегляду order ; список assigned_facilities
— мiстить перелiк призначених локацiй; команда bernoulli(0.5) — повертає ви-
падкове значення за розподiлом Бернуллi; перестановка offspring — результат
роботи кросовера.

У данiй роботi використовується саме унiверсальний кросовер з випадковим
доповненням. На вiдмiну вiд стандартного унiверсального кросовера мiсця, що
залишились пiсля призначення з перестановки left, заповнюються у порядку
order з перестановки right.

4. Алгоритм 2-OPT. Серед простих алгоритмiв локального пошуку най-
вiдомiшим є 2-OPT [17]. Алгоритм 2-OPT вперше був запропонований Кроесом
у 1958 роцi для задачi комiвояжера. Цей алгоритм використовує попарну транс-
позицiю об’єктiв. Якщо кiлькiсть мiсць розташування об’єктiв позначена як n,
кiлькiсть транспозицiй у кожнiй iтерацiї буде 𝑛(𝑛 − 1)/2. Спочатку алгоритм
розглядає транспозицiю об’єктiв 1 та 2. Якщо значення цiльової функцiї отри-
маного розв’язку менше, нiж значення цiльової функцiї початкового розв’язку,
то воно зберiгається як кандидат для подальшого розгляду. В iншому випадку
воно вiдкидається, i алгоритм розглядає транспозицiю засобiв 1 та 3. Якщо цей
обмiн генерує краще рiшення, то воно зберiгається як кандидат для подаль-
шого розгляду; в iншому випадку, воно вiдкидається i так далi. Таким чином,
щоразу, коли знайдено краще рiшення, алгоритм вiдкидає попереднє найкраще
рiшення. Ця процедура продовжується, доки не будуть розглянутi всi попарнi
обмiни. У роботi використовується модифiкований алгоритм схема роботи якого
представлена на лiстингу 3 та 4.

Лiстинг 3: Схема алгоритму локального пошуку.
1 function Loca lSearch ( p : Vector ; f , maxi : Integer ) : ( Vector , Integer ) ;
2 begin
3 pc := p ; p b e s t := p ;
4 f c := f ; f b e s t := f ; /∗ cur r en t and b e s t v a l u e s ∗/
5 D := ComputeGains ( pc ) ; /∗ compute v e c t o r o f ga in s ∗/
6 i := 0 ;
7 while true do
8 begin
9 ( pc , fc , D) := LocalSearchOne ( pc , D, f c ) /∗ See Alg . 3 ∗/

10 i := i + 1 ;
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ПОКРАЩЕНИЙ ГIБРИДНИЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ КВАДРАТИЧНОЇ ЗАДАЧI . . . 247

11 i f f c < f b e s t then
12 begin
13 p b e s t := pc ; f b e s t := f c ;
14 i := 0 ;
15 end ;
16 i f i > maxi then break ;
17 end ;
18 r e tu rn ( pbes t , f b e s t ) ;
19 end ;

Лiстинг 4: Схема одного кроку алгоритму 2-OPT.
1 function LocalSearchOne (p , D: Vector ; f : Integer ) : ( Vector , Integer ,

Vector ) ;
2 begin
3 f c := f ; pc := p ;
4 nmoves := n(n−1) /2 ;
5 ming := MAXINT64; minm := −1;
6 for i :=0 to nmoves do
7 begin
8 i f D[ j ] < ming then
9 begin

10 ming := D[ j ] ; minm := j ;
11 end ;
12 end ;
13 i f ming < 0 then
14 begin
15 f c := f c + ming ;
16 swap( pc , minm) ;
17 D := UpdateGains (D, pc , minm) ;
18 end
19 else begin
20 ( pc , f c ) := MutatePermutation ( pc , s t r e n g t h ) ;
21 end ;
22 r e tu rn ( pc , D, f c ) ;
23 end ;

У алгоритмi 3 використовується функцiя ComputeGains для побудови векто-
ру приростiв цiльової функцiї для усiх можливих ходiв. Пiд одним ходом розу-
мiється перестановка двох позицiй у заданiй перестановцi. У алгоритмi 4 це ро-
биться за допомогою команди swap. Також у алгоритмi 3 функцiя UpdateGains
використовується для перебудови вектору приростiв пiсля одного кроку. Фун-
кцiя MutatePermutation здiйснює перехiд вiд даної перестановки до iншої, де
параметр strength визначає ступiнь збурення.

5. Покращений гiбридний алгоритм (IHBMA). Даний алгоритм на
основi двох iснуючих алгоритмiв 2-OPT та Breakout Memetic Algorithm (BMA)
[3] для розв’язання задачi QAP, використовує модифiкований алгоритм 2-OPT
та загальну схему алгоритму BMA.

Термiн «меметичний алгоритм» (MA) використовується для позначення за-
гального евристичного пiдходу, який зазвичай поєднує локальну оптимiзацiю з
популяцiйною парадигмою. Мета такої комбiнацiї полягає в тому, щоб скори-
статися перевагами як перехресного аналiзу, який виявляє недослiдженi, пер-
спективнi областi пошуку, так i локальної оптимiзацiї, яка знаходить гарнi
розв’язки, концентруючи пошук навколо цих областей. Зрештою, як i для будь-
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якого методу, що базується на популяцiї, необхiдно пiдтримувати здорову рiзно-
манiтнiсть популяцiї, щоб уникнути передчасної конвергенцiї.

Початкова популяцiя будується на основi модифiкованого алгоритму 2-OPT
для виявлення перспективних областей пошуку. Враховуючи таку популяцiю,
яка складається з локально оптимальних розв’язкiв, меметичний пiдхiд гене-
рує новi рiшення, застосовуючи кросовер або мутацiю, а потiм фазу локального
пошуку для покращення кожного розв’язку з поточної популяцiї. Правильний
вибiр оператора кросовера залежить вiд структури конкретної задачi. Бiль-
ше того, успiх меметичного пiдходу обумовлений ефективнiстю процедури ло-
кального пошуку. Головна роль кросовера полягає у виявленнi недослiджених
перспективних областей простору пошуку, локальний пошук в основному спря-
мований на пошук хороших рiшень шляхом концентрацiї пошуку навколо цих
областей.

Покращений гiбридний алгоритм для QAP (IHBMA) використовує оператор
унiверсального кросоверу з випадковим доповненням, модифiковану процедуру
локального пошуку 2-OPT, стратегiю замiщення популяцiї на основi придатно-
стi та адаптивний механiзм мутацiї. Кожний розв’язок для популяцiї, згене-
рований за допомогою унiверсального кросовера, покращується за допомогою
модифiкованої процедури локального пошуку 2-OPT. Даний алгоритм потiм
застосовує стратегiю оновлення популяцiї, щоб можливо замiнити найгiрший
об’єкт з популяцiї покращеною перестановкою. Щоб уникнути передчасної кон-
вергенцiї, IHBMA запускає адаптивний механiзм мутацiї для всiєї популяцiї,
якщо найкраще рiшення, знайдене пiд час пошуку, не було покращено протя-
гом фiксованої кiлькостi iтерацiй. Це змiщує пошук у вiддаленi регiони щоразу,
коли виявляється застiй пошуку. На лiст. 5 Представлена формальна схема ал-
горитму.

Лiстинг 5: Формальна схема алгоритму IHBMA.
1 procedure IHBMA;
2 begin
3 P := GenerateRandomPopulation ( p s i z e ) ;
4 P := Bui l dPopu la t i on (P, maxi ) ;
5 while not s t o pp i n g cond i t i on do
6 begin
7 ( l e f t , r i g h t ) := Se l e c tPa r en t s (P) ;
8 pc := UniCrossover ( l e f t , r i g h t ) ;
9 ( pc , f c ) := Loca lSearch ( pc , f ( pc ) , maxi ) ;

10 i f f c < f b e s t then
11 begin
12 p b e s t := pc ; f b e s t := f c ;
13 end ;
14 i f ( p b e s t not improved after 𝜈 iterations) then
15 begin
16 s t r e n g t h := Genera teS t reng th (P) ;
17 P:=MutatePopu la t ion (P, s t r e n g t h ) ;
18 P:= Bui l dPopu l a t i on (P, maxi ) ;
19 end
20 else
21 begin
22 P := UpdatePopu la t ion (P, pc ) ;
23 end ;
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24 end ;
25 end ;

Процедура GenerateRandomPopulation випадковим чином генерує множи-
ну перестановок, яка у термiнах генетичних алгоритмiв називається популя-
цiєю. Процедура BuildPopulation представлена нижче алгоритмом 6. Процеду-
ра UniCrossover використовує унiверсальний кросовер з випадковим доповнен-
ням (алгоритм 2) для побудови нової перестановки або нащадка. Процедура
LocalSearch здiйснює локальний пошук в областi нащадка за алгоритмом 3.
Команда GenerateStrength визначає ступiнь збурення перестановок популяцiї,
що здiйснюється процедурою MutatePopulation. Пiсля отримання чергової пе-
рестановки алгоритмом локального пошуку здiйснюється оновлення популяцiї
процедурою UpdatePopulation.

Алгоритм на лiстингу 6 намагається покращити кожен член популяцiї за
алгоритмом локального пошуку 3.

Лiстинг 6: Алгоритм побудови або перебудови популяцiї.
1 procedure BuidPopu la t ion (P: Population ; maxi : Integer ) ;
2 begin
3 for i :=1 to p s i z e do
4 begin
5 (P[ i ] , f i ) := Loca lSearch (P[ i ] , f (P[ i ] ) , maxi ) ;
6 i f f p < f b e s t then
7 begin
8 p b e s t := P[ i ] ; f b e s t := f i ;
9 end ;

10 end ;
11 end ;

6. Результати числових експериментiв. Найбiльш використовуваними
штучними тестовими задачами, є двi серiї тестiв Taillard (Taia та Taib) [5]. В
однорiдних екземплярах (Taia uniform distributed problems) матриця вiдстаней
є евклiдовою матрицею вiдстаней мiж випадковими точками на колi, а матри-
ця потоку є випадковою матрицею з цiлим числом, випадково вибраним мiж
двома межами. Реально-подiбнi екземпляри (Taib real-like problems) створенi на
основi певних реальних проблем та iмiтують деякi їхнi властивостi. Матриця
вiдстаней також є евклiдовою матрицею, але де точки кластеризованi (розбива-
ються на групи), а значення матрицi потоку розподiленi експоненцiально. Зараз
використовуються iншi тестовi екземпляри. Серiя екземплярiв Taie та Dre бу-
ла спецiально розроблена для складних метаевристик [6]. Крiм того, створено
екземпляри, якi систематично змiнюють деякi параметри тестової задачi, що
пов’язанi з домiнуванням та розрiдженiстю значень потокiв [14]. Також було
запропоновано окремий випадок QAP, який є полiномiально розв’язуваним [10],
для тестування алгоритмiв "чорної скриньки".

Числовi експерименти проводилися на тестових задачах типу TaiXXXeYY,
де XXX — визначає розмiрнiсть задачi, а YY — номер тестової задачi. У насту-
пних таблицях використанi такi позначення: Instances — назва задачi; BKS —
вiдомий рекорд; 𝑓 * — знайдене рекордне значення; Δ% = 100*(𝑓 *−𝐵𝐾𝑆)/𝐵𝐾𝑆
— середнє вiдхилення цiльової функцiї вiд вiдомого рекорду у процентах. Ре-
зультати розв’язання таких задач для алгоритму HH-QAP було взято з [20].
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У таблицях 1, 2 наведенi результати розв’язання тестових задач типу tai-
XXXeYY , алгоритмами HH-QAP та IHBMA.

Таблиця 1.
Задачi “Tai125eyy ”. Час розв’язання 3600 сек.

Instances BKS HH-QAP IHBMA
𝑓* Δ% 𝑓* Δ%

Tai125e01 35426 35426 0 35426 0
Tai125e02 36202 36178 -0.07 36178 -0.07
Tai125e03 30498 30498 0 30498 0
Tai125e04 33084 33084 0 33084 0
Tai125e05 38432 37210 -3.18 37210 -3.18
Tai125e06 35546 34624 -2.59 34624 -2.59
Tai125e07 32712 31466 -3.81 31020 -5.17
Tai125e08 36354 34424 -5.31 34424 -5.31
Tai125e09 35008 34244 -2.18 34244 -2.18
Tai125e10 34898 34898 0 34898 0
Tai125e11 33082 32186 -2.71 32132 -2.87
Tai125e12 32326 32326 0 32326 0
Tai125e13 35380 34364 -2.87 34280 -3.11
Tai125e14 30460 30460 0 30460 0
Tai125e15 34328 32614 -4.99 32614 -4.99
Tai125e16 32674 31058 -4.95 31058 -4.95
Tai125e17 35512 35274 -0.67 35074 -1.23
Tai125e18 38702 36888 -4.69 36712 -5.14
Tai125e19 33034 32966 -0.21 32966 -0.21
Tai125e20 31988 30896 -3.41 30896 -3.41

Таблиця 2.
Задачi “Tai175eyy ”. Час розв’язання 7200 сек.

Instances BKS HH-QAP IHBMA
𝑓* Δ% 𝑓* Δ%

Tai175e01 57540 57540 0 57540 0
Tai175e02 51036 50110 -1.81 50002 -2.03
Tai175e03 53900 53900 0 53900 0
Tai175e04 63182 60416 -4.38 60352 -4.48
Tai175e05 51278 50004 -2.48 50004 -2.48
Tai175e06 54752 54752 0 54752 0
Tai175e07 52502 52178 -0.62 52140 -0.69
Tai175e08 57304 55024 -3.98 54984 -4.05
Tai175e09 53238 50020 -6.04 49664 -6.71
Tai175e10 52010 51022 -1.9 50998 -1.95
Tai175e11 54892 54384 -0.93 54384 -0.93
Tai175e12 59564 57492 -3.48 57400 -3.63
Tai175e13 59840 58952 -1.48 58828 -1.69
Tai175e14 55520 52430 -5.57 52430 -5.57
Tai175e15 49668 47092 -5.19 46612 -6.15
Tai175e16 55968 55764 -0.36 55764 -0.36
Tai175e17 58572 57690 -1.51 57688 -1.51
Tai175e18 51574 47972 -6.98 47972 -6.98
Tai175e19 52298 49974 -4.44 49878 -4.63
Tai175e20 56616 55342 -1.95 55342 -1.95

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Слiд зазначити, що для усiх тестових задач рекорднi значення цiльової фун-
кцiї, отриманi за алгоритмом HH-QAP, було досягнуто або перевершено. Зокре-
ма, для задач розмiрностi 125 у п’яти задачах з 20 було знайдено кращi розв’язки,
а у задачах розмiрностi 175 у одинадцяти задачах з 20 було отримано покра-
щення.

7. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У цiй статтi про-
понується ефективна реалiзацiя гiбридного алгоритму IHBMA для розв’язання
задачi QAP. Метою цього алгоритму є покращення продуктивностi пошуку
шляхом спроби мiнiмiзувати негативний вплив явища стагнацiї, що є однiєю з
головних перешкод iтерацiйного пошуку, особливо у випадках, коли необхiдно
виконати значну кiлькiсть крокiв на кожному етапi пошуку. Кожен з етапiв по-
шуку алгоритму IHBMA базується на парадигмi iнтенсифiкацiї та диверсифiка-
цiї, де iнтенсифiкацiя спрямована на пошук кращих розв’язкiв поблизу поточно-
го, тодi як диверсифiкацiя вiдповiдає за вихiд з поточного локального оптимуму
та перемiщення до нових невивчених областей простору пошуку. На кожному
етапi пошуку використовується рiзнi алгоритми. На етапi дослiдницького по-
шуку для виявлення перспективних областей використовується модифiкований
алгоритм 2-OPT на етапi детального пошуку застосовується алгоритм, побудо-
ваний за схемою BMA, але усi процедури у ньому модифiкованi. Наприклад,
для визначення наступної перестановки для пошуку за локальним алгоритмом
використовується оператор унiверсального кросоверу з випадковим доповнен-
ням. Кожен окремий алгоритм задає свою траєкторiю пошуку, тобто процесу
переходу вiд одного розв’язку до iншого. Тому, якщо використовується тiльки
один конкретний алгоритм при розв’язаннi задачi, то дуже часто такий пошук
призводить до переходу у режим стагнацiї (застою), особливо для “важких” за-
дач, у яких при наймi розмiрнiсть є бiльшою за 100. Комбiнацiя застосування
алгоритмiв дозволяє бiльш ефективно здiйснювати процедуру диверсифiкацiї,
що значно пiдвищує ефективнiсть всього алгоритму. Про це яскраво свiдчать
результати числових експериментiв. Алгоритм IHBMA показує кращi резуль-
тати як за кiлькiстю розв’язаних задач та i за середнiм часом розв’язання у
порiвняннi з використанням алгоритму HH-QAP.

У подальших дослiдженнях планується:

– Застосувати алгоритм IHBMA до задачi про максимальний розрiз графу.
– Застосувати алгоритм IHBMA до багатовимiрної булевої задачi про ра-
нець.

– Використати комбiнацiї iнших алгоритмiв, таких як RITSR, ITS, ReTS,
IHGA разом iз 2-OPT та BMA.

– Дослiдити вплив рiзних операторiв кросоверу з метою визначення бiльш
придатних.

– Розробити механiзм динамiчної адаптацiї параметрiв алгоритму, напри-
клад, таких як тип кросоверу, початкова ступiнь мутацiї популяцiї, умова
переходу до знаходження iнших областей пошуку в залежностi вiд ходу
процесу розв’язання.
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of solving the problem. Experimental evaluations on a set of “Taie” type test problems of
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укових фахових видання згiдно з державними стандартами України та мiжна-
родним стандартам.

5) Електронна копiя рукопису у виглядi LATEX-файлу або WORD-файлу подає-
ться до редакцiї шляхом заповнення форми подачi публiкацiї на сайтi
https://visnyk-math.uzhnu.edu.ua/submission/wizard.
Для подачi статтi використовуйте шаблон WORD або LATEX. Актуальну версiю
шаблонiв та технiчнi вимоги до статтi можна знайти на сайтi, роздiл "Подання"
https://visnyk-math.uzhnu.edu.ua/submissions.

6) Мова, якою оформляється стаття, повинна бути українською або англiйською.
7) Редакцiйна колегiя може здiйснювати наукове i лiтературне редагування статтi,

погоджуючи вiдредагований варiант iз автором, який надає дозвiл на друк шля-
хом пiдписання авторської угоди. Пiдписана авторська угода може надсилатися
до редакцiї журналу поштою або супровiдним файлом (фотокопiя).

8) Формули, якi нумеруються, обов’язково виключати в окремий рядок. Нумеру-
вати тiльки тi формули, на якi є посилання.

9) Анотацiя (Abstract) повинна бути складена вiдповiдно до вимог мiжнародних
наукометричних баз i бути: iнформативною (не мiстити загальних слiв); ори-
гiнальною; змiстовною (вiдображати основний змiст статтi i результати дослi-
джень); структурованою (слiдувати логiцi опису результатiв в статтi).

10) Посилання на джерела використаних матерiалiв, фактичних та статистичних
даних є обов’язковими (подаються в текстi у хронологiчному порядку (не за
абеткою) цифрою у квадратних дужках i розмiщуються в порядку цитування
чи згадування. У текстi статтi посилання позначаються у квадратних дужках,
наприклад, [2]; номер сторiнки видiляється двокрапкою, наприклад, [6: 37]. Са-
моцитування не повинно перевищувати 30 %. Кожна стаття повинна мiстити
список використаної лiтератури оформлений згiдно з нацiональними стандар-
тами (ДСТУ 8302:2015) та список використаної лiтератури, оформлений згiдно
з мiжнародними стандартами (APA).
Зразки бiблiографiчного опису книги, статтi, депонованого рукопису, тезисiв
доповiдей конференцiй:



Список використаної лiтератури
1. Segaran, T. (2007). Programming Collective Intelligence. Building Smart 2.0 applicati-

on. USA: O’Reilly Media, Inc.
2. Gudyvok, P. M., Vashchuk, F. G., & Drobotenko, V. S. (1992). Chernikov 𝑝-groups and

integer 𝑝-adic representations of finite groups. Ukr. Math. J., 44(6), 742–753. Retrieved
from https://umj.imath.kiev.ua/index.php/umj/article/view/8005 [in Russian].

3. Kondruk, N. E. Models of multivariate forecasting. (2022). Scientific Bulletin
of Uzhhorod University. Series of Mathematics and Informatics, 40(1), 168–174.
https://doi.org/10.24144/2616-7700.2022.40(1).168-174 [in Ukrainian].

4. Kondruk, N. E., & Malyar, M. M. (September 28–30, 2021). Dimensionality Reduction
of the Criterion Space in Some Optimization Problems. In II International Scienti-
fic Symposium "Intelligent Solutions"IntSol-2021. Kyiv-Uzhhorod: Ukraine. Retrieved
from https://ceur-ws.org/Vol-3018/Paper_11.pdf

5. Marinets, V. V., Reho, V. L., & Marynets, K. V. (2013). Theory of
boundary value problems for ordinary differential equations: Textbook.
Uzhgorod: Publishing house of UzhNU "Goverla". Retrieved from
https://www.uzhnu.edu.ua/uk/infocentre/get/27991 [in Ukrainian].

6. Tegza, A. M. (2003). Justification of estimates of accuracy and reliability of modeli-
ng of Gaussian stationary random processes: (Extended abstract of candidate’s tesis).
Uzhgorod [in Ukrainian].

7. A system of dynamic, interactive, geometric environment and computer algebra —
GeoGebra. Retrieved from https://www.geogebra.org

11) Рукопис слiд старанно вичитати.
12) Матерiали, якi не вiдповiдають зазначеним вимогам, редакцiєю не розглядаю-

ться.



INSTRUCTIONS FOR AUTHORS

The following rules must be followed when drafting the manuscript:

1) The article should contain a brief introduction, an analysis of recent research and
publications that the author relies on; highlighting the previously unsolved parts
of the general problem, which is devoted to the article, problem statement and
formulation of new results obtained by the author and their complete presentation,
conclusions from this study and prospects for further exploration in this direction. It
is not allowed to make big reviews of already published articles and results, to retell
known facts, to state the formulations of published theorems, lemmas, references to
unpublished works.

2) The topics of the journal cover the coverage of original results on theoretical and
applied problems of mathematical modeling, computational mathematics and infor-
mation technology.

3) The text complies with the stylistics and bibliography requirements set out in the
About the Journal Authors Guide. When submitting the submission file, the in-
structions for the Blind Review Guarantee were followed.

4) The articles must comply with the editorial design of scientific professional publica-
tions according to state standards of Ukraine and international standards.

5) An electronic copy of the manuscript in the form of a LATEX file or a WORD
file is submitted to the editorial board by filling in the online submission form
https://visnyk-math.uzhnu.edu.ua/submission/wizard.
Use the WORD or LATEX template to submit the article. An up-to-date version of
the templates and specifications for the article can be found on the site, the section
"Submissions" https://visnyk-math.uzhnu.edu.ua/submissions.

6) The language used for the article should be Ukrainian or English.
7) The editorial board may edit the article in a scientific and literary manner by agreeing

an edited version with the author, who authorizes the print by signing the copyright
agreement. The signed copyright agreement can be sent to the journal by mail or
an accompanying file (photocopy).

8) Formulas that are numbered must be excluded in a separate line. Only the formulas
referenced are numbered.

9) Abstract should be prepared in accordance with the requirements of international
scientometric bases and be: informative (do not contain common words); the original;
meaningful (reflect the main content of the article and research findings); structured
(follow the logic of describing the results in the article). Annotation volume of at
least 1800 characters.

10) Links to sources of materials, facts, and statistics used are mandatory is required
(chronologically (not in alphabetical) in square brackets and cited or referenced in
the text of the article, such as [2]; the page number is a colon, for example, [6:37] Self-
citation should not exceed 30% Each article should contain a list of used literature
designed in accordance with national standards (DSTU 8302:2015) and references,
designed according to international standards (APA).
Bibliographic samples description:
References
1. Segaran, T. (2007). Programming Collective Intelligence. Building Smart 2.0 applica-

tion. USA: O’Reilly Media, Inc.
2. Gudyvok, P. M., Vashchuk, F. G., & Drobotenko, V. S. (1992). Chernikov 𝑝-groups and



integer 𝑝-adic representations of finite groups. Ukr. Math. J., 44(6), 742–753. Retrieved
from https://umj.imath.kiev.ua/index.php/umj/article/view/8005 [in Russian].

3. Kondruk, N. E. Models of multivariate forecasting. (2022). Scientific Bulletin
of Uzhhorod University. Series of Mathematics and Informatics, 40(1), 168–174.
https://doi.org/10.24144/2616-7700.2022.40(1).168-174 [in Ukrainian].

4. Kondruk, N. E., & Malyar, M. M. (September 28–30, 2021). Dimensionality Reduction of
the Criterion Space in Some Optimization Problems. In II International Scientific Sym-
posium "Intelligent Solutions" IntSol-2021. Kyiv-Uzhhorod: Ukraine. Retrieved from
https://ceur-ws.org/Vol-3018/Paper_11.pdf

5. Marinets, V. V., Reho, V. L., & Marynets, K. V. (2013). Theory
of boundary value problems for ordinary differential equations: Text-
book. Uzhgorod: Publishing house of UzhNU "Goverla". Retrieved from
https://www.uzhnu.edu.ua/uk/infocentre/get/27991 [in Ukrainian].

6. Tegza, A. M. (2003). Justification of estimates of accuracy and reliability of modeling
of Gaussian stationary random processes: (Extended abstract of candidate’s tesis).
Uzhgorod [in Ukrainian].

7. A system of dynamic, interactive, geometric environment and computer algebra —
GeoGebra. Retrieved from https://www.geogebra.org

11) The manuscript should be carefully read.
12) Materials that do not meet these requirements are not reviewed.



Збiрник наукових праць

НАУКОВИЙ ВIСНИК
УЖГОРОДСЬКОГО УНIВЕРСИТЕТУ

серiя

МАТЕМАТИКА I IНФОРМАТИКА

Том 48 №1

2026

РЕДАКЦIЙНА КОЛЕГIЯ:
М. М. Маляр (головний редактор), Г. I. Сливка-Тилищак (заст. головн. редактора),

Ю. В. Андрашко (вiдповiдальний секретар), I. М. Порохнавець (технiчний
секретар), С. Ю. Бабич, В. А. Бовдi, В. М. Бондаренко, I. Влох, К. Гдовська,

М. I. Глебена, Л. Ф. Гуляницький, Ю. П. Зайченко, О. А. Капустян, М. Келемен,
Н. Е. Кондрук, I. I. Король, О. Ю. Кучанський, В. В. Маринець, К. В. Маринець,

Ю. Ю. Млавець, М. П. Моклячук, Б. Муканова, П. П. Мулеса, В. В. Полiщук,
О. К. Peйтiй, А. М. Ронто, Н. В. Семенова, О. О. Синявська, В. Є. Снитюк,

О. А. Тилищак, О. А. Тимошенко, М. М. Шаркадi, Н. Єгорченкова, Д. Єдiлхан.

Адреса редакцiйної колегiї: 88000, м.Ужгород, вул. Унiверситетська, 14,
деканат ФМЦТ: редакцiя збiрника наукових праць «Науковий вiсник Ужгородського

унiверситету».
Серiя «Математика i iнформатика».

Тел. +380 (312) 642725
E-mail: visnyk-math@uzhnu.edu.ua


