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CLASSIFICATION OF THE POSETS OF 𝑀𝑀-TYPE BEING THE
SYMMETRIC OVERSUPERCRITICAL POSET OF ORDER 9

Representations of posets were introduced by L. A. Nazarova and A. V. Roiter in 1972,
and the first author was one of those who took an active part in the development of
the relevant theory. The first criterion in it was the criterion on finiteness of the rep-
resentation types obtained by M. M. Kleiner. In 1992 he proved that a posets 𝑆 is of
finite representation type if and only if it does not contain full subposets of the form
𝐾1 = (1, 1, 1, 1),𝐾2 = (2, 2, 2),𝐾3 = (1, 3, 3),𝐾4 = (1, 2, 5) and 𝐾5 = (N, 4). These posets
are called critical posets (relative to the finiteness of type) in the sense that they are mini-
mal posets with an infinite number, up to equivalence, of indecomposable representations.
Now they are called the Kleiner’s posets. In 1974, Yu. A. Drozd proved that a poset 𝑆 has
finite representation type if and only if its Tits quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) := 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

is weakly positive (i.e., positive on the set of non-negative vectors). Consequently, the
Kleiner’s posets are also critical relative to weak positivity of the Tits quadratic form.
In 2005, the authors proved that a poset is critical relative to the positivity of the Tits
quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a Kleiner’s poset.

A similar situation takes place for posets of tame representation type. In 1975, L. A. Na-
zarova proved that a poset 𝑆 is tame if and only if it does not contain full subsets of the form
𝑁1 = (1, 1, 1, 1, 1), 𝑁2 = (1, 1, 1, 2), 𝑁3 = (2, 2, 3), 𝑁4 = (1, 3, 4), 𝑁5 = (1, 2, 6) and (N, 5).
So these posets are critical relative to the tameness and she called them supercritical. They
are also critical relative to weak non-negativity of the Tits quadratic form. In 2009, the
authors proved that a poset is critical relative to non-negativity of the Tits quadratic form
if and only if it is minimax isomorphic to a supercritical poset.

The first author suggested to introduce posets (called oversupercritical) which differ
from the supercritical posets to the same extent as the supercritical posets differ from the
critical ones.

In previous papers, the authors described all posets that are minimax isomorphic to
any oversupercritical poset except (1, 4, 4) and studied some of their combinatorial prop-
erties. The case of the poset (1, 4, 4) is considered in this paper.
Keywords: representation, critical and supercritical poset, oversupercritical poset, Tits
quadratic form, finite and tame representation type, positivity and weak positivity, non-
negativity and weak non-negativity.

1. Introduction. Representations of posets were introduced by L. A. Nazarova
and A. V. Roiter [1], and Kyiv algebraists actively participated in development of

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 44, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



8 V. M. BONDARENKO, M. V. STYOPOCHKINA

the relevant theory (see, e.g., [2] � [11]). The �rst criterion in it was the criterion
on �niteness of the representation types obtained by M. M. Kleiner [2]. He proved
that a posets 𝑆 is of �nite representation type if and only if it does not contain full
subposets of the form 𝐾1 = (1, 1, 1, 1), 𝐾2 = (2, 2, 2), 𝐾3 = (1, 3, 3), 𝐾4 = (1, 2, 5)
and 𝐾5 = (N, 4) (see below Remark 1). These posets are called critical posets
(relative to the �niteness of type) in the sense that they are minimal posets with
an in�nite number, up to equivalence, of indecomposable representations. Now they
are called the Kleiner's posets. On the other hand, Yu. A. Drozd [3] proved that a
poset 𝑆 has �nite representation type if and only if its Tits quadratic form

𝑞𝑆(𝑧) := 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

is weakly positive (i.e., positive on the set of nonnegative vectors). Consequently, the
critical posets are also critical relatively to the weak positivity of the Tits quadratic
form. In [12] the authors proved that a poset is critical relative to the positivity of
the Tits quadratic form if and only if it is minimax isomorphic to a Kleiner's poset
(such isomorphism was introduced by the �rst author in [13]); in this paper all such
posets are fully described (they are named by the authors as 𝑃 -critical).

A similar situation takes place for posets of tame representation type. L. A. Na-
zarova [4] proved that a poset 𝑆 is tame if and only if it does not contain full
subsets of the form 𝑁1 = (1, 1, 1, 1, 1), 𝑁2 = (1, 1, 1, 2), 𝑁3 = (2, 2, 3), 𝑁4 = (1, 3, 4),
𝑁5 = (1, 2, 6) and (N, 5) (see below Remark 1). So these posets are critical relative
to the tameness and she called them supercritical. They are also critical relative to
weak non-negativity of the Tits quadratic form. In [14] the authors proved that a
poset is critical relative to non-negativity of the Tits quadratic form if and only if
it is minimax isomorphic to a supercritical poset. In [15] all such posets are fully
described (they are named by the authors as 𝑁𝑃 -critical).

The importance of studying minimax isomorphic posets is determined by the fact
that their Tits quadratic forms are Z-equivalent, and minimax isomorphism itself is
a fairly general constructively de�ned Z-equivalence for posets.

In [16] were introduced 1-oversupercritical posets which di�er from supercritical
sets to the same extent as the letter di�er from critical ones; often, including in this
paper, they are simply called oversupercritical. Such posets are exhausted (up to
isomorphism) by the following:

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1), 2) (1, 1, 1, 1, 2), 3) (1, 1, 2, 2), 4) (1, 1, 1, 3),

5) (2, 3, 3), 6) (2, 2, 4), 7) (1, 4, 4), 8) (1, 3, 5), 9) (1, 2, 7), 10) (N, 6).

Remark 1. For posets 𝑋, 𝑌 , Z=(X,Y) is denoted their direct sum, i.e., 𝑍 =
𝑋 ∪ 𝑌 and any elements 𝑥 ∈ 𝑋 and 𝑦 ∈ 𝑌 are incomparable; (𝑚) denotes the
linearly ordered set 1 ≺ 2 ≺ · · · ≺ 𝑚 and N the poset 1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 1 ≺ 4. These
notations are used as a rule when the posets are speci�ed by their Hasse diagrams.

In previous papers [16] � [19], the authors described all posets that are minimax
isomorphic to a oversupercritical poset, except the single asymmetric one of order
greater than 8 (i.e., (1, 4, 4)) and studied some of their combinatorial properties.
The case of the poset (1, 4, 4) is considered in this paper.

2. The main result. We consider only �nite posets and identify them with
their Hasse diagrams.
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For a poset 𝑆 and its minimal (respectively maximal) element 𝑎, we denote by
𝑇 = 𝑆↑

𝑎 (respectively 𝑇 = 𝑆↓
𝑎) the following poset: 𝑇 = 𝑆 as usual sets, 𝑇 ∖𝑎 = 𝑆 ∖𝑎

as posets, the element 𝑎 is maximal (respectively minimal) in 𝑇 , and 𝑎 is comparable
with 𝑥 in 𝑇 if and only if they are incomparable in 𝑆. Two posets 𝑆 and 𝑇 are called
(min, max)-equivalent if there are posets 𝑆1, . . . , 𝑆𝑝 (𝑝 ≥ 0) such that, if we put
𝑆 = 𝑆0 and 𝑇 = 𝑆𝑝+1, then, for every 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑝, either 𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)

↑
𝑥𝑖

or
𝑆𝑖+1 = (𝑆𝑖)

↓
𝑦𝑖
[13]. Obviously, any poset is (min, max)-equivalent to itself (if one put

𝑝 = 0). Since some time we also use the term minimax equivalence.
The notion of minimax equivalence can be naturally continued to the notion of

minimax isomorphism: posets 𝑆 and 𝑆 ′ are minimax isomorphic if there exists a
poset 𝑇 which is minimax equivalent to 𝑆 and isomorphic to 𝑆 ′.

Let 𝑃 be a �x poset. A poset 𝑆 is called of𝑀𝑀 -type 𝑃 if 𝑆 is minimax isomorphic
to 𝑃 [20]. In the case when the poset 𝑃 is an oversupercritical one we say that 𝑆 is
of oversupercritical 𝑀𝑀-type.

The main result of this paper describes all posets of oversupercritical𝑀𝑀 -type 𝑃
with 𝑃 to be the oversupercritical poset of order 9, i.e., 𝑃 is equal to 𝐺0 = (1, 4, 4):

r rr rr
rrrr𝐺0

Recall that a poset 𝑇 is called dual to a poset 𝑆 and is denoted by 𝑆op if 𝑇 = 𝑆
as usual sets and 𝑥 < 𝑦 in 𝑇 if and only if 𝑥 > 𝑦 in 𝑆.

Theorem 1. Up to isomorphism and duality, the complete set of posets minimax
isomorphic to 𝐺0 consists of, in addition to 𝐺0 itself, the posets indicated in the
following table:

r rr
r

r

�
�
�
�
�
�rr
r
r𝐺1

r rr
r
r

�
�
�
�
�
�rr

r��

r𝐺2

rr rr
r

�
�
�
�
�
�rr

r��

r𝐺3

rr rr

r

�
�
�
��rr
r
r𝐺4

r
rr rr

r

�
�
�
rr
r

𝐺5

r
rr rr
r
��

rr
r

𝐺6

r
rr rr

r
��rrr

𝐺7

r r rr
r
r

�
�
�
�
�
�rr
r𝐺8

r r rr
r
r

�
�
�
�
�
�r

��r

r𝐺9

r rr rr
r

�
�
�
�
�
�rr
r𝐺10

r rr r r
r

�
�
�
�
�
�

rr
��

r𝐺11

r rr rr
r

�
�
�
�
�
�rrr

𝐺12
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r rr rr
r

�
�
�
��r
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r𝐺13

r rr rr
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�
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r

��

r
r𝐺14

r rr rr
r

��

r
��

rr
𝐺15

r rr
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�
�
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��r�� r
r𝐺16

r rr
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r

�
�
�r�� rr

𝐺17

r rr
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r

�
�
�
��r��

rr
𝐺18

3. Proof of Theorem 1. The de�nition of posets of the form 𝑇 = 𝑆↑
𝑎 can

be extended to posets of the form 𝑇 = 𝑆↑
𝐴, where 𝐴 is a lower subposet of 𝑆, i.e.,

𝑥 ∈ 𝐴 whenever 𝑥 < 𝑦 and 𝑦 ∈ 𝐴. Namely, 𝑇 = 𝑆↑
𝐴 is de�ned as follows: 𝑇 = 𝑆 as

usual sets, partial orders on 𝐴 and 𝑆 ∖𝐴 are the same as before, but comparability
and incomparability between elements of 𝑥 ∈ 𝐴 and 𝑦 ∈ 𝑆 ∖𝐴 are interchanged and
the new comparability can only be of the form 𝑥 > 𝑦. In the special case, when
𝐴 = {𝑎} is a one-element subposet, we identify 𝐴 with 𝑎. Instead of (𝑆↑

𝐴)
↑
𝐵 write

write 𝑆↑↑
𝐴𝐵.

For subposets 𝑋, 𝑌 of 𝑆 of a poset 𝑆, 𝑋 < 𝑌 means that 𝑥 < 𝑦 for any 𝑥 ∈
𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 . Subposets 𝑋 and 𝑋 ′ of 𝑆 are called strongly isomorphic if there exists an
automorphism 𝜙 : 𝑆 → 𝑆 such that 𝜙(𝑋) = 𝑋 ′ (as equality of subposets). Similarly,
pairs (𝑌,𝑋) and (𝑌 ′, 𝑋 ′) of subposets of 𝑆 are called strongly isomorphic if there
exists an automorphism 𝜙 : 𝑆 → 𝑆 such that 𝜙(𝑌 ) = 𝑌 ′ and 𝜙(𝑋) = 𝑋 ′.

In [12], the authors propose the following algorithm for �nding (up to isomorp-
hism) all posets that are minimax isomorphic to a given one.

I. Describe, up to strongly isomorphic, all lower subposets of 𝑃 ̸= 𝑆 in 𝑆, and,
for every of them, build the poset 𝑆↑

𝑃 (𝑃 = ∅ is not excluded).
II. Describe. up to strongly isomorphic, all pairs (𝑄,𝑃 ) consisting of a proper

lower subposet 𝑄 in 𝑆 and a nonempty lower subposet 𝑃 in 𝑄 such that 𝑃 < 𝑆 ∖𝑄;
for every such pair, build the poset 𝑆↑↑

𝑄𝑃 .
III. Among the posets obtained in I and II, choose one from each class of iso-

morphic posets.
For the poset 𝐺0, we denote the partial order by ≺ and number the points with

numbers 1, 2, 3, . . . in such a way that 𝑖 < 𝑗 whenever 𝑖 ≺ 𝑗 or 𝑖 is (in the picture)
to the left of 𝑗. Then the poset 𝐺0 consists of the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 and
we have 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9.

Now we apply our algorithm to the proof of the theorem.
Step I. Describe (up to strongly isomorphic) all lower subposets. They are:
for 𝐺0 � 𝑋0 = ∅, 𝑋1 = {1}, 𝑋2 = {2}, 𝑋3 = {1, 2}, 𝑋4 = {2, 3}, 𝑋5 = {2, 6},

𝑋6 = {1, 2, 3}, 𝑋7 = {1, 2, 6}, 𝑋8 = {2, 3, 4}, 𝑋9 = {2, 3, 6}, 𝑋10 = {1, 2, 3, 4},
𝑋11 = {1, 2, 3, 6}, 𝑋12 = {2, 3, 4, 5}, 𝑋13 = {2, 3, 4, 6}, 𝑋14 = {2, 3, 6, 7}, 𝑋15 =
{1, 2, 3, 4, 5}, 𝑋16 = {1, 2, 3, 4, 6}, 𝑋17 = {1, 2, 3, 6, 7}, 𝑋18 = {2, 3, 4, 5, 6}, 𝑋19 =
{2, 3, 4, 6, 7}, 𝑋20 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 𝑋21 = {1, 2, 3, 4, 6, 7}, 𝑋22 = {2, 3, 4, 5, 6, 7},
𝑋23 = {2, 3, 4, 6, 7, 8}, 𝑋24 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 𝑋25 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}, 𝑋26 =
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, 𝑋27 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, 𝑋28 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Denote by 𝐾𝑖 the poset 𝐺0
↑
𝑋𝑖
. Then it is easy to see that

𝐾0
∼= 𝐺0, 𝐾1

∼= 𝐺7, 𝐾2
∼= 𝐺12, 𝐾3

∼= 𝐺6op, 𝐾4
∼= 𝐺10, 𝐾5

∼= 𝐺18, 𝐾6
∼= 𝐺5op,

𝐾7
∼= 𝐺15op, 𝐾8

∼= 𝐺8, 𝐾9
∼= 𝐺16, 𝐾10

∼= 𝐺4op, 𝐾11
∼= 𝐺14op, 𝐾12

∼= 𝐺1, 𝐾13
∼=
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𝐺13, 𝐾14
∼= 𝐺17, 𝐾15

∼= 𝐺1op, 𝐾16
∼= 𝐺13op, 𝐾17

∼= 𝐺17op, 𝐾18
∼= 𝐺4, 𝐾19

∼= 𝐺14,
𝐾20

∼= 𝐺8op, 𝐾21
∼= 𝐺16op, 𝐾22

∼= 𝐺5, 𝐾23
∼= 𝐺15, 𝐾24

∼= 𝐺10op, 𝐾25
∼= 𝐺18op,

𝐾26
∼= 𝐺6, 𝐾27

∼= 𝐺12op, 𝐾28
∼= 𝐺7op.

Step II. Describe (up to strongly isomorphic) all pairs of lower subposets (see
the algorithm). They are:

for 𝐺0� 𝑋 ′
1 = (𝑋20, {6}), 𝑋 ′

2 = (𝑋24, {6}), 𝑋 ′
3 = (𝑋24, {6, 7}), 𝑋 ′

4 = (𝑋27, {6}),
𝑋 ′

5 = (𝑋27, {6, 7}), 𝑋 ′
6 = (𝑋27, {6, 7, 8}).

Denote by 𝐾 ′
𝑖 the poset (𝐺0

↑
𝑉 )

↑
𝑊 and (𝑉,𝑊 ) = 𝑋 ′

𝑗. Then it is easy to see that
𝐾 ′

1
∼= 𝐺2op, 𝐾 ′

2
∼= 𝐺9op, 𝐾 ′

3
∼= 𝐺3, 𝐾 ′

4
∼= 𝐺11, 𝐾 ′

5
∼= 𝐺9, 𝐾 ′

6
∼= 𝐹2.

Step III. It is easy to verify that in I and II each of the posets 𝐺𝑖, indicated in
the condition of the theorem, and dual to them (in the non-dual cases) occurs only
once. And hence the theorem is proved.

4. Coefficients of transitivity. Let 𝑆 be a (�nite) poset and 𝑆2
< :=

{(𝑥, 𝑦) |𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 < 𝑦}. If (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆2
< and there is no 𝑧 satisfying 𝑥 < 𝑧 < 𝑦,

then we say that 𝑥 and 𝑦 are neighboring. We put 𝑛𝑤 = 𝑛𝑤(𝑆) := |𝑆2
<| and denote

by 𝑛𝑒 = 𝑛𝑒(𝑆) the number of pairs of neighboring elements. The ratio 𝑘𝑡 = 𝑘𝑡(𝑆)
of the numbers 𝑛𝑤 − 𝑛𝑒 and 𝑛𝑤 are called the coefficient of transitiveness of 𝑆; if
𝑛𝑤 = 0 (then 𝑛𝑒 = 0), we assume 𝑘𝑡 = 0 (see [20]).

In this part of the paper we calculate 𝑘𝑡 for the posets of 𝑀𝑀 -type to be 𝐺0.

Theorem 2. The following holds for posets 𝐺𝑖:

𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡
𝐺0 6 12 0,5

𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡 𝑁 𝑛𝑒 𝑛𝑤 𝑘𝑡
𝐺1 8 32 0,75 𝐺7 8 20 0,6 𝐺13 8 20 0,6
𝐺2 9 32 0,71875 𝐺8 7 24 0,70833 𝐺14 8 18 0,55556
𝐺3 9 32 0,71875 𝐺9 8 24 0,66667 𝐺15 8 18 0,55556
𝐺4 8 26 0,69231 𝐺10 7 18 0,61111 𝐺16 8 16 0,5
𝐺5 8 22 0,63636 𝐺11 8 18 0,55556 𝐺17 8 16 0,5
𝐺6 8 20 0,6 𝐺12 7 14 0,5 𝐺18 8 14 0,42857

The transitivity coefficients are written out with an accuracy of five decimal
places. The value is exact if and only if the number of decimal places is less than
five, and two values equal to exactly five digits are equal at all.

The proof is carried out by direct calculations using [21, Lemmas 1 -5].
Recall that the greatest length among the lengths of all linear ordered subsets of

a poset 𝑆 is called its height. An element of a poset is called nodal, if it is comparable
with all the others elements. A subposet 𝑋 of 𝑇 is said to be dense if there is not
𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑇 ∖𝑋 such that 𝑥1 < 𝑦 < 𝑥2.

Note that a poset of 𝑀𝑀 -type 𝐺0 can have at most four nodal elements.

Corollary 1. The coefficient 𝑘𝑡(𝑆) of a poset 𝑆 is the largest among all the
posets of 𝑀𝑀-type 𝐺0 if and only if 𝑆 contains a dense subposet with four nodal
elements.
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5. Conclusions. In this paper we describe the �nite posets that are minimax
isomorphic to the oversupercritical poset (1, 4, 4) which is a single symmetric one of
the order 9. We also study combinatorial properties of these posets, namely calculate
their transitivity coe�cients.

Analogous results for the rest of the oversupercritical posets were obtained by
the authors earlier.

The importance of studying minimax isomorphic posets is determined by the
fact that their Tits quadratic forms are Z-equivalent.

The obtained results (together with the corresponding research methods) can be
used in the study of other classes of posets.
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Бондаренко В. М., Стьопочкiна М. В. Класифiкацiя частково впорядкова-
них множин,𝑀𝑀 -тип яких дорiвнює симетричнiй надсуперкритичнiй множинi
порядку 9.

Зображення ч. в. множин (частково впорядкованих множин) над полем ввели
Л. А. Назарова i А. В. Ройтер в 1972 р., i перший автор був одним iз тих, хто брав
активну участь у розвитку вiдповiдної теорiї. Першим критерiєм у нiй був отриманий
М. М. Клейнером критерiй скiнченностi зображувального типу. У 1992 р. вiн довiв,
що ч. в. множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли во-
ни не мiстить повних ч. в. пiдмножин вигляду 𝐾1 = (1, 1, 1, 1),𝐾2 = (2, 2, 2),𝐾3 =
(1, 3, 3),𝐾4 = (1, 2, 5) i 𝐾5 = (N, 4). Цi ч. в. множин називаються критичними ч. в.
множинами (щодо скiнченностi типу) в тому сенсi, що це мiнiмальнi ч. в. множин
з нескiнченною кiлькiстю нерозкладних зображень, з точнiстю до еквiвалентностi).
Тепер їх також називають ч. в. множинами Клейнера. У 1974 р. Ю. А. Дрозд довiв,
що ч. в. множина 𝑆 має скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли її
квадратична форма Тiтса

𝑞𝑆(𝑧) := 𝑧20 +
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧2𝑖 +
∑︁

𝑖<𝑗,𝑖,𝑗∈𝑆

𝑧𝑖𝑧𝑗 − 𝑧0
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑧𝑖

є слабко додатною (тобто додатною на множинi невiд’ємних векторiв). Отже, ч. в.
множини Клейнера є також критичними щодо слабкої додатностi квадратичної фор-
ми Тiтса. У 2005 р. автори довели що ч. в. множин є критичною щодо додатностi
квадратичної форми Тiтса тодi i лише тодi, коли вона є мiнiмаксно iзоморфна деякiй
ч. в. множинi Клейнера.

Подiбну ситуацiю маємо з ч. в. множинами ручного зображувального типу. У 1975
р. Л. А. Назарова довела, що ч. в. множина 𝑆 є ручною тодi i лише тодi, коли вона
не мiстить ч. в. пiдмножин вигляду 𝑁1 = (1, 1, 1, 1, 1), 𝑁2 = (1, 1, 1, 2), 𝑁3 = (2, 2, 3),
𝑁4 = (1, 3, 4), 𝑁5 = (1, 2, 6) i (N, 5). Отже, цi ч. в. множини є критичними щодо ручного
зображувального типу i вона назвала їх суперкритичними; вони є також критичними
щодо слабкої невiд’ємностi квадратичної форми Тiтса. У 2009 роцi автори довели, що
ч. в. множина є критичною щодо невiд’ємностi квадратичної форми Тiтса тодi i лише
тодi, коли вона мiнiмаксно iзоморфна деякiй суперкритичнiй ч. в. множинi.

Перший автор запропонував ввести ч. в. множини (названi надсуперкритичними),
якi вiдрiзняються вiд суперкритичних ч. в. множин в тiй же мiрi, що суперкритичнi
вiдрiзняються вiд критичних.

У попереднiх статтях автори описали (з точнiстю до iзоморфiзму) всi ч. в. мно-
жини, мiнiмаксно iзоморфнi довiльнiй надсуперкритичнiй множинi, окрiм (1,4,4), i
вивчили деякi їхнi комбiнаторнi властивостi. У цiй статтi розглядається випадок ч. в.
множини (1, 4, 4).

Ключовi слова: зображення, критична та суперкритична ч. в. множина, надсупер-
критична ч. в. множина, квадратична форма Тiтса, скiнченний i ручний зображу-
вальний тип, додатнiсть i слабка додатнiсть, негативнiсть i слабка негативнiсть.
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ЦЕНТРАЛЬНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ТА ЗАКОН
ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМУ ДЛЯ РЕКОРДIВ У F𝛼 СХЕМI

У статтi вивчається асимптотична поведiнка кiлькостi рекордiв у так званiй 𝐹𝛼-
схемi, яка узагальнює класичну постановку для незалежних однаково розподiлених
випадкових величин. Знайденi умови за яких асимптотичнi теореми можна записати
через накопичену iнтенсивнiсть. Показано структуру точної асимптотики. Розглянуто
приклади, що пiдтверджують оптимальнiсть результатiв.

Ключовi слова: незалежнi випадковi величини, 𝐹𝛼-схема, рекорди, кiлькiсть рекор-
дiв, центральна гранична теорема, закон повторного логарифму.

1. Вступ. Розглянемо послiдовнiсть {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} незалежних випадкових вели-
чин, функцiї розподiлу яких є неперервними. Тодi подiї типу {𝑋𝑖 = 𝑋𝑗} мають
ймовiрнiсть 0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗. Нехай 𝐿(1) = 1. Для 𝑛 ≥ 2 означимо рекурентно
випадковi величини

𝐿(𝑛) = inf{𝑘 > 𝐿(𝑛− 1) : 𝑋𝑘 > 𝑋𝐿(𝑛−1)}

вважаючи, що inf ∅ := +∞. Члени послiдовностi 𝐿 = {𝐿(𝑛), 𝑛 ≥ 1} називаються
моментами рекордiв, побудованими за {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1}. Означимо послiдовнiсть
випадкових величин 𝜇 = {𝜇(𝑛), 𝑛 ≥ 1}, задану спiввiдношенням

𝜇(𝑛) = #{𝑘 ≥ 1 : 𝐿(𝑘) ≤ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1. (1)

Видно, що 𝜇(𝑛) – це кiлькiсть рекордiв, що трапились до моменту 𝑛 включно.
В роботi [10] вперше було розглянуто так звану 𝐹𝛼-схему, яка будується за

заданої функцiї розподiлу 𝐹 та послiдовностi додатних чисел {𝛼𝑘}. Зрозумiло,
що (𝐹 )𝛼𝑛 є функцiєю розподiлу для кожного 𝑛 ≥ 1. Сукупнiсть незалежних
величин {𝑋𝑛} називається 𝐹𝛼-схемою, якщо P(𝑋𝑛 < 𝑥) = (𝐹 (𝑥))𝛼𝑛 . Якщо всi
𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема – це сукупнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин. Якщо ж не всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то
𝐹𝛼-схема – це узагальнення класичного випадку.

При вивченнi 𝐹𝛼-схеми корисними є iндикаторнi випадковi величини

𝐼𝑘 =

{︃
1, якщо 𝑋𝑘 є рекордом,

0, у iншому випадку.

У роботi [7] доведено, що {𝐼𝑘, 𝑘 ≥ 1} є незалежними випадковими величинами
(див. також [1]), що дозволить застосовувати класичнi граничнi теореми.
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Також вiдомi ймовiрностi, що рекорд вiдбувся. Вони мають значення

P(𝐼𝑘 = 1) = 𝑝𝑘 =
𝛼𝑘

𝐴𝑘

= 1− 𝐴𝑘−1

𝐴𝑘

, (2)

де 𝐴0 = 0, 𝐴1 = 𝛼1, 𝐴𝑘 = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 2. 𝐴𝑛 називається накопиченою
iнтенсивнiстю до моменту 𝑛. Саме через неї часто можна виразити необхiднi
асимптотики, або й зовсiм, задавати схему через поведiнку або формулу 𝐴𝑛.

Оскiльки 𝐼𝑘 – випадкова величина Бернуллi, то

E𝐼𝑘 = 𝑝𝑘, D𝐼𝑘 = 𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘).

Звiдси, згiдно з (1), випливає

𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐼𝑘, E𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘, D𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘). (3)

Зауваження 1. Якщо E𝜇(𝑛) – обмежене, то за лемою Бореля-Кантеллi
для подiй {𝐼𝑘 = 1} будемо мати майже напевно скiнчену кiлькiсть рекордiв,
i тодi не зможемо говорити про асимптотики. Тому надалi E𝜇(𝑛) → ∞.
Окрiм того, найбiльше iнтересу має випадок, коли 𝑝𝑛 → 0. Саме вiн надалi
буде розглядатися, хоча деякi результати цiєї умови не вимагатимуть.

2. Асимптотики E𝜇(𝑛) та D𝜇(𝑛).

Лема 1. Нехай 1 ≤ 𝑠 < 𝑛. Тодi:

ln
𝐴𝑛

𝐴𝑠

=
∞∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

Доведення. Скориставшись рiвностями (2) та рядом Меркатора для лога-
рифма отримуємо

ln
𝐴𝑛

𝐴𝑠

= ln
𝑛∏︁

𝑘=𝑠+1

𝐴𝑘

𝐴𝑘−1

= ln
𝑛∏︁

𝑘=𝑠+1

1

1− 𝑝𝑘
=

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

− ln(1− 𝑝𝑘) =

=
𝑛∑︁

𝑘=𝑠+1

∞∑︁
𝑚=1

(𝑝𝑘)
𝑚

𝑚
= |всi члени ряду додатнi| =

∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

Лема 2. Нехай 𝑡 ≥ 0, 1 ≤ 𝑠 < 𝑛. Тодi

(︂
0∑︀

𝑚=1

:= 0

)︂
:

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 < ln

𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1

1− 𝑝𝑘
.

Доведення. Iз леми (1) випливає рiвнiсть

ln
𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 =

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Тодi нижня оцiнка є просто першим доданком суми праворуч.

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 =

𝑡+1∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

А верхня є замiною знаменника на мiнiмальний за 𝑚 та сумуванням прогресiї.
∞∑︁

𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 =

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1

1− 𝑝𝑘

Лема 3. Нехай 𝑝𝑛 → 0,E𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛).

Доведення. Для 𝑠 < 𝑘 ≤ 𝑛 маємо оцiнки вiдношення сум (𝑝𝑘)
2 до сум 𝑝𝑘:

0 <

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
2

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤
sup

𝑠<𝑘≤𝑛
𝑝𝑘

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤ sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘;

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
2

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤ lim sup
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
2

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘

≤ sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘;

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2 −

𝑠∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)−
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑝𝑘

≤ lim sup
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2 −

𝑠∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)−
𝑠∑︀

𝑘=1

𝑝𝑘

≤ sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘.

Подiлимо чисельник i знаменник на E𝜇(𝑛), обрахуємо частково границi за 𝑛,
де це можливо, у доданках пiд нижньою та верхньою границями. Оскiльки
E𝜇(𝑛) → ∞, ми позбавились суми з межею 𝑠. Оцiнкою для будь-якого 𝑠 буде

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ lim sup

𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ sup

𝑠<𝑘
𝑝𝑘.

За означенням верхньої границi, та враховуючи 𝑝𝑘 → 0, отримуємо при 𝑠→ ∞

0 ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ lim sup

𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
≤ lim sup

𝑘→∞
𝑝𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑝𝑘 = 0.

Тому вiдношення має нульову границю. Згiдно з рiвностями (3) отримаємо

D𝜇(𝑛)
E𝜇(𝑛)

=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)

E𝜇(𝑛)
= 1−

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2

E𝜇(𝑛)
→ 1, 𝑛→ ∞.
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Теорема 1. Нехай 𝑡 ≥ 0, 𝑝𝑛 → 0, 𝑛→ ∞. Тодi:

Якщо
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 <∞, то:

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 →

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

∞∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 ∈ (0,∞), 𝑛→ ∞,

iнакше:

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 ∼ 1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑡+1, 𝑛→ ∞.

Доведення. З леми (2) для будь-якого 𝑠 ≥ 1 маємо нерiвностi

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 < ln

𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1

1− 𝑝𝑘
.

Оскiльки 𝑝𝑛 → 0 оцiнивши верхню суму замiнивши знаменник на мiнiмальний,
подiбно до доведення леми (3) отримуємо

1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 < ln

𝐴𝑛

𝐴𝑠

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚 <

1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
· 1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑡+1.

Якщо
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 <∞, то рiзниця логарифму та сум обмежена зверху границею

цього ряду на деяку константу, а враховуючи, що за лемою (1)

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 =

∞∑︁
𝑚=𝑡+1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚,

то видно монотонне зростання послiдовностi за 𝑛. Отже, вона iснує та дорiв-
нює нескiнченiй сумi, при тому додатнiй, що доводить першу частину теореми.

Надалi
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
𝑡+1 → ∞. Подiливши, будемо мати

1 <

ln 𝐴𝑛

𝐴𝑠
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)
𝑚

1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=𝑠+1

(𝑝𝑘)𝑡+1

<
1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
;

1 <

ln 𝐴𝑛

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 −

(︂
ln 𝐴𝑠

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑠∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚

)︂
1

𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1 −
(︂

1
𝑡+1

𝑠∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1

)︂ <
1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
.
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Подiливши чисельник та знаменник на 1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑡+1 → ∞, розглянемо нижню

та верхню границi послiдовностi за 𝑛. Тодi, оскiльки вирази в дужках вiд 𝑛 не
залежать, вони зникнуть i будемо мати

1 ≤ lim inf
𝑛→∞

ln 𝐴𝑛

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚

1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1

≤ lim sup
𝑛→∞

ln 𝐴𝑛

𝐴1
−

𝑡∑︀
𝑚=1

1
𝑚

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚

1
𝑡+1

𝑛∑︀
𝑘=2

(𝑝𝑘)𝑡+1

≤ 1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘

Тепер середня частина вiд 𝑠 не залежить, i в силу довiльностi 𝑠, коли 𝑠→ ∞

1

1− sup
𝑠<𝑘

𝑝𝑘
→ 1

1− lim sup
𝑘→∞

𝑝𝑘
=

1

1− lim
𝑘→∞

𝑝𝑘
= |𝑝𝑘 → 0| = 1.

Отже, маємо рiвнiсть нижньої та верхньої границь одиницi, тому

ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
𝑡∑︁

𝑚=1

1

𝑚

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑚 ∼ 1

𝑡+ 1

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
𝑡+1, 𝑛→ ∞

Наслiдок 1. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛.

Доведення. Вiзьмемо у теоремi (1) 𝑡 = 0. Якби було
∞∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘 = E𝜇(𝑛) < ∞,

то за першою частиною теореми ln𝐴𝑛 → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, але це не так, тому маємо
виконання другої частини та еквiвалентнiсть

ln
𝐴𝑛

𝐴1

∼
𝑛∑︁

𝑘=2

𝑝𝑘 ⇒ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛 i за лемою (3) ⇒ D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛.

Наслiдок 2. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

Якщо
∞∑︀
𝑘=1

(𝑝𝑘)
2 <∞, то:

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0,∞),

iнакше:

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) ∼ 1

2

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
2.

Доведення. Беремо у теоремi (1) 𝑡 = 1, помiтимо математичне сподiвання.
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Оскiльки математичне сподiвання та дисперсiя приймають участь у грани-
чних теоремах, то природно виникає питання, коли можна їх замiнити на еквi-
валентностi, а коли доведеться уточнювати асимптотику. Окрiм того, маємо
на метi використовувати саме накопичену iнтенсивнiсть 𝐴𝑛 для асимптотичних
виразiв. Дисперсiя найчастiше стоїть у знаменнику, тому для неї достатньо еквi-
валентностi, то ж насправдi залишається з’ясовувати точну асимптотику для
математичного сподiвання.

Перед тим як перейти до граничних теорем, розглянемо декiлька прикладiв,
якi покажуть точнi асимптотики.

Приклад 1. Нехай 𝐴𝑛 = 1 + 𝜆 ln𝑛, 𝜆 > 0, тодi

𝑝𝑛 = 1− 1 + 𝜆 ln(𝑛− 1)

1 + 𝜆 ln𝑛
=

−𝜆 ln
(︀
1− 1

𝑛

)︀
1 + 𝜆 ln𝑛

=
𝜆

𝑛(1 + 𝜆 ln𝑛)
+𝑂

(︂
1

𝑛2 ln𝑛

)︂
.

Помiтимо, що ряд з 𝑝2𝑛 є збiжним. Тому за наслiдком (2) маємо

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0,∞).

Тут ln𝐴𝑛 = ln(1 + 𝜆 ln𝑛). Пiсля спрощень та об’єднання констант буде

ln ln𝑛− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Приклад 2. Нехай 𝐴𝑛 = 𝑛𝜏 , 𝜏 > 0, тодi

𝑝𝑛 = 1−
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝜏

= 1−
(︂
1− 1

𝑛

)︂𝜏

=
𝜏

𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
Знову, ряд з 𝑝2𝑛 є збiжним. Тому за наслiдком (2) маємо

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ (0,∞).

Тут ln𝐴𝑛 = 𝜏 ln𝑛. Пiсля спрощень та об’єднання констант буде

𝜏 ln𝑛− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Приклад 3. Нехай 𝐴𝑛 = 𝑒𝑛
𝛽
, 0 < 𝛽 < 1, тодi зробивши деякi технiчнi дiї

над рядами експоненти та бiномiальним рядом можна отримати

𝑝𝑛 =

[1/(1−𝛽)]∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠−1𝛽𝑠

𝑠!

1

𝑛𝑠(1−𝛽)
+𝑂

(︂
1

𝑛([1/(1−𝛽)]+1)(1−𝛽)

)︂
У сумi саме такi доданки,що ряд з залишкових членiв збiгається.Помiтимо,
що ряд з 𝑝2𝑛 є збiжним при 0 < 𝛽 < 1/2 i за наслiдком (2) у термiнах ln𝐴𝑛

0 < 𝛽 < 1/2 : ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Якщо для 𝛽 ≥ 1/2 хочемо асимптотику збiжностi саме до константи,
доведеться окрiм суми перших степенiв вiднiмати наступнi до степенi 𝑡, поки

не отримаємо збiжний ряд, що вiдбудеться при 𝑡 =
[︁

1
1−𝛽

]︁
.
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Коли 1
1−𝛽

— цiле число, буде виникати логарифм з асимптотики гармонi-
чного ряду. А у промiжках присутнi степенi, якi теж можна точно оцiнити.
Без технiчних подробиць наведемо результати у термiнах ln𝐴𝑛:

𝛽 =
1

2
: ln𝐴𝑛 −

1

4
ln ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

1

2
< 𝛽 <

2

3
: ln𝐴𝑛 −

1

2
· 𝛽2

2𝛽 − 1
· (ln𝐴𝑛)

2𝛽−1
𝛽 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

𝛽 =
2

3
: ln𝐴𝑛 −

2

3

√︀
ln𝐴𝑛 +

2

27
ln ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Данi приклади можна об’єднувати i написати асимптотику для

𝐴𝑛 = 𝑒𝑛
𝛽

𝑛𝜏 (1 + 𝜆 ln𝑛), 0 ≤ 𝛽 < 1, 𝜏 ≥ 0, 𝜆 ≥ 0.

Результатом у найбiльш точнiй формi, який додатково стартує з однакового з

математичним сподiванням значенням, вважаючи, що 𝑛0−1
0

= ln𝑛,
1∑︀

𝑠=2

= 0, коли

таке виникає, буде

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

−
[1/(1−𝛽)]∑︁

𝑠=2

(−1)𝑠𝛽𝑠

𝑠!
· 𝑛

1−𝑠(1−𝛽) − 1

1− 𝑠(1− 𝛽)
− E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛→ ∞.

Тобто 𝜏, 𝜆 прихованi всерединi ln𝐴𝑛, окрiм того навiть при 𝛽 = 1 отримується
розумна асимптотика, але тодi це вже не випадок 𝑝𝑛 → 0. Правомiрною постає
гiпотеза щодо такого ж вигляду асимптотики для деякого коефiцiєнту 𝛽, який
можна було б означити, наприклад, як 𝛽 := lim

𝑛→∞
ln ln𝐴𝑛

ln𝑛
, але це питання ще по-

требує додаткових дослiджень, i скорiше за все занурення у теорiю монотонних
правильно змiнних функцiй. Надалi сформулюємо результати для граничних
теорем теорiї ймовiрностей, коли вiдсутня необхiднiсть у доданках iз суми та
визначеннi 𝛽.

3. Центральна гранична теорема. Покажемо спочатку доведення вiдо-
мого результату для справжнiх моментiв суми незалежних випадкових величин,
якими якраз є iндикатори рекордiв.

Теорема 2. Нехай D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛)

⇒ 𝑁(0, 1)

Доведення. З’ясуємо виконання ЦГТ для 𝜇(𝑛), перевiривши достатнi умови
у формi Ляпунова.

∃𝛿 > 0 : lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

E |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘|2+𝛿

(︁√︀
D𝜇(𝑛)

)︁2+𝛿
= 0
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Вiзьмемо 𝛿 = 1.

𝑛∑︀
𝑘=1

E |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘|3

(D𝜇(𝑛))3/2
=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝3𝑘(1− 𝑝𝑘) + (1− 𝑝𝑘)
3𝑝𝑘

(D𝜇(𝑛))3/2
=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)(𝑝
2
𝑘 + (1− 𝑝𝑘)

2)

(D𝜇(𝑛))3/2
≤

≤

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)

(D𝜇(𝑛))3/2
=

1√︀
D𝜇(𝑛)

→ 0, оскiльки D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞.

Теорема 3. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 = 𝑜
(︁√︀

ln𝐴𝑛

)︁
⇕

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛

⇒ 𝑁(0, 1)

Доведення. Iз загальних умов теореми та наслiдку (1) маємо

D𝜇(𝑛) ∼ E𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞.

Тому, iз теореми (2) виконується ЦГТ у виглядi

𝜉𝑛 :=
𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀

D𝜇(𝑛)
⇒ 𝜉 ∼ 𝑁(0, 1)

Враховуючи еквiвалентнiсть D𝜇(𝑛) ∼ ln𝐴𝑛, за теоремою Слуцького

𝜂𝑛 :=
𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√

ln𝐴𝑛

= 𝜉𝑛

√︀
D𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛

⇒ 𝜉 · 1 ∼ 𝑁(0, 1)

Достатнiсть. Згiдно наслiдку (2) пiсля спрощення констант

ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 або ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛) ∼
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝2𝑘

В будь-якому разi з умови теореми випливає∆𝑛 := (ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛)) /
√
ln𝐴𝑛 → 0,

звiдки за теоремою Слуцького

𝛽𝑛 :=
𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√

ln𝐴𝑛

= 𝜂𝑛 −∆𝑛 ⇒ 𝜉 − 0 ∼ 𝑁(0, 1).

Необхiднiсть. Будемо доводити вiд супротивного. Нехай виконується ЦГТ у
виглядi 𝛽𝑛 ⇒ 𝑁(0, 1), але порушується перша умова, тобто

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 ̸= 𝑜
(︁√︀

ln𝐴𝑛

)︁
, звiдки необхiдно

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 → ∞.
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Оскiльки у цьому випадку, згiдно наслiдку (2) та з леми (2)

1 + ln
𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) ∼ 1

2

𝑛∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘)
2 та 1 + ln

𝐴𝑛

𝐴1

− E𝜇(𝑛) >
1

2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝑝𝑘 > 0,

то порушення першої умови означає iснування додатної (можливо нескiнченої)
верхньої границi

𝐶 := lim sup
𝑛→∞

1 + ln 𝐴𝑛

𝐴1
− E𝜇(𝑛)

√
ln𝐴𝑛

= lim sup
𝑛→∞

∆𝑛 ∈ (0,∞]

Використаємо виконання ЦГТ у двох виглядах: 𝛽𝑛 ⇒ 𝑁(0, 1), 𝜂𝑛 ⇒ 𝑁(0, 1),
розглянувши їх на пiдпослiдовностi {𝑛𝑘, 𝑘 ≥ 1}, де lim

𝑘→∞
∆𝑛𝑘

= 𝐶. Враховуючи

𝛽𝑛𝑘
+∆𝑛𝑘

= 𝜂𝑛𝑘
, за теоремою Слуцького для 0 < 𝐶 <∞ отримаємо суперечнiсть

з рiзними граничними розподiлами

𝑁(0, 1) + 𝐶 ⇐ 𝛽𝑛𝑘
+∆𝑛𝑘

= 𝜂𝑛𝑘
⇒ 𝑁(0, 1).

Якщо 𝐶 = ∞, подiлимо рiвнiсть на ∆𝑛𝑘
i отримаємо суперечнiсть

1 ⇐ 𝛽𝑛𝑘

∆𝑛𝑘

+ 1 =
𝜂𝑛𝑘

∆𝑛𝑘

⇒ 0.

Слiд зауважити, що розглянутi ранiше приклади показують граничнi випад-
ки для виконання теореми. Оскiльки теорема є двосторонньою, то асимптотика
ln𝐴𝑛 замiсть математичного сподiвання вичерпується на таких випадках.

4. Закон повторного логарифму. Покажемо спочатку виконання ЗПЛ
для справжнiх моментiв. Знову маємо випадок незалежних випадкових вели-
чин.

Теорема 4. Нехай D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

lim inf
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛) ln lnD𝜇(𝑛)

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛) ln lnD𝜇(𝑛)

=
√
2 м.н.

Доведення. З’ясуємо виконання ЗПЛ для 𝜇(𝑛), перевiривши умови теореми
Колмогорова для центрованих iндикаторiв 𝐼𝑘.

∃{𝑀𝑛 > 0, 𝑛 ≥ 1} :𝑀𝑛 = 𝑜

(︃√︃
D𝜇(𝑛)

ln lnD𝜇(𝑛)

)︃
, |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘| ≤𝑀𝑛.

Вiзьмемо 𝑀𝑛 = 2. Оскiльки D𝜇(𝑛) → ∞, то всi умови явно виконуються.

Теорема 5. Нехай 𝑝𝑛 → 0, 𝐴𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞. Тодi:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 = 𝑜
(︁√︀

ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

)︁
⇕

lim inf
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

=
√
2 м.н.
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Доведення. Доведення достатностi, враховуючи знання асимптотики рi-
зницi ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛), є прямим переходом до часткових границь пiд верхнiми
та нижнiми границями, подiбно до доведення ЦГТ, навiть без використання
результатiв по типу теореми Слуцького. Тому наведемо вiд супротивного дове-
дення необхiдностi.

Нехай виконуються ЗПЛ для точних моментiв за теоремою (4) та з асим-
птотичними замiнами, але не виконується достатня умова. Тодi, будемо мати
твердження

lim inf
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− ln𝐴𝑛√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

=
√
2 м.н.

⇕

lim sup
𝑛→∞

ln𝐴𝑛 − 𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 м.н., lim sup

𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

=
√
2 м.н.

I через порушення умови теореми маємо суперечнiсть

(0,∞] ∋ lim sup
𝑛→∞

ln𝐴𝑛 − E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= lim sup
𝑛→∞

(︂
ln𝐴𝑛 − 𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

+
𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

)︂
≤

≤ lim sup
𝑛→∞

ln𝐴𝑛 − 𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

+ lim sup
𝑛→∞

𝜇(𝑛)− E𝜇(𝑛)√
ln𝐴𝑛 ln ln𝐴𝑛

= −
√
2 +

√
2 = 0 м.н.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi наве-
дено загальнi оцiнки на точну асимптотику математичного сподiвання рекордiв
у 𝐹𝛼-схемi та критерiй, коли асимптотика виражається максимально просто
через накопичену iнтенсивнiсть у ЦГТ i ЗПЛ.

Iз розглянутих прикладiв видно, що можна означити деякий клас монотон-
них функцiй, для яких можна знайти параметри для подальшого вдосконалення
результатiв, що й буде дослiджуватися надалi.

Iншим напрямком може бути дослiдження випадку 𝑝𝑛 → 𝑝 > 0, але з по-
переднiх дослiджень ефекти випадку 𝑝𝑛 → 0 знову будуть мати вирiшальний
вплив, просто навколо точки 𝑝 > 0.
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IНТЕРПОЛЯЦIЙНА ЗАДАЧА НЬЮТОНА В КЛАСI
МЕРОМОРФНИХ ФУНКЦIЙ IЗ ШВИДКОЗРОСТАЮЧИМИ

ВУЗЛАМИ

Нехай (𝜆𝑘) — послiдовнiсть рiзних комплексних чисел така, що lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 = ∞ i⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1

Δ , Δ > 1. У роботi отримано асимптотичну оцiнку мероморфної функцiї,

поданої у виглядi ряду рацiональних дробiв:

𝐹 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

де (𝑎𝑘) — послiдовнiсть комплексних чисел така, що
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛

𝑢𝑛 ≤ 𝐶1, 𝑢 ∈ (1,Δ). Також

доведено, що мероморфну функцiю, що має нулi в точках {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюси в
точках {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N}, для якої зовнi кругiв 𝑈 (𝑢𝜆𝑘, 𝜎) := {|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘| ≤ 𝜎} (𝜎 > 0) вико-
нується:

|𝐹 (𝑧)| < 𝐶1

(︂
Δ

(Δ − 𝑢)
+

𝑢− 1

Δ (𝑢Δ − 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(Δ − 1) (Δ − 𝑢)

)︂
, 𝑟 = |𝑧| > 1 (𝐶1 > 0)

можна зобразити у виглядi вказаного функцiонального ряду, де

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁, Γ𝑘 = 𝜕𝑈 (𝜁;𝑅𝑘) , |𝜆𝑘| < 𝑅𝑘 < |𝜆𝑘+1|.

Ключовi слова: мероморфна функцiя, рацiональнi дроби, нулi, полюси.

1. Вступ. Iнтерполяцiйна задача полягає в знаходженнi умов, за яких у зада-
ному класi iснує функцiя 𝑓 , яка в точках 𝜆𝑘 приймає значення 𝑑𝑘: 𝑓(𝜆𝑘) = 𝑑𝑘. Ця
iнтерполяцiйна задача з рiзних бокiв вивчалась в працях багатьох математикiв
(див. [1–11]). Одним з аспектiв згаданої проблеми є питання про вiдновлення
функцiї 𝑓 за числами 𝑑𝑘. У деяких випадках таке вiдновлення можна здiйснити
за допомогою ряду Ньютона

𝑓 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑃𝑘(𝑧), 𝑃𝑛 (𝑧) =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘).
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Питання про розвинення цiлих функцiй в ряд Ньютона дослiджувалось в
працях А. Гельфонда [3–5], I. Iбрагiмова [10], С. Абдрашiтової [2], Б. Винни-
цького [7] та iнших. Добре вiдомим [5: 193] є таке твердження.

Теорема A. Якщо 𝑞 — деяке число, |𝑞| > 1, 𝜆𝑘 = 𝑞𝑘−1, то кожна цiла
функцiя 𝑓 , яка задовольняє умову

lim
𝑟→∞

(︂
ln𝑀𝑓 (𝑟)−

ln2𝑟

2ln |𝑞|
− ln 𝑟

2

)︂
= −∞,

розвивається в рiвномiрно збiжний в кожному крузi {𝑧 : |𝑧| ≤ 𝑟}, 0 < 𝑟 < +∞,
ряд Ньютона

𝑓 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑃𝑘(𝑧), 𝑃𝑛 (𝑧) =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘),

де 𝛼𝑘 := 𝛼𝑘(𝑓) :=
1
2𝜋

∫︀
|𝑡|=𝑟

𝑓(𝑡)
𝑃𝑘+1(𝑡)

𝑑𝑡, 𝑟 > max
{︀
|𝜆𝑖| : 𝑖 ∈ 1; 𝑘 + 1

}︀
.

А також такi твердження [3].
Теорема Б. Якщо для цiлої функцiї 𝑔(𝑧) справедлива нерiвнiсть:

|𝑔 (𝑧)| < 𝐴𝑒𝜔ln
2|𝑧|, 𝜔 <

1

2ln 𝛽
, 𝛽 > 1,

то вона розвивається в нескiнченний ряд:

𝑔 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝑧 − 𝛽)
(︀
𝑧 − 𝛽2

)︀
. . . (𝑧 − 𝛽𝑛) ,

який збiжний у всiй площинi C.
Теорема В. Якщо 𝑔 (𝛽𝑛) — цiлi числа (𝑛 = 1, 2, . . . ,∞) i цiла функцiя за-

довольняє нерiвнiсть

𝑔 (𝑧) < 𝑒
ln2|𝑧|
4ln 𝛽 |𝑧|−

1
2 𝜀 (|𝑧|) , lim

|𝑧|→∞
𝜀 (|𝑧|) = 0,

то 𝑔 (𝑧) — полiном.
Вiдомо (див. [12–14]), що мероморфну функцiю можна наблизити рацiональ-

ними функцiями. I, навпаки, маючи послiдовнiсть точок, можна побудувати ме-
роморфну функцiю, що має полюси в цих точках. У 1935 роцi Рене Лагранж
[1] описав властивостi мероморфної функцiї, зображеної рядом рацiональних
функцiй. Ряд, описаний в його роботi, має такий вигляд

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛
(𝑧 − 𝛼1) (𝑧 − 𝛼2) . . . (𝑧 − 𝛼𝑛)

(𝑧 − 𝛽1) (𝑧 − 𝛽2) . . . (𝑧 − 𝛽𝑛)
,

де 𝑎𝑛, 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 — комплекснi числа, (𝑛 = 1, 2, . . .), (𝛼𝑛 = 𝛼 + 𝑛𝑢; 𝛽𝑛 = 𝛽 + 𝑛𝑣).
Використавши описанi в [1] методи, А. О. Гельфонд i Д. М. Тоiдзе [4] побуду-

вали мероморфну у пiвплощинi функцiю 𝐹 , з простими полюсами {𝑘𝑢, 𝑘 ∈ N}
i нулями {𝑘, 𝑘 ∈ N}, яка задовольняє певнi умови росту. Були доведенi [3] такi
теореми.
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Теорема Г. Мероморфна функцiя 𝐹 (𝑧), яка зображена у виглядi ряду

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
(𝑧 − 1) (𝑧 − 2) . . . (𝑧 − (𝑛− 1))

(𝑧 − 𝑢) (𝑧 − 2𝑢) . . . (𝑧 − 𝑛𝑢)
,

що збiгається у пiвплощинi R (𝑧) > 𝜆 = �́�
1− 1

𝑢

, де

�́� =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
lim
𝑛→∞

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑢−𝑘 𝑎𝑘
𝑘

⃒⃒⃒⃒
ln𝑛

, якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑘
𝑘
𝑢−𝑘 − розбiжний,

lim
𝑛→∞

ln

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︀
𝑘=1

𝑢−𝑘 𝑎𝑘
𝑘

⃒⃒⃒⃒
ln𝑛

, якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑘
𝑘
𝑢−𝑘 − збiжний,

задовольняє умову

⃒⃒
𝐹 (𝛼 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒
< 𝐶𝑟1+�́�+2𝜀

(︂
1 + 𝑟cos 𝜃

𝑟

)︂𝛼(1− 1
𝑢)−�́�

𝑒𝜙(𝜃)𝑟.

Тут 𝑧 = 𝛼 + 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝜀 = 𝜀(𝑟) рiвномiрно прямує до нуля, коли 𝑟 → ∞, при
𝛼 > 𝜆, |𝜃| ≤ 𝜋

2
i |𝑧 − 𝑘𝑢| ≥ 𝛿, 𝑘 ∈ N, 𝑎𝑛 — довiльнi комплекснi числа, 𝑢 —

iррацiональне число, i

𝜙 (𝜃) =

(︂
1− 1

𝑢

)︂
cos 𝜃 ln

(︂
2𝑢 cos 𝜃√

𝑢2 − 2𝑢 cos 2𝜃 + 1

)︂
+ cos 𝜃

ln𝑢

𝑢
+

+

(︂
1 +

1

𝑢

)︂
sin 𝜃 arctg

(︂
𝑢+ 1

𝑢− 1
tg 𝜃

)︂
− 𝜋

2
|sin 𝜃| .

Теорема Д.[3] Мероморфну функцiю 𝐹 (𝑧) з простими нулями {𝑘, 𝑘 ∈ N}
та простими полюсами {𝑘𝑢, 𝑘 ∈ N}, яка задовольняє умову

⃒⃒
𝐹
(︀
𝛼 + 𝑟𝑒𝑖𝜃

)︀⃒⃒
< 𝐶(1 + 𝑟)1+�́�+2𝜀

(︂
1 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

1 + 𝑟

)︂𝛼(1− 1
𝑢)−𝑙

𝑒𝜙(𝜃)𝑟,

де 𝑢 > 1, |𝜃| ≤ 𝜋
2
, |𝑧 − 𝑘𝑢| ≥ 𝛿 > 0, 𝐶 — стала, 𝜀 рiвномiрно прямує до нуля,

коли 𝑟 → ∞, можна розвинути в ряд

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
(𝑧 − 1) (𝑧 − 2) . . . (𝑧 − (𝑛− 1))

(𝑧 − 𝑢) (𝑧 − 2𝑢) . . . (𝑧 − 𝑛𝑢)
,

який рiвномiрно збiжний, якщо R (𝑧) > 𝐿 > 1+𝑙
1− 1

𝑢

, R (𝑧) > 𝛼, |𝑧| < 𝑅, |𝑧 − 𝑘𝑢| ≥
≥ 𝛿, 𝑘 = 0;𝑛, для будь-яких додатних 𝑅 i 𝛿.

Ми узагальнюємо цi результати на випадок вузлiв, що швидко зростають.
2. Основнi результати. Нехай {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} — послiдовнiсть рiзних ком-

плексних чисел з точкою згущення на ∞, така що |𝜆𝑘/𝜆𝑘+1| ≤ 𝛿 < 1. Отрима-
ємо в деякiй мiрi аналоги Теорем Г i Д для функцiї 𝐹 , яка має нулi в точках
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{𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюси в точках {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N}, де 1 < 𝑢 < ∆ := 1/𝛿. Розглянемо
ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
, (1)

де 𝑎𝑛 — комплекснi числа такi, що ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 є збiжним.

Теорема 1. Якщо
∑︀∞

𝑛=1
𝑎𝑛
𝑢𝑛 ≤ 𝐶1,

⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 𝛿 < 1, 1 < 𝑢 < ∆ := 1/𝛿, то ряд

(1) рiвномiрно збiгається на кожному компактi з C∖{𝑢𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N} до функцiї
𝐹 i справедлива оцiнка

|𝐹 (𝑧)| <

(︃
ln 𝑟(︀

1− 𝑢
Δ

)︀
ln∆

+
𝐶1 (𝑢− 1)

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟

)︃
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
для |𝑧 − 𝑢𝜆𝑘| ≥ 𝜎 > 0, 𝑟 = |𝑧| > 1.

Доведення. Виберемо фiксоване значення |𝑧| = 𝑟. Не зменшуючи загаль-
ностi, вважатимемо, що 𝑟 > 1. Тодi, знайдеться таке натуральне число 𝑚, що
𝑢|𝜆𝑚| < ∆|𝜆𝑚| ≤ 𝑟 < ∆|𝜆𝑚+1|. Нехай

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
=

𝑚+1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
+

∞∑︁
𝑛=𝑚+2

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
=: 𝐼1+𝐼2.

Тодi |𝐹 (𝑧)| ≤ |𝐼1|+ |𝐼2|. Знайдемо оцiнку для 𝐼1 =
𝑚+1∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧−𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧−𝑢𝜆𝑘)
. Оскiльки

для
⃒⃒
𝑧
𝑙

⃒⃒
< 1 справедливе розвинення ln

(︀
1− 𝑧

𝑙

)︀
= −

∞∑︀
𝑗=1

1
𝑗

(︀
𝑧
𝑙

)︀𝑗
, то

|𝐼1| ≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ln

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝜆𝑘)−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln

(︂
1− 𝜆𝑘

𝑧

)︂
−

𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln

(︂
1− 𝑢𝜆𝑘

𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︃
−

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑢𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Окрiм цього, якщо ∆ > 𝑢, то збiжним до деякого числа є ряд

∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗(Δ𝑗 − 1)
≤ 𝑢(𝑢− 1)

(∆− 1)(∆− 𝑢)
.

Тому, враховуючи, що

𝑢|𝜆𝑚| < ∆|𝜆𝑚| ≤ 𝑟 < ∆|𝜆𝑚+1|,⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘
𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

∆

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘
𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘+1

𝜆𝑘+2

⃒⃒⃒⃒
. . .

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑚−1

𝜆𝑚

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
∆𝜆𝑚
𝑟

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

∆𝑚−𝑘+1
,

маємо

|𝐼1| ≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︂
1

∆𝑚−𝑘+1

)︂𝑗
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑟 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗∆𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︂
1

∆𝑗

)︂𝑚−𝑘
)︃

≤

≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑟 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗(Δ𝑗 − 1)

)︃
≤

𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑟 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

(︂
𝑢(𝑢− 1)

(∆− 1)(∆− 𝑢)

)︂
≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|

𝑟
(︁
1− 𝑢|𝜆𝑚|

Δ|𝜆𝑚|

)︁ ≤

≤ ∆/ |𝜆1|
(∆− 𝑢)

exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
∆𝑚 |𝜆1|

≤

≤ ∆/ |𝜆1|
(∆− 𝑢)

exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
𝑢𝑛

≤ ∆𝐶1

(∆− 𝑢)
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
,

бо 𝑟 ≥ ∆ |𝜆𝑚| ≥ ∆𝑚 |𝜆1| i
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 ≤ C1.

Знайдемо оцiнку для 𝐼2,

|𝐼2| ≤
∞∑︁

𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒exp

⎛⎜⎜⎝ln

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⎞⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
∞∑︁

𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

(︃
𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝜆𝑘) −
𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝑢𝜆𝑘) +

+
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑘

)︂
−

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑘

)︂ )︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤
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≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑛|𝑢𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

(︃
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢𝑗

(︂
𝑧

𝜆𝑘

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|

𝑢𝑛 |𝜆𝑛|
⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑛

⃒⃒⃒×
×exp

(︃
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢𝑗

(︂
𝑟

|𝜆𝑘|

)︂𝑗

(cos𝜙)𝑗
)︃

≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|

𝑢𝑛 |𝜆𝑛|
⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑛

⃒⃒⃒×
×exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚+1

(︂
𝑟

|𝜆𝑘|

)︂2𝑗
)︃

≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|

𝑢𝑛 |𝜆𝑚+2|
(︁
1− Δ|𝜆𝑚+1|

𝑢|𝜆𝑛|

)︁exp(︃ ∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗
∆2𝑗

∆2𝑗 − 1

)︃
≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
𝑢𝑛∆ |𝜆𝑚+1|

(︀
1− 1

𝑢

)︀exp(︃− ∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗

)︃
≤

≤ ∆(𝑢− 1)

(𝑢∆− 1)
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
𝑢𝑛∆2 |𝜆𝑚|

≤

≤ C1 (𝑢− 1)

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
.

бо cos𝜙 = 𝑟
𝑢|𝜆𝑘|

, де 𝜙 = arg 𝑧 − arg (𝑢𝜆𝑘) (див. рис. 1).

Рис. 1

Об’єднавши оцiнки для 𝐼1 i 𝐼2, отримаємо

|𝐹 (𝑧)| ≤ ∆𝐶1

(∆− 𝑢)
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
+

C1 (𝑢− 1)

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
≤

≤ 𝐶1

(︂
∆

(∆− 𝑢)
+

𝑢− 1

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
.

Звiдки на основi ознаки Веєрштрасса робимо висновок про справедливiсть тео-
реми 1. ■
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Теорема 2. Якщо 1 < 𝑢 < ∆,
⃒⃒⃒

𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1/∆, i функцiя 𝐹 (𝑧), маючи простi

нулi в точках {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюси в точках {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N}, задовольняє
умову

|𝐹 (𝑧)| < 𝐶1

(︂
∆

(∆− 𝑢)
+

𝑢− 1

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢(𝑢− 1)

(∆− 1)(∆− 𝑢)

)︂
, 𝑟 = |𝑧| > 1, (2)

зовнi кругiв 𝑈(𝑢𝜆𝑘, 𝜎) (С1 — деяка додатна стала), то 𝐹 (𝑧) можна зобразити
у виглядi ряду (1), де

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁.

Доведення. Деякi мiркування повторимо з [1]. Нехай мероморфна фун-
кцiя 𝐹 (𝑧) з простими нулями в точках {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюсами в точках
{𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} задовольняює умову (2). Очевидною є рiвнiсть

𝑅0 −𝑅𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑅𝑘−1 −𝑅𝑘, (3)

де

𝑅𝑛 (𝑧) =
𝑃𝑛 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑛

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑛 (𝜁)

𝑃𝑛 (𝜁)
𝑑𝜁, (4)

Причому контур iнтегрування Γ𝑛 є колом радiусу 2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛| з центром в точцi
(0; 0). Тодi

𝑅𝑘−1 −𝑅𝑘 =
𝑃𝑘−1 (𝑧)

𝑄𝑘−1 (𝑧)

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘−1

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘−1 (𝜁)
𝑑𝜁 − 𝑃𝑘 (𝑧)

𝑄𝑘 (𝑧)

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑘 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁.

(5)
Полюси функцiї 𝐹 в точках 𝑢𝜆𝑘, 𝑢𝜆𝑘+1, . . . (не погашенi нулями 𝑄𝑘−1) ле-

жать поза контуром Γ𝑘, бо 2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑘| < 𝑢|𝜆𝑘|. А полюси пiдiнтегральної функцiї,
що породженi нулями 𝑃𝑘, лежать в серединi Γ𝑘 (бо 2𝑢

𝑢+1
|𝜆𝑘| > |𝜆𝑘|). Тому в

першому iнтегралi (5), контур Γ𝑘−1 можна замiнити на Γ𝑘. Отже, мають мiсце
спiввiдношення

𝑅𝑛−𝑅0 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘
𝑃𝑘−1 (𝑧)

𝑄𝑘 (𝑧)
, 𝑎𝑘 =

𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁. (6)

Ще розглянемо один iнтеграл по невеликому колу Γ𝑠 (у вiд’ємному напря-
мi), для одного iз значень 𝑘 = 𝑠, в залежностi вiд положення полюса в пiдiнте-
гральнiй функцiї в (4) в точцi 𝜁 = 𝑧. Згiдно iнтегральної теореми Кошi, такий
iнтеграл рiвний −𝐹 (𝑧) .

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑠

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑠(𝜁)

𝑃𝑠(𝜁)

𝑃𝑠(𝑧)

𝑄𝑠(𝑧)
𝑑𝜁 = −𝐹 (𝑧) . (7)
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Доведемо, що 𝑅𝑛 → 0, коли 𝑛 → ∞. Тут 𝑚 — таке натуральне число, що
𝑢|𝜆𝑚| < ∆|𝜆𝑚| ≤ 𝑟 < ∆|𝜆𝑚+1|, звiдки

⃒⃒
𝜆𝑘

𝑧

⃒⃒
≤ 1

Δ𝑚−𝑘+1 .

⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝜆𝑘) −
𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ×

×exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑘

)︂
−

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑘

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

(︃
−

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑢𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢𝑗

(︂
𝑧

𝜆𝑘

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗𝑢𝑗
1

∆𝑗 − 1

)︃
× exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚+1

(︂
𝑟

|𝜆𝑘|

)︂2𝑗
)︃

≤

≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗
∆2𝑗

∆2𝑗 − 1

)︃
≤

exp
(︁

𝑢(𝑢−1)
(Δ−1)(Δ−𝑢)

)︁
𝑢𝑛−𝑚

.

З iншого боку, якщо 𝜁 = 2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛|𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ∈ [0; 2𝜋], то

⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑛 (𝜁)

𝑃𝑛 (𝜁)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒exp

⎛⎜⎜⎝ln

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝑢𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝜆𝑘)

⎞⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒exp

⎛⎜⎜⎝ln

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝑢𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝜆𝑘)

⎞⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤

≤ 1

𝑢
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln
2𝑢𝜆𝑛
𝑢+ 1

+ ln

(︂
1− (𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝜆𝑛

)︂
− ln

2𝑢𝜆𝑛
𝑢+ 1

ln

(︂
1− (𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝑢𝜆𝑛

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

𝑢
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︃
−

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
(𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝜆𝑛

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
(𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝑢𝜆𝑛

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑢
exp

𝑛−1∑︁
𝑘=1

⎛⎝−
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑢+ 1

2∆

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︃
𝑢+ 1

2𝑢|∆|𝑛−𝑘

)︃𝑗
⎞⎠ ≤

≤ 1

𝑢

(︂
1− 𝑢+ 1

2∆

)︂𝑛−1

exp
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗 (∆𝑗 − 1)

(︂
𝑢+ 1

2𝑢

)︂𝑗

≤ 2

𝑢− 1

(︂
1− 𝑢+ 1

2∆

)︂𝑛−1

.

Тому, використовуючи оцiнку (2), отримуємо

|𝑅𝑛(𝑧)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋

∫︁
Γ𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑛 (𝜁)

𝑃𝑛 (𝜁)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝜁| ≤
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≤
2exp

(︁
𝑢(𝑢−1)

(Δ−1)(Δ−𝑢)

)︁(︀
1− 𝑢+1

2Δ

)︀𝑛−1

𝑢𝑛−𝑚(𝑢− 1)

2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛|⃒⃒⃒
2𝑢|𝜆𝑛|
𝑢+1

− 𝑟
⃒⃒⃒𝑀𝐹

(︂
2𝑢

𝑢+ 1
|𝜆𝑛|

)︂
≤

≤
2exp

(︁
𝑢(𝑢−1)

(Δ−1)(Δ−𝑢)

)︁
𝑢𝑛−𝑚

|𝜆𝑛|𝑀𝐹

(︀
2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛|
)︀

|𝜆𝑛|
⃒⃒⃒

𝑟
|𝜆𝑛| −

2𝑢
𝑢+1

⃒⃒⃒ (︂1− 𝑢+ 1

2∆

)︂𝑛−1

≤

≤ 2𝐶1exp

(︂
2𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
𝑟
(︀
1− 𝑢+1

2Δ

)︀𝑛−1

𝑢𝑛
⃒⃒⃒

𝑟
|𝜆𝑛|

− 2𝑢
𝑢+1

⃒⃒⃒ 𝑢− 1

(𝑢∆− 1) 2𝑢(Δ−𝑢)
𝑢+1

|𝜆𝑛|
,

Звiдки випливає, що для кожного фiксованого 𝑟 ∈ R, 𝑅𝑛 → 0, якщо 𝑛→ ∞.
Таким чином, врахувавши (3), (6) i (7) i спрямувавши 𝑛→ ∞, отримаємо такий
вигляд функцiї 𝐹

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑃𝑘−1(𝑧)

𝑄𝑘(𝑧)
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

𝑘−1∏︀
𝑚=1

(𝑧 − 𝜆𝑚)

𝑘∏︀
𝑚=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑚)

.

Теорема 2 доведена. ■
Зауваження 1. Використовуючи (6), на основi теорiї лишкiв, можна отри-

мати вираз для 𝑎𝑘

𝑎𝑘 = 𝜆𝑘 (𝑢− 1)
𝑘∑︁

𝑚=1

𝐹 (𝜆𝑚)

𝑘−1∏︀
𝑗=1

(𝜆𝑚 − 𝑢𝜆𝑗)

𝑘∏︀
𝑗 = 1,
𝑗 ̸= 𝑚

(𝜆𝑚 − 𝜆𝑗)

.

3. Висновки. Отже, в роботi отримано оцiнку ряду (1) на кожному компа-

ктi з C∖{𝑢𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N}, якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 ≤ С1,

⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1

Δ
< 1. З iншого боку показано,

що мероморфну в C функцiю 𝐹 з простими полюсами {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та нулями
{𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} для якої справедлива оцiнка (2), можна розвинути в ряд Ньютона
(1). Окрiм того, знайдено вигляд коефiцiєнтiв 𝑎𝑛 цього ряду через 𝜆𝑘.
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Onys’ko V. Z., Sheparovych I. B. Newton's interpolation problem in the class
of meromorphic functions with the fast-growing nodes.

Let (𝜆𝑘) be a sequence of different complex numbers such that lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 = ∞ and⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1

Δ , Δ > 1. In the paper there obtain an asymptotic estimate for meromorphic

function presented as series of rational fractions

𝐹 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
,

where (𝑎𝑘) is a sequence of complex numbers such that
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛

𝑢𝑛 ≤ 𝐶1, 𝑢 ∈ (1,Δ). Moreover,

there proved that the meromorphic function having zeros at the points {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} and
poles at the points {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} holds outside the disks 𝑈 (𝑢𝜆𝑘, 𝜎) := {|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘| ≤ 𝜎}
(𝜎 > 0), for which condition

|𝐹 (𝑧)| < 𝐶1

(︂
Δ

(Δ − 𝑢)
+

𝑢− 1

Δ (𝑢Δ − 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(Δ − 1) (Δ − 𝑢)

)︂
, 𝑟 = |𝑧| > 1 (𝐶1 > 0)

can be represented in the form of the mentioned functional series, where

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁, Γ𝑘 = 𝜕𝑈 (𝜁;𝑅𝑘) , |𝜆𝑘| < 𝑅𝑘 < |𝜆𝑘+1|.

Keywords: meromorphic function, rational fractions, zeros, poles.
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КЛАСИФIКАЦIЯ НЕIЗОМОРФНИХ ГРУП ДЕЯКОГО КЛАСУ
ЧЕРНIКОВСЬКИХ 3-ГРУП

В цiй роботi описуються з точнiстю до iзоморфiзму деякi чернiкоськi 3-групи, що
є циклiчними розширеннями повних абелевих 3-груп з умовою мiнiмальностi.

Нехай C3∞ — адитивна квазiциклiчна 3-група, а C𝑛
3∞ — зовнiшня пряма сума 𝑛

екземплярiв квазiциклiчної 3-групи C3∞ для деякого натурального числа 𝑛. Добре
вiдомо, що група AutC𝑛

3∞ iзоморфна повнiй лiнiйнiй групi GL(𝑛,Z3), де Z3 — кiльце
цiлих 3-адичних чисел. Тому надалi для довiльної матрицi 𝐴 ∈ GL(𝑛,Z3) та довiльного
елемента 𝑐 ∈ C𝑛

3∞ через 𝐴(𝑐) позначатимемо образ елемента 𝑐 при автоморфiзмi, що
вiдповiдає матрицi 𝐴. Нехай {𝑎𝑟 | 𝑟 ∈ N0} — множина всiх твiрних елементiв групи
C3∞ , де N0 = N ∪ {0}, причому 3𝑎0 = 0, 3𝑎𝑟 = 𝑎𝑟−1 для довiльного 𝑟 ∈ N.

Розглянемо циклiчну адитивну групу 𝐻 порядку 27 з твiрним елементом ℎ i де-
яке матричне зображення Γ цiєї групи степеня 𝑛 над кiльцем Z3. Образ будь-якого
елемента ℎ′ групи 𝐻 позначатимемо через Γℎ′ . Визначимо дiю · групи 𝐻 на групi
C𝑛

3∞ за правилом ℎ′ · 𝑐 = Γℎ′(𝑐) для довiльних елементiв ℎ′ ∈ 𝐻 i 𝑐 ∈ C𝑛
3∞ . Пiдкре-

слимо, що ядро Ker Γ є пiдгрупою стабiлiзатора кожного елемента iз C𝑛
3∞ . Нескладно

переконатися, що множина

𝐴(C𝑛
3∞ , 𝐻,Γ) = {𝑐 ∈ C𝑛

3∞ | ℎ · 𝑐 = 𝑐}

є пiдгрупою групи C𝑛
3∞ . Для матричного зображення Γ групи 𝐻 та деякого елемента

𝑐 ∈ 𝐴(C𝑛
3∞ , 𝐻,Γ) побудуємо групу 𝐺(Γ, 𝑐) наступним чином:

𝐺(Γ, 𝑐) = 𝐻 × C𝑛
3∞ ,

а бiнарна операцiя + задається так

(𝑖ℎ, 𝑐1) + (𝑗ℎ, 𝑐2) = ((𝑖 + 𝑗)ℎ, 𝜇𝑖,𝑗𝑐 + 𝑗ℎ · 𝑐1 + 𝑐2),

де 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 26}, 𝑐1, 𝑐2 ∈ C𝑛
3∞ ,

𝜇𝑖,𝑗 =

{︂
0, якщо 𝑖 + 𝑗 < 27,
1, якщо 𝑖 + 𝑗 ≥ 27.

Вiдомо, що таким чином побудована група є циклiчним розширенням групи C𝑛
3∞ за

допомогою групи 𝐻, а як наслiдок, є чернiковською 3-групою.
В роботi описанi з точнiстю до iзоморфiзму всi чернiковськi 3-групи, фактор-група

яких за максимальною повною абелевою пiдгрупою є циклiчною групою порядку 27 i
якi визначаються матричним Z3-зображенням [3]

Γ : ℎ →

⎛⎝ 𝜂 ⟨𝑡⟩ 0

0 𝜉 ⟨𝑢⟩
0 0 𝜀

⎞⎠ ,
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де 𝜂 — незвiдна Z3-матриця 18-го порядку вигляду⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜀 =

(︂
0 −1
1 −1

)︂
, ⟨𝑡⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1

1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ⟨𝑢⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1

1
0
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ключовi слова: чернiковська група, матричне зображення групи, незвiдна компо-
нента зображення.

1. Вступ. Нехай 𝐻 = ⟨ℎ⟩ — циклiчна група 27-го порядку; 𝜂, 𝜉, 𝜀 — первiснi
коренi з 1 вiдповiдно 27-го, 9-го i 3-го степенiв; Z3 — кiльце цiлих 3-адичних
чисел. Розглянемо Z3-зображення групи 𝐻 вигляду:

Γ : ℎ→ Γℎ =

⎛⎝ 𝜂 ⟨𝑡⟩ 0

0 𝜉 ⟨𝑢⟩
0 0 𝜀

⎞⎠ , (1)

де 𝑡 = 𝜂 − 1, 𝑢 = 𝜉 − 1. Опишемо всi не iзоморфнi розширення групи C26
3∞ , що є

розширенням прямої суми 26-ти екземплярiв 3-групи C3∞ , за допомогою групи
𝐻, i якi визначаються зображенням Γ. Iз [1] слiдує, що кожне таке розширення
цiлком визначається елементом𝑚 групи C𝑛

3∞ , що задовольняє умовi Γℎ (𝑚) = 𝑚.
Надалi всюди через 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . будемо позначати твiрнi елементи квазiци-

клiчної 3-групи C3∞ , якi задовольняють умовам 3𝑎0 = 0, 3𝑎𝑖 = 𝑎𝑖−1 (𝑖 = 1, 2, . . .).
Якщо 𝑢 — елемент квазiциклiчної 3-групи C3∞ , то для довiльного натурального
числа 𝑘 через 𝑢(𝑘) будемо позначати елемент групи C𝑘

3∞ вигляду

(𝑢, 𝑢, . . . , 𝑢)⏟  ⏞  
𝑘 раз

.

Теорема 1. Нехай

𝑚 (𝑖, 𝑗, 𝑘) =
(︀
𝑘𝑎0 − 𝑗𝑎0, 𝑘𝑎0

(8), −𝑘𝑎0(9), 𝑗𝑎0 − 𝑖𝑎0, 𝑗𝑎0
(2), −𝑗𝑎0(3), 𝑖𝑎0, −𝑖𝑎0

)︀
,

де 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2. Тодi

𝐴
(︀
C26

3∞ , 𝐻,Γ
)︀
= {𝑚 (𝑖, 𝑗, 𝑘) | 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2} .

Доведення. За означенням групи 𝐴 (C26
3∞ , 𝐻,Γ) ця група складається з усiх

таких елементiв 𝑚 ∈ C26
3∞ , що

Γℎ (𝑚) = 𝑚. (2)

Нехай 𝑚 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), де

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥18) ∈ C18
3∞ , 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥18 ∈ C3∞ ,
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𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦6) ∈ C6
3∞ , 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦6 ∈ C3∞ ,

𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) ∈ C2
3∞ , 𝑧1, 𝑧2 ∈ C3∞ .

Тодi iз (2) слiдує, що

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜀 · 𝑧𝑇 = 𝑧𝑇 ,

𝜉 · 𝑦𝑇 + ⟨𝑢⟩ 𝑧𝑇 = 𝑦𝑇 ,

𝜂 · 𝑥𝑇 + ⟨𝑡⟩ 𝑦𝑇 = 𝑥𝑇 ,

(3)

де 𝑥𝑇 , 𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 — вектор-стовпцi, одержанi транспонуванням вiдповiдно вектор-
рядкiв 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Iз першого рiвняння системи (3) одержимо:

(︂
0 −1
1 −1

)︂
·
(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
=

(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
,

{︃
−𝑧2 = 𝑧1,

𝑧1 − 𝑧2 = 𝑧2.

Звiдси

𝑧 = (𝑖𝑎0, −𝑖𝑎0) , 𝑖 ∈ {0, 1, 2} .

Аналогiчно, iз другого рiвняння системи (3) одержимо:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
𝑦5
𝑦6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1
0 −1
0 0
0 0
0 0
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·
(︂
𝑖𝑎0
−𝑖𝑎0

)︂
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
𝑦5
𝑦6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑦1 − 𝑦6 = 𝑖𝑎0,

𝑦1 − 𝑦2 = −𝑖𝑎0,
𝑦2 − 𝑦3 = 0,

𝑦3 − 𝑦4 − 𝑦6 = 0,

𝑦4 − 𝑦5 = 0,

𝑦5 − 𝑦6 = 0.

Звiдси

𝑦 =
(︀
𝑗𝑎0 − 𝑖𝑎0, 𝑗𝑎0

(2), −𝑗𝑎0(3)
)︀
, 𝑗 ∈ {0, 1, 2} .
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Нарештi, iз третього рiвняння системи (3) будемо мати:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥1 − 𝑥18 = 𝑗𝑎0,

𝑥1 − 𝑥2 = −𝑗𝑎0,
𝑥2 − 𝑥3 = 0,

𝑥3 − 𝑥4 = 0,
...

𝑥8 − 𝑥9 = 0,

𝑥9 − 𝑥10 − 𝑥18 = 0,

𝑥10 − 𝑥11 = 0,
...

𝑥16 − 𝑥17 = 0,

𝑥17 − 𝑥18 = 0.

Звiдси випливає наступне

𝑥10 = 𝑥11 = 𝑥12 = . . . = 𝑥18, 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = . . . = 𝑥9,

𝑥18 = −𝑘𝑎0, 𝑥9 = 2𝑥18 = 𝑘𝑎0, 𝑥1 = 𝑘𝑎0 − 𝑗𝑎0.

Далi матимемо, що

𝑥 =
(︀
𝑘𝑎0 − 𝑗𝑎0, 𝑘𝑎0

(8), −𝑘𝑎0(9)
)︀
, 𝑘 ∈ {0, 1, 2} .

Теорема доведена.

Наслiдок 1. Iснує 27 нееквiвалентних розширень групи C26
3∞ за допомогою

циклiчної групи 𝐻 = ⟨ℎ⟩ 27-го порядку, що визначаються зображенням

Γ : ℎ→ Γℎ =

⎛⎝𝜂 ⟨𝑡⟩ 0

0 𝜉 ⟨𝑢⟩
0 0 𝜀

⎞⎠ .

Доведення. Очевидно

𝐵
(︀
C26

3∞ , 𝐻,Γ
)︀
=
{︀(︀
𝐸 + Γℎ + . . .+ Γ26

ℎ

)︀
(𝑚) | 𝑚 ∈ C26

3∞

}︀
= 0.

Тому 𝐴 (C26
3∞ , 𝐻,Γ) /𝐵 (C26

3∞ , 𝐻,Γ)
∼= 𝐴 (C26

3∞ , 𝐻,Γ). Оскiльки⃒⃒
𝐴
(︀
C26

3∞ , 𝐻,Γ
)︀⃒⃒

= 27,

то наслiдок доведено.

Теорема 2. Нехай C26
3∞ — пряма сума 26-ти екземплярiв квазiциклiчної

3-групи
C3∞ = ⟨𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . | 3𝑎0 = 0, 3𝑎𝑖 = 𝑎𝑖−1, 𝑖 ∈ N⟩ ;

𝐻 = ⟨ℎ⟩ — циклiчна група 27-го порядку;

Γ : ℎ→ Γℎ =

⎛⎝𝜂 ⟨𝑡⟩ 0

0 𝜉 ⟨𝑢⟩
0 0 𝜀

⎞⎠
Роздiл 1: Математика i статистика



КЛАСИФIКАЦIЯ НЕIЗОМОРФНИХ ГРУП ДЕЯКОГО КЛАСУ . . . 41

— матричне Z3-зображення групи 𝐻, де 𝜂, 𝜉, 𝜀 — первiснi коренi з 1 вiдповiдно
27-го, 9-го i 3-го степенiв, 𝑡 = 𝜂 − 1, 𝑢 = 𝜉 − 1 Далi нехай

𝑚 (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (𝑗𝑢+ 𝑘𝑚𝜂, 𝑗𝑚𝜉 + 𝑖𝑣, 𝑖𝑚𝜀) , (4)

де
𝑚𝜂 =

(︁
𝑎
(9)
0 , −𝑎(9)0

)︁
, 𝑚𝜉 =

(︁
𝑎
(3)
0 , −𝑎(3)0

)︁
, 𝑚𝜀 = (𝑎0, −𝑎0) ,

𝑢 =
(︀
−𝑎0, 0(17)

)︀
, 𝑣 =

(︀
−𝑎0, 0(5)

)︀
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {0, 1, 2} .

Всi неiзомрфнi розширення групи C26
3∞ за допомогою групи 𝐻, що визнача-

ються зображенням Γ вичерпуються наступними групами:

𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 1)) .

Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Спочатку покажемо, що се-
ред вказаних груп: 𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 0)), 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)), 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 0)),
𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 1)) немає попарно iзоморфних.

Доведемо, що група 𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 1)) не є iзоморфною групi 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)).
Припустимо протилежне, нехай 𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)). Тодi за тео-
ремою 2 iснує оборотна матриця 𝐶 ∈ 𝐺𝐿 (26,Z3) i натуральне число 𝑟, що не
дiлиться на 3, що

𝐶Γ (ℎ)𝐶−1 = Γ (ℎ)𝑟 (5)

i
𝐶𝑚(0, 0, 1) = 𝑟𝑚(1, 0, 0) (6)

Iз рiвностi (5) випливає, що матриця 𝐶 має вигляд

𝐶 =

⎛⎝𝐶11 𝐶12 𝐶13

0 𝐶22 𝐶23

0 0 𝐶33

⎞⎠
де 𝐶11, 𝐶22, 𝐶33 — оборотнi матрицi над Z3 вiдповiдно порядкiв 18, 6, 2, а 𝐶12,
𝐶13, 𝐶23 — вiдповiдно 18× 6-, 18× 2- та 6× 2-матрицi над Z3. Тодi рiвнiсть (6),
враховуючи позначення (4), перепишеться у виглядi⎛⎝𝐶11 𝐶12 𝐶13

0 𝐶22 𝐶23

0 0 𝐶33

⎞⎠ ·

⎛⎝𝑚𝜂

0
0

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
𝑟𝑣
𝑟𝑚𝜀

⎞⎠ .

Це б означало, що

𝐶11𝑚𝜂 = 0, 0 = 𝑟𝑣, 0 = 𝑟𝑚𝜀.

Останнє неможливо, тому група 𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 1)) не iзоморфна групi
𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)). Аналогiчно доводиться, що групи, перерахованi в теоремi, по-
парно неiзоморфнi.

Тепер покажемо, що всi iншi групи, що є розширенням групи C26
3∞ за допо-

могою групи 𝐻, що визначаються зображенням Γ, крiм тих, що фiгурують в
теоремi попарно iзоморфнi.
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Розглянемо матрицю 𝐶, вигляду

𝐶 =

⎛⎝Θ̃1 𝑋 𝑍

0 Θ̃2 𝑌

0 0 Θ̃3

⎞⎠ ,

де Θ1 ∈ Z3 [𝜂], Θ2 ∈ Z3 [𝜉], Θ1 ∈ Z3 [𝜀],
𝑋, 𝑌 , 𝑍 — вiдповiдно 18× 6-, 18× 2-, 6× 2- матрицi такi, що

𝜂𝑋 + ⟨𝑡⟩ Θ̃2 = Θ̃1 ⟨𝑡⟩+𝑋𝜉,

𝜉𝑌 + ⟨𝑢⟩ Θ̃3 = Θ̃2 ⟨𝑢⟩+ 𝑌 𝜀,

𝜂𝑍 + ⟨𝑡⟩𝑌 = 𝑋 ⟨𝑢⟩+ 𝑍𝜀. (7)

Матрицi 𝑋 i 𝑌 можна подати у виглядi:

𝑋 = 𝑋 ′ +𝑋 ′′, 𝑌 = 𝑌 ′ + 𝑌 ′′,

де
𝜂𝑋 ′ + ⟨𝑡⟩ Θ̃2 = ⟨𝑡Θ′

2⟩+𝑋 ′𝜉,

𝜉𝑌 ′ + ⟨𝑢⟩ Θ̃3 = ⟨𝑢Θ′
3⟩+ 𝑌 ′𝜀.

Тодi
𝜂𝑋 ′′ + ⟨Θ′

2𝑡⟩ = ⟨Θ1𝑡⟩+𝑋 ′′𝜉,

𝜉𝑌 ′′ + ⟨Θ′
3𝑢⟩ = ⟨Θ2𝑢⟩+ 𝑌 ′′𝜀.

Звiдси 𝑋 ′′ = ⟨⟨𝑥′′⟩⟩ — матриця, перший стовпець якої складається з коорди-
нат елемента 𝑥′′ ∈ Z3 [𝜂] у Z3-базисi 1, 𝜂, 𝜂2, . . ., 𝜂17 кiльця Z3 [𝜂], другий — з
координат елемента 𝑥′′𝜂, третiй —𝑥′′𝜂2, четвертий — 𝑥′′𝜂3, п’ятий — 𝑥′′𝜂4, шостий
— 𝑥′′𝜂5.

𝑌 ′′ = ⟨⟨𝑦′′⟩⟩ — матриця, перший стовпець якої складається з координат еле-
мента 𝑦′′ ∈ Z3 [𝜉] у Z3-базисi 1, 𝜉, . . ., 𝜉5 кiльця Z3 [𝜉], другий — з координат
елемента 𝑦′′𝜉.

(Θ′
2 −Θ1) 𝑡 = 𝑥′′Φ9 (𝜂) ,

(Θ′
3 −Θ2)𝑢 = 𝑦′′Φ3 (𝜉) .

Таким чином

Θ2 = Θ′
3 − 𝑦′′

Φ3 (𝜉)

𝑢
,

Θ1 = Θ′
2 − 𝑥′′

Φ9 (𝜂)

𝑡
.

𝑧1, 𝑧2 — елементи кiльця Z3 [𝜂], координати яких у базисi 1, 𝜂, 𝜂2, . . ., 𝜂17

спiвпадають вiдповiдно з елементами першого i другого стовпцiв матрицi 𝑍.
З рiвностi (7) маємо

𝜂𝑧1 − 𝑧2 = 𝑦5 (𝜂 − 1) ,

𝑧1 + (𝜂 + 1) 𝑧2 = 𝑥′′ (1− 𝜂) + (𝑦0 + 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4 − 𝑦5) (𝜂 − 1) ,

𝑦𝑗 ∈ Z3, 𝑗 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} .
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Звiдси
𝑧2 = 𝜂𝑧1 − 𝑦5𝑡,

𝑥′′ = −𝑧1
Φ3 (𝜂)

𝑡
+ 𝑦0 + 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4 + 𝑦5𝜂.

Отже,

𝐶 =

⎛⎝Θ̃1 𝑋 𝑍

0 Θ̃2 𝑌

0 0 Θ̃3

⎞⎠ , (8)

де Θ3 ∈ Z3 [𝜀], 𝑦′′ ∈ Z3 [𝜉], 𝑧1 ∈ Z3 [𝜂], а все iнше визначається за допомогою вище
вказаних рiвностей.

Тодi легко бачити, що виконується рiвнiсть 𝐶Γ (ℎ)𝐶−1 = Γ (ℎ).
Розглянемо тепер матрицю 𝐶1, вигляду (8), що визначається елементами

Θ3 = 𝜀, 𝑧1 = 1+ 𝜂2, 𝑦′′ = 1+ 𝜉3. Очевидно, що для матрицi 𝐶1 має мiсце рiвнiсть

𝐶1Γ (ℎ)𝐶1
−1 = Γ (ℎ) .

Крiм того

𝐶1 (𝑚(0, 1, 0)) = 𝑚(0, 1, 2), 𝐶1 (𝑚(0, 1, 2)) = 𝑚(0, 1, 1),

𝐶1 (𝑚(0, 1, 1)) = 𝑚(0, 1, 0).

Отже, за теоремою 2, одержуємо

𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 2)) .

Аналогiчно, використовуючи матрицю 𝐶1, можна показати, що

𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 2, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 1, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 1, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 2, 0)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 1, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 2, 1)) .

Також неважко бачити, що за допомогою матрицi 𝐶2, вигляду (8), що ви-
значається елементами Θ3 = 1+ 𝜀, 𝑧1 = 1+ 𝜂+ 𝜂2 + 𝜂3, 𝑦′′ = 1+ 𝜉, ми одержимо

𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 2)) .

Тепер розглянемо скалярну матрицю 𝑇 , 26-го порядку з елементом 2 на дiа-
гоналi. За допомогою цiєї матрицi, використовуючи теорему 2, легко показати,
що

𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(0, 0, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚(0, 2, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 0)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(0, 2, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 2)) , 𝐺 (Γ,𝑚(0, 2, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(0, 1, 1)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(2, 0, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚(2, 0, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(2, 0, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 0, 1)) , 𝐺 (Γ,𝑚(2, 1, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 2, 0)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(2, 1, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 2, 2)) , 𝐺 (Γ,𝑚(2, 1, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 2, 1)) ,
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𝐺 (Γ,𝑚(2, 2, 0)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 1, 0)) , 𝐺 (Γ,𝑚(2, 2, 1)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 1, 2)) ,

𝐺 (Γ,𝑚(2, 2, 2)) ∼= 𝐺 (Γ,𝑚(1, 1, 1)) .

Таким чином ми одержали, що всi iншi групи, що є розширенням групи
C26

3∞ за допомогою групи 𝐻, що визначаються зображенням Γ, крiм тих, що
фiгурують в теоремi попарно iзоморфнi. Теорема доведена.
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Porokhnavets I. M., Shapochka I. V. Classi�cation of non-isomorphic groups
of a certain class of Chernikov 3-groups.

In this paper, some Chernikosh 3-groups, which are cyclic extensions of divisible Abelian
3-groups with the minimality condition, are described with accuracy up to isomorphism.

Let C3∞ be an additive quasicyclic 3-group, and let C𝑛
3∞ be an external direct sum

𝑛 instances of the quasicyclic 3-group C3∞ for some positive integer 𝑛. It is well known
that the group AutC𝑛

3∞ isomorphic to the complete linear group GL(𝑛,Z3), where Z3 the
ring of 3-adic integers. Therefore, in the future for an arbitrary matrix 𝐴 ∈ GL(𝑛,Z3)
and an arbitrary element 𝑐 ∈ C𝑛

3∞ through 𝐴(𝑐) denote the image of the element 𝑐 in
the automorphism that corresponds to the matrix 𝐴. Let {𝑎𝑟 | 𝑟 ∈ N0} be the set of all
generators of the group C3∞ , where N0 = N ∪ {0} and 3𝑎0 = 0, 3𝑎𝑟 = 𝑎𝑟−1 for all 𝑟 ∈ N.

Consider a cyclic additive group 𝐻 of order 27 with a generating element ℎ and some
matrix image Γ of this group of degree 𝑛 over the ring Z3. The image of any element ℎ′ of
the group 𝐻 is denoted by Γℎ′ . Determine the action · of the group 𝐻 on the group C𝑛

3∞

by the rule ℎ′ · 𝑐 = Γℎ′(𝑐) for arbitrary elements ℎ′ ∈ 𝐻 and 𝑐 ∈ C𝑛
3∞ . We emphasize that

the kernel Ker Γ is a subgroup of the stabilizer of each element with C𝑛
3∞ . It is easy to see

that the set

𝐴(C𝑛
3∞ , 𝐻,Γ) = {𝑐 ∈ C𝑛

3∞ | ℎ · 𝑐 = 𝑐}

is a subgroup of C𝑛
3∞ . For the matrix image Γ of the group 𝐻 and some element 𝑐 ∈

𝐴(C𝑛
3∞ , 𝐻,Γ) we construct the group 𝐺(Γ, 𝑐) as follows:

𝐺(Γ, 𝑐) = 𝐻 × C𝑛
3∞ ,

and the binary operation + is set as follows

(𝑖ℎ, 𝑐1) + (𝑗ℎ, 𝑐2) = ((𝑖 + 𝑗)ℎ, 𝜇𝑖,𝑗𝑐 + 𝑗ℎ · 𝑐1 + 𝑐2),

where 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 26}, 𝑐1, 𝑐2 ∈ C𝑛
𝑝∞ ,

𝜇𝑖,𝑗 =

{︂
0, if 𝑖 + 𝑗 < 27,
1, if 𝑖 + 𝑗 ≥ 27.

Paper deals with the classification up to isomorphism of all Chernikov 3-groups quotient
group of which by maximal divisible Abelian subgroup is a the cyclic group of the order
27 and which determined by the matrix Z3-representation [3]

Γ : ℎ →

⎛⎝ 𝜂 ⟨𝑡⟩ 0

0 𝜉 ⟨𝑢⟩
0 0 𝜀

⎞⎠ ,
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where 𝜂 is the irreducible Z3-matrix of the order 18 of type⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜀 =

(︂
0 −1
1 −1

)︂
, ⟨𝑡⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1

1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ⟨𝑢⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1

1
0
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Keywords: Chernikov group, matrix representation of group, irreducible component of
representation.
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LOCAL NEARRINGS WITH ADDITIVE GROUPS OF ORDER 128

The determination of the finite non-abelian 𝑝-groups which are the additive groups
of local nearrings is an open problem (Feigelstock, 2006). Therefore it is important to
determine such groups and to classify some classes of nearrings with identity on these
groups, for example, local nearrings. We study local nearrings on 2-generated groups of
order 128.

Keywords: local nearring, additive group, 2-generated group.

1. Preliminaries.

Nearrings are generalization of associative rings, in which the additive group
can be non-abelian, and addition is connected with multiplication by only one di-
stributive law, left or right. In this sense local nearrings are generalization of local
rings.

Clearly every associative ring is a nearring and each group is the additive group
of a nearring, but not necessarily of a nearring with identity. However, it is not true
that any finite non-abelian group is the additive group of a nearring with identity.

A nearing with an identity is called local if the set of all non-invertible elements
forms a subgroup of its additive group. A study of local nearrings was initiated by
Maxson [2] who defined a number of their basic properties.

Complicated symbolic computations are being used to solve problems from di-
fferent areas of mathematics, in particular, to study of algebraic structures. Based
on well-known system of computer algebra GAP [3] we construct and investigate
one-sided distributive structures (i.e., local nearrings of small orders) with a view of
classification of such models.

Boykett and Nöbauer [4] classified all non-abelian groups of order less than 32
that can be the additive groups of a nearring with identity and found the number
of non-isomorphic nearrings with identity on such groups (see also GAP package
SONATA [5]).

For the researchers in nearrings, the list of all 698 local nearrings of order at
most 31 up to isomorphism is provided by the GAP package SONATA; however,
classifying nearrings of higher orders is a significant challenge.

2. Local nearrings on 2-generated groups of order 128.

We recall some de�nitions.
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Definition 1. A non-empty set 𝑅 with two binary operations “ + ” and “ · ” is
a nearring if:

1) (𝑅,+) is a group with neutral element 0;

2) (𝑅, ·) is a semigroup;

3) 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 for all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅.

Such a nearring is called a left nearring. If axiom 3) is replaced by an axiom (𝑥 +
𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧 for all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅, then we get a right nearring.

The group (𝑅,+) of a nearring 𝑅 is denoted by 𝑅+ and called the additive group
of 𝑅. If in addition 0 · 𝑥 = 0 for all 𝑥 ∈ 𝑅, then the nearring 𝑅 is called zero-
symmetric. Furthermore, 𝑅 is a nearring with an identity 𝑖 if the semigroup (𝑅, ·)
is a monoid with identity element 𝑖.

Definition 2. A nearring 𝑅 with identity is called local if the set 𝐿 of all non-
invertible elements of 𝑅 forms a subgroup of the additive group 𝑅+ and a nearfield,
if 𝐿 = 0.

It was found that the additive group of a �nite zero-symmetric local nearring is
a 𝑝-group [2].

There exist 2328 non-isomorphic groups of order 128 = 27 from which 162 are
2-generated groups: 5 groups are of exponent 64 and only 2 of these groups are the
additive groups of local nearrings, 18 groups are of exponent 32 and only 6 of these
groups are the additive groups of local nearrings, 65 groups are of exponent 16 and
only 16 of these groups are the additive groups of local nearrings, 72 groups are of
exponent 8 (unknown the number of the groups which are the additive groups of
local nearrings), and 2 groups are of exponent 4 and both of these groups are the
additive groups of local nearrings).

Let [𝑛, 𝑖] be the 𝑖-th group of order 𝑛 in the SmallGroups library in the computer
system algebra GAP. We denote by 𝐶𝑛 and 𝑄𝑛 the cyclic and quaternion groups of
order 𝑛, respectively.

Theorem 1. The following 2-generated groups of exponent 4 and only they are
the additive groups of zero-symetric local nearrings of order 128:

IdGroup Structure Description Number of LNR
[128, 36] (𝐶2 × ((𝐶4 × 𝐶2)⋊ 𝐶2))⋊ 𝐶4 > 80384
[128, 125] (𝐶4 × 𝐶4 × 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 35040

Lemma 1. The following 2-generated groups of exponent 8 are the additive
groups of zero-symmetric local nearrings of order 128:
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IdGroup Structure Description Number of LNR
[128, 2] ((𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶4)⋊ 𝐶2 > 41184
[128, 4] (𝐶2 ×𝑄8)⋊ 𝐶8 > 103424
[128, 5] (𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶8 > 1536
[128, 6] (𝐶8 × 𝐶4)⋊ 𝐶4 > 73728
[128, 7] (𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶8 > 4160
[128, 8] (𝐶4 ⋊ 𝐶8)⋊ 𝐶4 > 10240
[128, 12] ((𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 1336
[128, 13] (𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶8 > 33928
[128, 27] (𝐶8 ⋊ 𝐶4)⋊ 𝐶4 > 106240
[128, 38] ((𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 80384
[128, 48] (((𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2 > 194080
[128, 49] (𝐶4 × 𝐶2 × 𝐶2)⋊ 𝐶8 > 191520
[128, 50] ((𝐶4 × 𝐶2)⋊ 𝐶8)⋊ 𝐶2 > 16992
[128, 51] (𝐶2 ×𝑄8)⋊ 𝐶8 > 16992
[128, 56] (𝐶4 × 𝐶4)⋊ 𝐶8 > 254208
[128, 57] (𝐶4 × 𝐶4)⋊ 𝐶8 > 127488

Question 1. Are the following 2-generated groups of exponent 8 the additive
groups of zero-symmetric local nearrings of order 128?

IdGroup Structure Description
[128, 9] (𝐶8 × 𝐶2)⋊ 𝐶8

[128, 28] (𝐶4 ⋊ 𝐶8)⋊ 𝐶4

[128, 126] (𝐶2.((𝐶4 × 𝐶2)⋊ 𝐶2) = (𝐶2 × 𝐶2).(𝐶4 × 𝐶2))⋊ 𝐶4

Theorem 2. Only the following groups of order 128 and exponent 16 are the
additive groups of zero-symmetric local nearrings:

IdGroup Structure Description Number of LNR
[128, 42] 𝐶16 × 𝐶8 > 134754
[128, 43] 𝐶16 ⋊ 𝐶8 > 133866
[128, 44] 𝐶8 ⋊ 𝐶16 > 145648
[128, 46] ((𝐶16 × 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2 > 24704
[128, 47] ((𝐶16 × 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2 252928
[128, 52] ((𝐶16 ⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2 > 115840
[128, 53] ((𝐶16 ⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2 > 277248
[128, 54] (𝐶4 × 𝐶2)⋊ 𝐶16 > 82944
[128, 55] (𝐶4 × 𝐶2).((𝐶4 × 𝐶2)⋊ 𝐶2) = (𝐶4 × 𝐶2).(𝐶8 × 𝐶2) 640
[128, 59] 𝐶4.((𝐶2 × 𝐶2 × 𝐶2)⋊ 𝐶4) = (𝐶4 × 𝐶2).(𝐶8 × 𝐶2) > 13056
[128, 99] 𝐶8 ⋊ 𝐶16 > 29248
[128, 102] 𝐶8 ⋊ 𝐶16 > 5376
[128, 106] (𝐶16 × 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 2808
[128, 107] (𝐶16 × 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 16460
[128, 108] (𝐶16 ⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 1344
[128, 109] (𝐶16 ⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶4 > 2344
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Theorem 3. There exist 389976 zero-symetric local nearrings on 2-generated
additive groups of exponent 32 of order 128:

IdGroup Structure Description Number of LNR
[128, 128] 𝐶32 × 𝐶4 48968
[128, 129] 𝐶32 ⋊ 𝐶4 48968
[128, 131] (𝐶32 × 𝐶2)⋊ 𝐶2 144016
[128, 132] (𝐶32 ⋊ 𝐶2)⋊ 𝐶2 23936
[128, 153] 𝐶4 ⋊ 𝐶32 118968
[128, 154] 𝐶16.𝐷8 = 𝐶4.(𝐶16 × 𝐶2) 5120

Theorem 4. There exist 1024 zero-symetric local nearrings on 2-generated ad-
ditive groups of exponent 64 of order 128:

IdGroup Structure Description Number of LNR
[128, 159] 𝐶64 × 𝐶2 512
[128, 160] 𝐶64 ⋊ 𝐶2 512

The library of zero-symmetric local nearrings of order 128 on 2-generated groups
can be extracted from [7] using GAP and the package LocalNR [6].

Acknowledgement. The author is grateful to IIE-SRF for the support of her fellowship at
the University of Warsaw.
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Раєвська I. Ю. Локальнi майже-кiльця з адитивною групою порядку 128.

Визначення скiнченних неабелевих 𝑝-груп, якi є адитивними групами локальних
майже-кiлець, є вiдкритою проблемою (Feigelstock, 2006). Тому важливо визначити
такi групи та класифiкувати деякi класи майже-кiлець з одиницею на цих групах,
наприклад, локальнi майже-кiльця. В статтi ми дослiджуємо локальнi майже-кiльця
на 2-породжених групах порядку 128.

Ключовi слова: локальне майже-кiльце, адитивна група, 2-породжена група.
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ПРО ТРАНЗIЄНТНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI СТРИБКАМИ

У статтi розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння зi стрибками та наведе-
но деякi достатнi умови, що гарантують прямування його розв’язку до нескiнченно-
стi (транзiєнтнiсть) майже напевно. Спочатку доводиться допомiжний результат про
апрiорну оцiнку другого моменту розв’язку за умов обмеженостi зносу та степеневої
обмеженостi шуму. Далi доводиться теорема про транзiєнтнiсть розв’язку за дода-
ткової умови вiдокремленостi зносу вiд нуля. Основний результат статтi встановлює
транзiєнтнiсть розв’язку за умов обмеженостi зносу, його вiдокремленостi вiд нуля
поза межами деякого вiдрiзка, степеневої обмеженостi шуму та його невиродженостi
у деякому вiдрiзку.

Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, стрибки, транзiєнтнiсть, пря-
мування до нескiнченностi, асимптотична поведiнка.

1. Вступ та огляд лiтератури. Першими асимптотичну поведiнку розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь з вiнерiвським шумом почали дослiджу-
вати Гiхман Й. Г. та Скороход А. В. У працi [1] вони дослiджували умови пря-
мування розв’язку до нескiнченностi (транзiєнтностi) та рекурентностi. Їхнiй
пiдхiд полягає у використаннi гармонiчних функцiй. У випадку стохастичних
диференцiальних рiвнянь зi стрибками, що ми розглядаємо в цiй статтi, вико-
ристання гармонiчних функцiй призводить до складнощiв.

Питання транзiєнтностi розв’язкiв стохастичних рiвнянь є важливим при до-
слiдженнi їх асимптотичної поведiнки. У працi [2] Булдигiна В. В., Клесова О. I.,
що дослiджували питання асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв стохасти-
чних та звичайних диференцiальних рiвнянь, умова транзiєнтностi розв’язку
висувалася як припущення.

У попереднiх працях автора дослiджено деякi задачi щодо асимптотичної по-
ведiнки розв’язкiв стохастичних рiвнянь: у статтi [4] розглянуто багатовимiрнi
стохастичнi диференцiальнi рiвняння, а в статтi [5] – стохастичнi диференцiаль-
нi рiвняння зi стрибками. У статтi [5] основна увага придiляється дослiдженню
асимптотики розв’язку, а його транзiєнтнiсть припускається.

Пилипенко А. Ю., Проске Ф. Н., Павлюкевич I. Є., Кулик О. М. у своїх
працях [6], [7], [8], [9] дослiджують задачу регуляризацiї звичайних диферен-
цiальних рiвнянь шляхом додавання малого шуму. Задача про асимптотичну
поведiнку розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь, зокрема i задача
про транзiєнтнiсть, є важливою для розв’язання згаданої вище задачi регуля-
ризацiї.

2. Постановка задачi. Нехай 𝑊 – вiнерiвський процес, 𝑁 – пуассонiвська
випадкова мiра на множинi R× [0,∞) з мiрою iнтенсивностi 𝜈(d𝑢) ·d𝑡, причому
процес 𝑊 та випадкова мiра 𝑁 незалежнi. Позначимо через �̃� компенсовану
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пуассонiвську випадкову мiру, що вiдповiдає пуассонiвськiй випадковiй мiрi 𝑁 ,
тобто �̃�(d𝑢, d𝑡) = 𝑁(d𝑢, d𝑡)− 𝜈(d𝑢)d𝑡.

Нехай 𝑋 – розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння зi стриб-
ками вигляду

d𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))d𝑡+ 𝑏(𝑋(𝑡))d𝑊 (𝑡) +

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑡−), 𝑢)�̃�(d𝑢, d𝑡), (1)

𝑋(0) = 𝑥0 ∈ R.

Пiд транзiєнтнiстю процесу 𝑋 ми розумiємо те, що цей процес за модулем
прямує до нескiнченностi майже напевно, коли час прямує до нескiнченностi,
тобто |𝑋(𝑡)| → ∞, 𝑡 → ∞, м.н. У цiй статтi ми вивчатимемо достатнi умови
того, що 𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.

3. Основна частина. Одержимо апрiорну оцiнку для другого моменту
розв’язку рiвняння (1) у випадку, коли знос обмежений, а шум степенево обме-
жений.

Лема 1. Припустимо, що:
(А) функцiя 𝑎 обмежена;
(Б) функцiї 𝑏 та 𝑐 задовольняють умову степеневого зростання

∃𝐶 ≥ 0 ∃𝛽 ∈
[︀
0, 1

2

)︀
∀𝑥 ∈ R 𝑏2(𝑥) +

∫︁
R
𝑐2(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ≤ 𝐶

(︁
1 +

(︀
𝑥2
)︀𝛽)︁

. (2)

Тодi
∃𝐶 ≥ 0 ∀𝑡 ≥ 0 E𝑋2(𝑡) ≤ 𝐶

(︀
1 + 𝑡2

)︀
.

Доведення. Перепишемо рiвняння (1) в iнтегральному виглядi:

𝑋(𝑡) = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠) +

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑠−), 𝑢)�̃�(d𝑢, d𝑡). (3)

Добре вiдомо, що другий момент процесу 𝑋 локально обмежений, тобто

∀𝑇 ≥ 0 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

E𝑋2(𝑡) <∞.

За нерiвнiстю Кошi–Буняковського:

E𝑋2(𝑡) ≤ 4

(︃
𝑥20 + E

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠)d𝑠

)︂2

+E
(︂∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)d𝑊 (𝑠)

)︂2

+ E
(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑠, 𝑢)�̃�(d𝑠, d𝑢)

)︂2
)︃

= 4
(︀
𝑥20 + 𝐸1(𝑡) + 𝐸2(𝑡) + 𝐸3(𝑡)

)︀
,

де через 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 позначено вiдповiднi математичнi сподiвання.
Враховуючи умову (А),

∃𝐴 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ R |𝑎(𝑥)| ≤ 𝐴. (4)
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Оцiнимо доданок 𝐸1. За нерiвнiстю Кошi–Буняковського

𝐸1(𝑡) = E
(︂∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠

)︂2

≤ 𝑡E
∫︁ 𝑡

0

𝑎2(𝑋(𝑠))d𝑠

(за теоремою Фубiнi) = 𝑡

∫︁ 𝑡

0

E𝑎2(𝑋(𝑠))d𝑠

(за формулою (4)) ≤ 𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝐴2d𝑠 = 𝐴2𝑡2.

Зауважимо, що iнтеграли у доданках 𝐸2, 𝐸3 є мартингалами. Оцiнимо цi
доданки:

𝐸2(𝑡) + 𝐸3(𝑡) = E
(︂∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠)

)︂2

+ E
(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑠−), 𝑢)�̃�(d𝑠, d𝑢)

)︂2

(за iзометрiєю Iто) = E
∫︁ 𝑡

0

𝑏2(𝑋(𝑠))d𝑠+ E
∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝜈(d𝑢)d𝑠

= E
∫︁ 𝑡

0

(︂
𝑏2(𝑋(𝑠−)) +

∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝜈(d𝑢)

)︂
d𝑠

(за умовою (Б)) ≤ 𝐶E
∫︁ 𝑡

0

(︀
1 +𝑋2(𝑠−)𝛽

)︀
d𝑠

(за теоремою Фубiнi) = 𝐶

∫︁ 𝑡

0

(︀
1 + E𝑋2(𝑠−)𝛽

)︀
d𝑠

(за нерiвнiстю Єнсена) ≤ 𝐶

(︂
𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(︀
E𝑋2(𝑠−)

)︀𝛽
d𝑠

)︂
.

Таким чином, отримали нерiвнiсть

E𝑋2(𝑡) ≤ 4

(︂
𝑥20 + 𝐴2𝑡2 + 𝐶

(︂
𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(︀
E𝑋2(𝑠−)

)︀𝛽
d𝑠

)︂)︂
,

з якої неважко отримати нерiвнiсть

E𝑋2(𝑡) ≤ 𝐶1

(︂
1 + 𝑡2 +

∫︁ 𝑡

0

(︀
E𝑋2(𝑠−)

)︀𝛽
d𝑠

)︂
,

де позначили 𝐶1 = 8max(𝑥20, 𝐴
2, 𝐶).

Використовуючи узагальнену лему Гронуолла–Беллмана (див. Corollary 7.5
з книги [3]), отримуємо оцiнку

E𝑋2(𝑡) ≤
(︁
𝐶1−𝛽

1

(︀
1 + 𝑡2

)︀1−𝛽
+ 𝐶1(1− 𝛽)𝑡

)︁ 1
1−𝛽

.

Подiливши останню нерiвнiсть на 𝑡2 > 0, отримаємо, що

E𝑋2(𝑡)

𝑡2
≤

(︃
𝐶1−𝛽

1

(︂
1 +

1

𝑡2

)︂1−𝛽

+
𝐶1(1− 𝛽)

𝑡1−2𝛽

)︃ 1
1−𝛽

→ 𝐶1, 𝑡→ ∞,

з чого неважко вивести, що

∃𝐶 ≥ 0 ∀𝑡 ≥ 0 E𝑋2(𝑡) ≤ 𝐶(1 + 𝑡2),

що й треба було довести.
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Використаємо вищенаведену лему для доведення наступного результату що-
до лiнiйної оцiнки нижньої асимптотики розв’язку майже напевно за умов обме-
женостi зносу, його вiдокремленостi вiд нуля та степеневої обмеженостi шуму.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються умови леми 1. Тодi

lim inf
𝑡→∞

𝑋(𝑡)

𝑡
≥ 𝐴 м.н.,

де 𝐴 = inf𝑥∈R 𝑎(𝑥).

Доведення. Подiлимо стохастичне рiвняння (3) на 𝑡 > 0:

𝑋(𝑡)

𝑡
=
𝑥0
𝑡
+
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠+
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠)+
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑠−), 𝑢)�̃�(d𝑠, d𝑢)

=
𝑥0
𝑡
+ 𝑇1(𝑡) + 𝑇2(𝑡) + 𝑇3(𝑡), (5)

де через 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 позначено вiдповiднi доданки. Очевидно, що 𝑥0

𝑡
→ 0, 𝑡 → ∞.

Дослiдимо збiжнiсть доданкiв 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3.
Маємо, що lim inf𝑡→∞ 𝑇1(𝑡) ≥ 𝐴, 𝑡→ ∞. Дiйсно,

lim inf
𝑡→∞

𝑇1(𝑡) = lim inf
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠

(за умовою (А)) ≥ lim inf
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝐴d𝑠 = 𝐴.

Покажемо, що 𝑇2(𝑡) → 0, 𝑡→ ∞, м.н. Оцiнимо другий момент пiдiнтеграль-
ного процесу у доданку 𝑇2. За умовою (2)

E𝑏2(𝑡) ≤ E
(︁
𝐶
(︁
1 +

(︀
𝑋2(𝑡)

)︀𝛽)︁)︁
= 𝐶

(︁
1 + E

(︀
𝑋2(𝑡)

)︀𝛽)︁
(за нерiвнiстю Єнсена) ≤ 𝐶

(︁
1 +

(︀
E𝑋2(𝑡−)

)︀𝛽)︁
(за лемою 1) ≤ 𝐶

(︂
1 +

(︁
𝐶
(︀
(1 + 𝑡2

)︀)︁𝛽)︂
≤ 𝐶1(1 + 𝑡2𝛽)

для деякої сталої 𝐶1 ≥ 0. Тодi, використовуючи наслiдок 1 зi статтi [5], отри-
муємо збiжнiсть

𝑇2(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)d𝑊 (𝑠) → 0, 𝑡→ ∞, м.н.

Покажемо, що 𝑇3(𝑡) → 0, 𝑡 → ∞, м.н. Аналогiчно оцiнюванню другого
моменту пiдiнтегрального процесу у доданку 𝑇2, можна отримати оцiнку пiдiн-
тегрального процесу у доданку 𝑇3:

E
∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑡−), 𝑢)𝜈(d𝑢) ≤ 𝐶(1 + 𝑡2𝛽).

Тодi, використовуючи наслiдок 2 зi статтi [5], отримуємо збiжнiсть

𝑇3(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑠−), 𝑢)�̃�(d𝑠, d𝑢) → 0, 𝑡→ ∞, м.н.

Таким чином, використовуючи одержанi вище збiжностi, переходячи до ни-
жньої границi при 𝑡→ ∞ у формулi (5), отримуємо твердження теореми.
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З попередньої теореми неважко отримати наступний наслiдок щодо пряму-
вання розв’язку до нескiнченностi майже напевно.

Наслiдок 1. Припустимо, що виконуються умови теореми 1, причому
𝐴 > 0. Тодi

𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.

Останнiй наслiдок надає деякi простi достатнi умови того, що розв’язок сто-
хастичного диференцiального рiвняння прямує до нескiнченностi майже напев-
но. Умову обмеженостi для коефiцiєнта зносу можна послабити, якщо не ви-
магати її виконання в деякому вiдрiзку. Сформулюємо та доведемо наступну
теорему, що є основним результатом цiєї статтi.

Теорема 2. Припустимо, що:
(А) функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐 задовольняють локальну умову Лiпшиця:

∀𝑅 ≥ 0 ∃𝐿 ≥ 0 ∀{𝑥, 𝑦} ⊂ [−𝑅,𝑅]

(𝑎(𝑥)− 𝑎(𝑦))2 + (𝑏(𝑥)− 𝑏(𝑦))2 +

∫︁
R
(𝑐(𝑥, 𝑢)− 𝑐(𝑦, 𝑢))2 d𝑢 ≤ 𝐿(𝑥− 𝑦)2.

Крiм того, припустимо, що для деякого числа 𝛿 > 0 виконуються умови:
(Б) функцiя 𝑎 обмежена та, крiм того, вiдокремлена вiд нуля поза вiдрiзком:

∃𝐴 > 0 ∀𝑥 /∈ [−𝛿, 𝛿] 𝑎(𝑥) ≥ 𝐴;

(В) функцiї 𝑏, 𝑐 задовольняють умову степеневого зростання (2), а також
умову локальної невиродженостi:

∀𝑅 ≥ 2𝛿 ∃𝐶 > 0

[︃
∀𝑥 ∈ [−2𝛿, 𝑅] |𝑏(𝑥)| ≥ 𝐶,
∀𝑥 ∈ [−2𝛿, 𝑅]

∫︀
R 𝑐(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ≥ 𝐶.

(6)

Тодi 𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.

Доведення. З умови (А) теореми випливає, що для будь-якого початкового
значення 𝑋(0) iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (1), що є строго мар-
ковським процесом. Для 𝑥 ∈ R позначимо через 𝑋𝑥 розв’язок рiвняння (1) з
початковою умовою 𝑋𝑥(0) = 𝑥 та через

𝜏𝑥(𝐴) = inf {𝑡 ≥ 0: 𝑋𝑥(𝑡) ∈ 𝐴}

позначимо момент потрапляння розв’язку в множину 𝐴.
Крок 1. Покажемо, що розв’язок 𝑋 виходить з iнтервалу (−∞,−𝛿) майже

напевно. Позначимо через �̃� лiпшицеву функцiю таку, що �̃�(𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 /∈
[−𝛿, 𝛿], та �̃�(𝑥) ≥ 𝐴, 𝑥 ∈ [−𝛿, 𝛿]. Для 𝑥 ∈ R позначимо через �̃�𝑥 розв’язок
стохастичного рiвняння

d�̃�𝑥(𝑡) = �̃�(�̃�𝑥(𝑡))d𝑡+ 𝑏(�̃�𝑥(𝑡))d𝑊 (𝑡) +

∫︁
R
𝑐(�̃�𝑥(𝑡), 𝑢)�̃�(d𝑢, d𝑡) (7)

з початковою умовою �̃�𝑥(0) = 𝑥. Стохастичне рiвняння (7) задовольняє умови
наслiдку 1, тому

∀𝑥 ∈ R �̃�𝑥(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н. (8)
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З властивостi локальностi стохастичних iнтегралiв та єдиностi розв’язку випли-
ває, що

∀𝑥 /∈ [−𝛿, 𝛿] ∀𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑥[−𝛿, 𝛿]) 𝑋𝑥(𝑡) = �̃�𝑥(𝑡) м.н. (9)

Таким чином, з формул (8) та (9) випливає, що 𝜏𝑥0 [−𝛿,+∞) <∞ м.н.
Крок 2. Покажемо, що для довiльного числа 𝑅 ≥ 2𝛿 розв’язок 𝑋 досягає

множини [𝑅,+∞) майже напевно. З умови (В) випливає, що розв’язок 𝑋 майже
напевно виходить з промiжку [−2𝛿, 𝑅]. Бiльш того, для будь-якого числа 𝑅 ≥ 2𝛿
iснує таке число 𝑝 > 0, що для будь-якої початкової умови 𝑥 ≥ −𝛿 iмовiрнiсть
того, що розв’язок 𝑋𝑥 вийде з промiжку [−2𝛿, 𝑅] через правий кiнець, не менше,
нiж 𝑝. Враховуючи крок 1, отримуємо, що з iмовiрнiстю 1 знайдеться момент
часу 𝑡 такий, що 𝑋(𝑡) > 𝑅.

Крок 3. Покажемо нарештi, що розв’язок 𝑋 прямує до нескiнченностi майже
напевно. Виконуючи оцiнки, як у теоремi 1, можна показати, що

inf
𝑥≥𝑅

P
{︂
inf
𝑡≥0

�̃�𝑥(𝑡) > 𝛿

}︂
→ 1, 𝑅 → ∞.

Тодi, враховуючи формули (8) та (9), отримуємо, що

inf
𝑥≥𝑅

P {𝑋𝑥(𝑡) → +∞} → 1, 𝑅 → ∞.

Враховуючи кроки 1, 2 та строго марковську властивiсть, з останньої збiжностi
отримуємо

P {𝑋(𝑡) → +∞} = 1,

що й треба було довести.
4. Висновки. Ми розглянули стохастичне диференцiальне рiвняння зi

стрибками та навели деякi достатнi умови, що гарантують прямування його
розв’язку до нескiнченностi (транзiєнтнiсть) майже напевно. Спочатку ми до-
вели допомiжний результат про апрiорну оцiнку другого моменту розв’язку за
умов обмеженостi зносу та степеневої обмеженостi шуму. Далi ми довели тео-
рему про транзiєнтнiсть розв’язку за додаткової умови вiдокремленостi зносу
вiд нуля. В основному результатi статтi ми встановили транзiєнтнiсть розв’язку
за умов обмеженостi зносу, його вiдокремленостi вiд нуля поза межами деяко-
го вiдрiзка, степеневої обмеженостi шуму та його невиродженостi у деякому
вiдрiзку.
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most surely. First, we prove an auxiliary result about an a priori estimation of the second
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АВТОМАТИЗОВАНЕ ТЕСТУВАННЯ ЯК ЗАСIБ ОЦIНЮВАННЯ
РIВНЯ ЗНАНЬ ЗДОБУВАЧIВ ВИЩОЇ ОСВIТИ

В статтi розглянуто переваги та недолiки автоматизованого методу тестування
для оцiнки знань здобувачiв вищої освiти. Також висвiтленi можливi альтернативи
модернiзацiї даного методу у майбутньому. Враховуючи поступову iнформатизацiю
суспiльства в глобальному масштабi, даний пiдхiд дозволить пiдвищити якiсть меха-
нiзму оцiнки знань учнiв — майбутнiх здобувачiв вищої освiти.

Ключовi слова: автоматизоване тестування, вища освiта, рiвень знань, генерування
завдань, оптимiзацiя математичного алгоритму.

1. Вступ. Навчання є складним та багатогранним процесом, що включає в
себе не тiльки процес набуття певних знань та навичок, необхiдних у подальшо-
му життi, але i перевiрку результатiв самого навчання. Враховуючи поступову
iнформатизацiю суспiльства, все бiльшого поширення набули методи автомати-
зованої перевiрки знань.

Критерiї оцiнювання є рiзноманiтними, оскiльки тi методи оцiнювання, що
є виключно об’єктивними, адекватно оцiнюють результати тестування для то-
чних та природничих наук, у випадку гуманiтарних дисциплiн зберiгається
суб’єктивна частина, що оцiнюється безпосередньо людиною.

Огляд автоматизованого методу тестування дозволить пояснити доцiльнiсть
його застосування з точки зору визначення рiвня знань здобувачiв вищої освiти.

2. Основний результат. Постановка завдання. Основним завданням
даного дослiдження є визначення теоретичних основ та засад формування ме-
тодологiї автоматизованої тестової перевiрки знань здобувачiв вищої освiти. Та-
кож розглядаються альтернативнi методи оцiнювання, що можуть пiдвищити
ефективнiсть функцiонування такого пiдходу до оцiнки рiвня знань майбутнiх
абiтурiєнтiв.

Буде враховано специфiку попереднiх моделей автоматизованих систем оцiн-
ки рiвня знань здобувачiв вищої освiти при розробцi можливих рекомендацiй
щодо пiдвищення ефективностi їх функцiонування.

Аналiз останнiх дослiджень та публiкацiй. Оскiльки оцiнювання рiвня
знань майбутнiх студентiв є важливим завданням, теоретичними та практични-
ми його розробками займалися як вiтчизнянi, так i закордоннi науковцi.

Серед вiтчизняних дослiдникiв варто вiдмiтити таких як П. М. Маланюк,
О. С. Шкiль, В. I. Каук, С. В. Напрасник, Є. С. Цимбалюк, О. А. Щербаков,

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Л. В. Зайцева, Н. О. Прокофьєва. В своїх роботах вони проводили дослiдження
стосовно автоматизацiї процесу навчання, а також аналiзували метод автома-
тизованого тестового оцiнювання знань.

Зарубiжнi науковцi дослiджували також ефект впровадження даного методу
та його ефективнiсть: Lichtenwald Terrance G., Jagannathan K. T. Gomersall Bob,
Scheuermann, Friedrich; Julius Björnsson.

В дослiдженнi [4] автори розглянули модель оцiнювання ефективностi си-
стем електронного навчання методом визначення задоволення студентiв вiд на-
вчання. Використовуючи метод PLS-SEM емпiричним шляхом було пiдiбрано
параметри моделi визначення задоволення студентiв. Показано, що якiсть та
простота системи тестування знань входить до чотирьох факторiв, якi є значу-
щими при оцiнюваннi системи електронного навчання в найбiльшiй мiрi.

У статтi [1] систематизовано дидактичнi завдання, для вирiшення яких за-
стосовується автоматизованi системи педагогiчного тестування. Обґрунтовано
систему критерiїв для вибору автоматизованої системи педагогiчного тестува-
ння для вирiшення завдань педагогiчної дiагностики.

Результати дослiдження [2] розкривають особливостi конструювання тестiв
для оцiнювання загального рiвня знань здобувачiв вищої освiти в сучасних умо-
вах державної освiтянської системи. Особлива увага придiляється структуру-
вання тестової системи загалом, так i тестовим блокам зокрема.

У дослiдженнi [3] виявлено чинники, що сприяють подоланню труднощiв,
що виникають у першокурсникiв, як-от: електроннi ресурси бiблiотеки, умови
проживання в гуртожитку, стосунки в студентськiй групi, допомога вiд батькiв,
родичiв, однокурсникiв, студентiв старших курсiв. Також придiлена увага емо-
цiйнiй пiдготовцi майбутнiх абiтурiєнтiв для вирiшення тестiв, генерованих ав-
томатизованою системи оцiнювання рiвня знань.

Стаття [5] описує поєднання автоматизованого методу оцiнювання знань iз
рукописним варiантом вирiшення завдань (Paper-and-Pencil-Based Testing). Це
дозволяє усунути надмiрний вплив як об’єктивного, так i суб’єктивного елемен-
тiв в оцiнюваннi якостi знань абiтурiєнта.

При створеннi системи автоматизованого контролю знань та умiнь розробни-
ки повиннi брати до уваги кiлька факторiв, що будуть впливати на ефективнiсть
дiї самої системи. Це:
∙ розробка методу генерування самого тестового блоку, що включає в себе
завдання рiзноманiтної складностi;

∙ створення алгоритму обробки даних;
∙ визначення найбiльш ефективного методу iнтерпретацiї отриманих в ре-
зультатi перевiрки результатiв.
Розробка тестового блоку включає в себе наявнiсть певного набору завдань,

що вiдповiдають спецiальностi майбутнього здобувача вищої освiти. Це може
бути здiйснено безпосереднiм iмпортом файлiв з готовими завданнями або ство-
рення програмного забезпечення, що дiє за принципом генератора випадкових
чисел, коли тестовий блок формується навмання самою системою iз сукупностi
завдань однакового рiвня складностi.

Алгоритм обробки даних включає в себе розподiл та сортування отриманих
результатiв, залежно вiд того, який рiвень успiшностi проявив кожен з абiтурi-
єнтiв.
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Iнтерпретацiя результатiв тестування є проблемою, вирiшення якої ґрунту-
ється на тих показниках, якi здатна вимiряти i подати для аналiзу система
тестування. З iншого боку, педагогiчна теорiя визначає вимоги до змiсту ре-
зультатiв тестування. Сьогоднi в автоматизованих системах тестування вимi-
рюються i фiксуються такi показники щодо навчальних досягнень студента i
його психофiзiологiчних характеристик:
∙ частка правильних вiдповiдей:

– проста;

– з корекцiєю вгадування;

– векторна вiдповiдно до структури бази завдань;

– за компонентами семантичної мережi

– рiвень складностi завдань, що студент виконує iз ймовiрнiстю правиль-
ної вiдповiдi, що складає 50%;

∙ час виконання кожного завдання.
Пiд час як формування набору тестових завдань, так i вибору методу iнтер-

претацiї отриманих результатiв необхiдно враховувати, до якого типу систем
автоматичного оцiнювання знань належить обрана. Враховуючи це, можливо
уникнути викривлення отриманих результатiв та найбiльш повно i достовiрно
оцiнити рiвень знань здобувача вищої освiти.

Види систем автоматичного оцiнювання знань. Загалом усi системи
автоматизованого тестування знань можна подiлити на три типи: самоналашто-
вуванi (адаптивнi) системи, стацiонарнi та комбiнованi [1]. Кожна з них має як
свої переваги, так i недолiки. В залежностi вiд предмету, тестування з якого
проходить здобувач вищої освiти, необхiдно обирати найбiльш адекватну систе-
му тестового оцiнювання.

Самоналаштовувана (адаптивна) система тестування
У деяких випадках система тестового оцiнювання може й сама приймати

рiшення, яке наступне питання буде перед здобувачем — так звана самонала-
штовувана система, що дозволяє оцiнити попереднiй рiвень знань абiтурiєнта,
згодом, залежно вiд результатiв тестування вирiшувати, яке питання має бути
наступним.

За умови, якщо вiдсотковий показник правильних вiдповiдей у попереднiх
тестах знижується, знижується також i рiвень складностi наступних питань, i
навпаки. При пiдвищеннi успiшного вирiшення тестових завдань даний тип си-
стем обирає бiльш складнi завдання. Таким чином спостерiгається ефект зво-
ротного зв’язку мiж програмою та людиною, яка вирiшує поставленi завдання.

Перевагою даної системи є те, що вона дозволяє виявити показник освiтньо-
го рiвня здобувача вищої освiти з подальшим можливим його покращенням,
недолiком — те, що при вступi до вищих навчальних закладiв абiтурiєнти з рi-
зним рiвнем знань можуть набирати однакову кiлькiсть балiв. Це обумовлено
тим, що одному абiтурiєнту дiстаються завдання бiльш простi, анiж iншому.

Фактично, мова йде про систему автоматичного регулювання, що складає-
ться з двох послiдовних ланок: об’єкту регулювання (тобто набору завдань) i
самого регулятора (механiзму визначення наступного завдання за складнiстю).
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Стацiонарна система тестування
На вiдмiну вiд адаптивної системи, даний вид автоматизованого тестува-

ння передбачає собою просто набiр певних питань та завдань, що пропоную-
ться для вирiшення здобувачу вищої освiти. Усi завдання розподiленi за рiвнем
складностi та за порядком їх вирiшення, незалежно вiд того, якi результати
при вирiшеннi попереднiх завдань демонструє абiтурiєнт. Варiанти, що можуть
бути як однаковими, так i рiзними, дiляться на кiлька блокiв iз рiзним рiвнем
складностi.

Перевагою такого пiдходу є однаковий пiдхiд до всiх здобувачiв, оскiльки
надає їм можливiсть продемонструвати свої знання за рiвних умов та при ви-
конаннi однакових тестiв. Таким чином можливо обрати найбiльш талановитих
здобувачiв.

Недолiком може стати вгадування правильної вiдповiдi, що не базується на
реальних знаннях здобувача. На вiдмiну вiд адаптивної системи, стацiонарна
дозволяє певну вiльнiсть при вирiшеннi завдань, заснованих на тестовому ме-
тодi оцiнювання знань.

Комбiнована система тестування
Суть комбiнованої системи оцiнювання полягає в поєднаннi рис двох вище-

згаданих систем, оскiльки дозволяє усунути недолiки кожної з них. Тестова
форма (тобто, першi кiлька блокiв) включають в себе елементи стацiонарної
системи — таким чином оцiнюється загальний рiвень знань здобувача вищої
освiти.

Пiсля того, як абiтурiєнт виконав завдання, система оцiнює його рiвень
знань на основi поточних результатiв, формуючи рiвень складностi для насту-
пних блокiв тестування. На основi подальших результатiв автоматично визна-
чається рiвень складностi завдань, що формують кожен черговий блок.

Недолiком даного методу автоматичного оцiнювання знань є можливiсть хи-
бного рiшення системи стосовно складностi подальшого рiвня завдань, оскiль-
ки необхiдно враховувати фактор вгадування правильної вiдповiдi з попереднiх
тестових завдань. Перевага методу полягає в тому, що за умови надання здо-
бувачу питань з вiдкритою вiдповiддю, виявиться, чи насправдi при вирiшеннi
блокiв iз закритою вiдповiддю, вiн (чи вона), керувалися виключно набутими
попередньо знаннями.
Алгоритм побудови та аналiзу ефективностi створеної системи

автоматизованої оцiнки знань
Враховуючи рiзнорiднiсть розглянутих систем, важливо сформувати покро-

кову схему для створення аналогу схеми на практицi. В залежностi вiд того,
яка саме система розглядається, етапи її роботи можливо подiлити на наступнi
стадiї:

1) початкова (ознайомлення) — для адаптивної моделi необхiдно ознайомити-
ся iз попереднiми результатами, що були продемонстрованi здобувачем з
метою найбiльш ефективної побудови подальших блокiв завдань. Для ста-
цiонарного варiанту моделi даний етап не є важливим, оскiльки завдання
системи видавати вже сформованi тестовi блоки;

2) аналiз отриманих даних. Для всiх трьох типiв систем оцiнювання вiн є не-
вiд’ємним, складаючи основу для того, щоб вирiшити, яку саме бальну оцiн-
ку отримає абiтурiєнт;
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3) обробка попереднiх результатiв, що включає в себе агрегування даних за
блоками, рiдше — порiвняння результатiв окремих здобувачiв;

4) формування остаточного результату оцiнювання за прийнятою шкалою.

Винятком є комбiнована система автоматизованого тестового оцiнювання,
оскiльки розробникам доведеться з самого початку її створення встановлювати
фiльтр, за допомогою якого система буде здiйснювати переключення з одного
режиму на iнший. Тобто встановлений в систему фiльтр має визначати крити-
чне значення помилок чи правильних вiдповiдей, вiдповiдно до якого зi стацiо-
нарної системи переходить в адаптивну.

У подальшому формування алгоритму вiдповiдає загальному принципу: оцi-
нювання результатiв тестування — їх аналiз — формування кiнцевого балу здо-
бувача.

При цьому розробник тестової системи має уникати того, щоб у запропоно-
ваних варiантах вiдповiдей були вiдсутнi варiанти, що дублюють один одного,
або того, що вiдповiдь може бути неоднозначною, i трактуватися кожним iз
здобувачiв по-рiзному.

У цьому випадку в саму систему закладена вiдповiдь, що на думку розро-
бника, є правильною. Хоча, вiдповiдь може бути дуальною, тобто, наприклад, з
чотирьох запропонованих варiантiв однаково iстинними за суттю, можуть бути
два, три, чи навiть, чотири.

Психо-емоцiональна складова автоматизованого тестування
Суб’єктивна точка зору розробникiв тестової системи може викривити об’єк-

тивно отриманi результати автоматизованого тестування. Для уникнення цiєї
проблеми варто формулювати запитання максимально чiтко, що вiдповiдають
реальним фактам в тiй, чи iншiй царинi дисциплiни [4].

Типовим прикладом є так званий «Парадокс Монтi Голла», коли гравцю з
телевiзiйної гри пропонують змiнити своє рiшення. Саме формулювання пита-
ння наступне:

«Уявiть себе на телегрi, де вам потрiбно обрати однi з трьох дверей: за одни-
ми з них автомобiль; за двома iншими по козi. Ви обираєте однi дверi, напри-
клад, першi, ведучий вiдчиняє однi з двох iнших, наприклад, третi, за якими
коза. Тодi вiн каже вам: «Бажаєте змiнити вибiр на другi дверi?» Чи отримаєте
ви перевагу, якщо змiните свiй вибiр?».

Такий варiант поведiнки системи також може бути вкладений в систему
автоматизованої тестової системи, проте вiн змушує засумнiватися абiтурiєн-
та в надiйностi правильної вiдповiдi, оскiльки в даному випадку можуть бути
присутнi як емоцiйна, так i психологiчна складова, що суттєво впливають на
остаточне рiшення, чи є обране правильним. В цьому випадку можуть бути
перевiренi не тiльки рiвень попередньо набутих знань та навичок, а також емо-
цiйна стiйкiсть та можливiсть приймати рiшення за складних умов. Такi навики
необхiднi також за умови, якщо автоматизована тестова система розподiляє час
на вирiшення певного завдання, замiсть того, щоб абiтурiєнту був вiдведений
загальний час на вирiшення всiх завдань в цiлому [1].

В останньому випадку здобувач вищої освiти може пропускати деякi тестовi
завдання, вирiшуючи тi, у вiдповiдях на якi вiн (чи вона) є впевненi. В резуль-
татi на вирiшення сумнiвних завдань залишається час.

Такий пiдхiд дозволяє визначити, чи є потенцiйно придатними до професiй,
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що потребують негайних рiшень в обмежений промiжок часу, а також пере-
вiряють абiтурiєнта на стресостiйкiсть. Серед цих професiй варто вiдзначити
майбутнiх лiкарiв, пiлотiв, морякiв, iнженерiв [1].

Специфiчнiсть даних професiй полягає не тiльки в тому, щоб приймати скла-
днi рiшення в короткi промiжки часу, але також в тому, що нести вiдповiдаль-
нiсть за правильнiсть рiшення, що було прийняте. Це вiдбувається через те, що
такi професiї вимагають також усвiдомлення серйозностi прийнятого рiшення.

Сам по собi такий пiдхiд може бути складним, оскiльки часто люди дiють
на пiдставi емоцiй, що не завжди є хорошими радниками. Наприклад, один з
нейрохiрургiв, що є вiдомим сьогоднi, зiзнався, що iнодi варто нiчого не робити
з пацiєнтом, аби не нашкодити, нiж робити щось за принципом «робити хоча б
щось».

В деяких випадках при вирiшеннi тестових завдань здобувач вищої освiти
перебуває перед вибором: або залишити той варiант, що вiн вважає за правиль-
ний, чи змiнити його на iнший, або просто не вiдповiдати на запитання.

В цьому i можуть полягати складнощi функцiонування автоматизованих
систем знань абiтурiєнтiв. Система може оцiнити виключно вiдсотковий пiвень
правильних, чи неправильних вiдповiдей на поставленi тестовi завдання, проте
не зможе оцiнити, який емоцiйний стан був у абiтурiєнта пiд час виконання
завдання.

Враховуючи вищесказане, можливо у якостi iндикатора застосувати час
прийняття рiшення щодо того, яка вiдповiдь правильна, яка — нi, теоретично
можливо визначити як впевненiсть у тому, що вiдповiдь є правильною, також
рiшучiсть прийняття даного рiшення.

Спiвставлення психо-емоцiональної складової тестування з
алгоритмом роботи системи оцiнювання

При розробцi завдань для автоматизованого тестового контролю необхiдно
враховувати як ефективнiсть дiї безпосередньо самої системи, так i взаємний
зв’язок, що виникає мiж здобувачем вищої освiти та безпосередньо самою про-
грамою, налаштовану на оцiнку рiвня знань абiтурiєнта [5].

Це можливо здiйснити за допомогою синхронiзацiї процесiв формування пе-
релiку завдань, що необхiднi для вирiшення, i прогнозування можливої поведiн-
ки при їх вирiшеннi. Для цього можливо сформувати електронну платформу,
що буде поєднувати мiж собою елементи адаптивної, стацiонарної, комбiнованої
систем оцiнювання iз фiльтром часу щодо прийняття рiшень про правильнiсть
обраної вiдповiдi.

В результатi ефективнiсть вiдбору кандидатiв здобувачiв вищої освiти пiд-
вищиться.

Необхiдно також враховувати, на яку саме спецiальнiсть планує вступати
абiтурiєнт. В залежностi вiд важливостi його спецiальностi, можливо коригува-
ти часовий дiапазон для вирiшення питання щодо правильностi обраного рiше-
ння [3].

3. Висновки. В процесi розвитку iнформацiйних технологiй все бiльшу нi-
шу займають автоматизованi методи оцiнювання якостi знань здобувачiв вищої
освiти. Тестовий метод є доволi простим, в той же час пiд час його розробки не-
обхiдно враховувати не тiльки самi завдання, що пропонуються для вирiшення
абiтурiєнту, проте i ту спецiальнiсть, що здобувач планує отримати.
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Розглянутi моделi дозволяють оцiнити ефективнiсть кожної з них, також
визначити, що за недолiки можуть виникати при їх застосуваннi на практицi.

Серед розглянутих — адаптивної, стацiонарної та комбiнованої моделей ав-
томатизованого оцiнювання рiвня знань здобувачiв вищої освiти, найбiльш ефе-
ктивною є самоналаштовувана (адаптивна) модель, що дозволяє в режимi он-
лайн адаптуватися пiд рiвень знань абiтурiєнта, що дозволяє визначити пото-
чний рiвень знань.

При створеннi системи автоматизованого оцiнювання варто враховувати не
тiльки час на виконання завдань, проте також i їх тип, що може вплинути на
результати кiнцевого тестування. Специфiка поведiнки кожного окремо взятого
абiтурiєнта також впливає на можливi кiнцевi результати iспиту.

Тому, окрiм звичайного формування системи автоматизованого оцiнювання,
варто брати до уваги випадкову величину, що вирахувати досить складно — а
саме людську поведiнку.

Людська поведiнка в ситуацiї на реагування перед нею поставленi пробле-
ми чи завдання є основою для формування автоматизованої системи тестового
оцiнювання, оскiльки на основi попереднiх вибiрок формується майбутня схе-
ма системи оцiнювання, що може використовуватися у теперiшньому, так i у
майбутньому. Моделювання базується на основi людських рiшень, здiйснених
попередньо.

Подальша розробка систем автоматизованого оцiнювання має включати в
себе елементи як суб’єктивнi, так i об’єктивнi параметри - як формат самої си-
стеми, так i прогнозовану поведiнку користувача. Для бiльшої надiйностi щодо
вiрогiдностi правильного варiанту вiдповiдi можливо ввести завдання, що ге-
неруються випадково, незалежно вiд того, як абiтурiєнт вирiшував попереднi
завдання.
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the level of knowledge of higher education acquires.

The article examines the advantages and disadvantages of the automated testing method
for assessing the knowledge of higher education applicants. Possible alternatives for mod-
ernizing this method in the future are also highlighted. Taking into account the gradual
informatization of society on a global scale, this approach will allow improving the quality
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SINGLESTOREDB КОНЕКТОР ДЛЯ APACHE BEAM

В статтi дослiджено процес розробки SingleStoreDB конектора для Apache Beam та
складнощi, якi виникли пiд час цього процесу. Для реалiзацiї конектора використано
мову програмування Java. Для компiляцiї та менеджменту залежностей проекту вико-
ристано систему автоматичного збирання Gradle. Для забезпечення неперервного те-
стування конектора використано iнструмент для неперервної iнтеграцiї Jenkins. Задля
комунiкацiї iз базою даних використано бiблiотеку SingleStore JDBC Driver. Об’єктом
дослiдження обрано процес обмiну даних мiж Apache Beam та SingleStoreDB. Пре-
дметом дослiдження є конектор, що дозволяє ефективно обмiнюватись даними мiж
Apache Beam та SingleStoreDB. Для розробки конектора проаналiзованi вимоги до
нього. Продемонстровано, що основними вимогами є можливiсть паралельного запису
даних, можливiсть паралельного читання даних за допомогою розподiлених власти-
востей SingleStoreDB, можливiсть виконати запити читання даних непаралельно для
специфiчних запитiв. Дослiджено можливiсть використання рiзних способiв паралель-
ного читання та запису даних. Згiдно дослiджень найоптимальнiшим способом пара-
лельного читання є розбиття запиту на декiлька незалежних використовуючи певну
колонку. Найоптимальнiшим способом запису даних є використання запиту LOAD
DATA. На вiдмiну вiд INSERT запиту надсилає данi як окремий потiк байтiв, а не
як частину запиту. За рахунок цього, данi можна вiдправляти набагато бiльшими
групами. Протестовано конектор та налаштовано систему неперервної iнтеграцiї. Роз-
роблено документацiю та iнтегровано конектор в GitHub репозиторiй Apache Beam.
Розроблений конектор може бути використаний для ETL процесiв пiд час яких Apache
Beam вiдповiдає за обробку та збереження даних в SingleStoreDB, що надає зручнiший
спосiб конфiгурацiї та кращу продуктивнiсть в порiвняннi iз JdbcIO конектором. Ре-
зультати дослiджень можуть бути використанi для створення конекторiв мiж iншими
технологiями та СКБД SingleStoreDB.

Ключовi слова: база даних, конектор, розподiленi системи, ETL, Apache Beam, Si-
ngleStore, OLAP, OLTP.

1. Вступ. Apache Beam вважається наступним кроком в еволюцiї розподiле-
них систем обробки даних [25]. Iснуючий JdbcIO конектор дозволяє з’єднання
iз бiльшiстю реляцiйних баз даних, однак, вiн не враховує їхнi особливостi.
SingleStoreDB є розподiленою системою керування базами даних. Ця СКБД
пiдтримує як OLAP так i OLTP способи використання. За рахунок цього, во-
на набула популярностi для аналiзу великих обсягiв даних. Архiтектура Si-
ngleStoreDB передбачає можливостi для паралелiзацiї запитiв запису та читан-
ня. Цi можливостi не врахованi в JdbcIO конекторi.
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Apache Beam мiстить бiльше 50 конекторiв, якi iнтегрованi в систему i пiд-
тримуються розробниками APACHE SOFTWARE FOUNDATION. Крiм цього,
iснує 10 конекторiв, якi не вбудованi в саму систему i пiдтримуються третiми
сторонами. Незважаючи на таку велику кiлькiсть iнтеграцiй, iснує величезна
кiлькiсть технологiй, з якими Apache Beam ще не iнтегрований.

Якщо розглядати використання Apache Beam iз реляцiйними базами даних,
якi використовують мову SQL, то найзагальнiшим способом iнтеграцiї таких те-
хнологiй є використання JDBC драйверiв. Apache Beam включає в себе JdbcIO
конектор. За допомогою цiєї бiблiотеки, система може пiд’єднуватись до будь-
якої реляцiйної бази даних, яка має свiй JDBC драйвер. Таке рiшення є най-
простiшим способом розширити кiлькiсть пiдтримуваних технологiй.

Таким чином, на даний момент, можливо читати та записувати данi в базу
даних SingleStoreDB використовуючи JdbcIO. Але цей спосiб не враховує осо-
бливостi бази даних SingleStoreDB. Через це конектор має не найкращу швид-
кодiю та надає не найкращий користувацький досвiд. Це зумовлює необхiднiсть
розробки конектора, який враховував би особливостi SingleStoreDB та надавав
якiснiшу практику використання для користувачiв.

2. Основний результат. Об’єктом дослiдження є процес обмiну даних
мiж Apache Beam та SingleStoreDB.

Предметом дослiдження є конектор, що дозволяє ефективно обмiнюватись
даними мiж Apache Beam та SingleStoreDB.

Мета роботи полягає у реалiзацiї Apache Beam конектора для SingleStoreDB,
який би враховував можливостi та особливостi цiєї СКБД.

Для досягнення поставленої мети виокремленнi наступнi завдання:

� сформулювати вимоги до конектора, необхiднi для задоволення потреб ко-
ристувачiв;

� реалiзувати та протестувати конектор;
� iнтегрувати конектор в GitHub репозиторiй Apache Beam.
Матерiал i методи дослiджень. Для реалiзацiї конектора використано

мову програмування Java. Для компiляцiї та менеджменту залежностей прое-
кту використано систему автоматичного збирання Gradle. Для того, щоб забез-
печити неперервне тестування конектора використано iнструмент для неперерв-
ної iнтеграцiї Jenkins. Для комунiкацiї iз базою даних використано бiблiотеку
SingleStore JDBC Driver.

Аналiз останнiх дослiджень та публiкацiй. В 2017 роцi APACHE
SOFTWARE FOUNDATION оголосила Apache Beam проектом найвищого рiвня
[22]. Ця технологiя базується на моделi програмування MapReduce опублiкова-
нiй в 2004 роцi розробниками компанiї Google [12]. В цiй науковiй роботi проде-
монстровано, що за допомогою цiєї моделi можна виразити багато прикладних
завдань. Програми, написанi в цьому функцiональному стилi, автоматично роз-
паралелюються та виконуються на великому кластерi стандартних машин. Це
дозволяє програмiстам без жодного досвiду роботи з паралельними та розподi-
леними системами, легко використовувати ресурси таких систем.

Apache Beam може бути використаний для ETL завдань та iнтеграцiї даних.
Такi завдання кориснi для перемiщення великих обсягiв даних мiж джерелами
даних, трансформацiї їх до необхiдного формату або завантаження даних в новi
системи [3].
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Apache Beam розроблений таким чином, щоб користувачi могли реалiзувати
новий I/O конектор. Для цього завдання розробленi спецiальнi iнтерфейси та
набiр iнструкцiй та рекомендацiй [8, 9, 10, 15].

SingleStoreDB це розподiлена реляцiйна СКБД [11]. За рахунок розподi-
леностi запити читання та завантаження даних можуть бути розпаралеленi.
SingleStoreDB надає можливостi швидкого завантаження даних за допомогою
запитiв LOAD DATA [18], а також можливiсть паралельного читання даних
[19]. Цi особливостi СКБД були вдало використанi для створення конектора iз
Apache Spark, а отже перспективним є дослiдження використання їх при iнте-
грацiї iз Apache Beam.

Результати дослiдження та їх обговорення. Створення якiсного коне-
ктора вимагає детального аналiзу особливостей систем, якi вiн має поєднувати.
Також важливо видiлити ситуацiї, в яких користувачi будуть використовувати
цi системи разом. Пiсля проведення цього аналiзу, можна видiлити найважли-
вiший функцiонал та сформулювати вимоги до конектора.

SingleStoreDB це розподiлена реляцiйна СКБД [11]. Ця СКБД представляє
собою кластер iз декiлькома вузлами. Кожен вузол є процесом запущеним на
конкретнiй машинi. Всi вузли подiляються на два типи:
� Агрегатори — вiдповiдають за передачу запитiв до листкiв i надсилання
результату виконання запитiв до клiєнта

� Листки — вузли, що зберiгають частину даних.

Рис. 1. Архiтектура SingleStoreDB кластера [11].

Для оптимiзацiї швидкодiї, SingleStoreDB автоматично розбиває данi на роз-
дiли. Кожен листок може зберiгати декiлька роздiлiв [6].

За рахунок такої архiтектури, SingleStoreDB може паралельно обробляти
данi на декiлькох вузлах незалежно. Також, це дозволяє користувачам гори-
зонтально розширювати їхнiй кластер у випадку, якщо їм потрiбно бiльше об-
числювальних ресурсiв. Користувачi здатнi надсилати запити до рiзних агре-
гаторiв, щоб не бути обмеженими швидкiстю мережi однiєї машини.

Ще однiєю особливiстю SingleStoreDB є унiверсальне сховище, яке є ево-
люцiєю columnstore таблиць. На вiдмiну вiд стандартної реалiзацiї columnstore
таблиць, реалiзацiя SingleStoreDB пiдтримує транзакцiйнi процеси, для яких
зазвичай доводиться використовувати rowstore таблицi [24]. Ця особливiсть до-
зволяє одночасно завантажувати та оновлювати данi в таблицях, та проводити
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на них аналiтичнi запити, що мiстять агрегацiї. За рахунок цiєї особливостi
SingleStoreDB i отримала свою назву.

Кластер SingleStoreDB може бути запущений у двох варiантах:
� Cloud
� Self-managed
При використаннi Cloud, кластер створюється i конфiгурується автомати-

чно. Клiєнт отримує єдину адресу, яку вiн може використовувати для надсила-
ння запитiв до бази даних. Всi запити розподiляються мiж агрегаторами, ба-
лансуючи навантаження на кластер. Крiм того, такий спосiб розгортання надає
можливiсть використання bottomless. Це особливiсть бази даних, яка передба-
чає, що самi данi будуть вiдвантажуватись на S3. За рахунок, цього ресурси
необхiднi для виконання обчислень та ресурси необхiднi для збереження даних
стають незалежними. Користувач може зберiгати терабайти даних на маленько-
му кластерi i платити за сховище незалежно ресурсiв необхiдних для виконання
операцiй над ними [14].

Self-managed розгортання надає клiєнту можливiсть розгорнути кластер на
своїх серверах та встановити набагато бiльше особливих конфiгурацiй.

Apache Beam є унiфiкованою моделлю програмування та множиною бiблiо-
тек для створення та виконання конвеєрiв для обробки даних [3]. В 2004 ро-
цi компанiя Google опублiкувала наукову роботу про модель програмування
MapReduce [12]. Ця модель базується на двох операцiях Map i Reduce. В робо-
тi показано, що багато реальних задач можна виразити через цю модель. При
цьому, програми написанi на основi такої моделi можна паралелiзувати i вико-
нувати на великих кластерах. Пiзнiше на основi цiєї моделi було створено багато
реалiзацiй таких як Hadoop, Flume, Spark, Flink. Наступним кроком в еволюцiї
цих моделей було створення Apache Beam. Основними особливостями Apache
Beam є:
� унiфiкована мова програмування для пакетної та потокової обробки даних;
� велика кiлькiсть пiдтримуваних джерел для запису та збереження даних;
� можливiсть виконання обчислень на рiзних системах (наприклад, на тих
самих Flink, Spark);

� наявнiсть SDK для рiзних мов програмування (Go, Java, Python, Typescri-
pt).
Розглянемо кожну з цих особливостей окремо.
В старих фреймворках для паралельної обробки даних таких як Hadoop,

Flink, Spark реалiзовано рiзний API для пакетної та потокової обробки даних
[25]. Для прикладу, в Apache Spark для пакетної обробки використовувались
RDD та Dataframe, а для потокової — Datastreams.

На Рис. 3. можна побачити приклади коду пакетної та потокової обробки
даних в Spark.

На вiдмiну, вiд цих фреймворкiв, Apache Beam надає єдиний API для оброб-
ки пакетових та потокових даних.

Наступною особливiстю Apache Beam є портативнiсть. Ця модель не виконує
операцiї сама по собi, а замiсть цього делегує виконання iншим системам. Це
робить компанiї незалежними вiд технологiй, якi вони використовують. Якщо
компанiя використовувала Spark кластер для виконання обчислень, але з часом
помiтила, що Flink має кращу швидкодiю, то вони можуть легко мiгрувати на
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Рис. 2. Особливостi Apache Beam [3].

Рис. 3. Приклад потокової та пакетової обробки даних в Spark.

Рис. 4. Приклад обробки пакетових i потокових даних в Apache Beam.

нову технологiю. Для цього не доведеться готувати всiх iнженерiв i перепису-
вати iснуючий код.

Ще одна особливiсть це пiдтримка багатьох мов програмування. Подiбний
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функцiонал реалiзований i в iнших системах, але в Apache Beam є можливiсть
використання функцiоналу написаного на рiзних мовах всерединi одного конве-
єра. Це дозволяє розробникам використовувати улюблену мову програмування
i iнтегрувати частини коду всерединi однiєї програми.

Останньою особливiстю є пiдтримка багатьох джерел для запису та збере-
ження даних. Розробники Apache Beam надають велику кiлькiсть рекомендацiй
для створення конекторiв до їхньої технологiї [15].

Для того, щоб пiдтримувати всi згаданi вище особливостi модель програ-
мування має бути максимально простою. Кожна зайва абстракцiя буде значно
ускладнювати процес пiдтримки унiфiкованостi та портативностi моделi.

Основними абстракцiями Beam є [5]:
� Pipeline (конвеєр) — напрямлений ациклiчний граф даних та операцiй над
ними

� PCollection — невпорядкована множина елементiв, яка вiдповiдає вершинам
графу. Зазвичай данi в цiй множинi розподiленi.

� PTransform — перетворення над PCollection, що вiдповiдають ребрам графу
Зазвичай Beam конектор складається з декiлькох PTransform (для читання

та для запису даних). PTransform для читання або запису даних представляє
собою клас, що мiстить функцiю читання/запису. Ця функцiя буде паралельно
викликатись для того, щоб прочитати або записати частину даних.

Враховуючи зазначенi вище особливостi можна припустити, що найбiльш
поширеною ситуацiєю, в якiй користувач захоче iнтегрувати цi двi технологiї
буде випадок використання Apache Beam для ETL процесу, а SingleStoreDB для
збереження даних та проведення їхнього аналiзу. Apache Beam надає просту
модель, яку легко вивчити та iнтегрувати для того, щоб завантажувати данi
з рiзних джерел, трансформувати їх та зберiгати в базi даних. SingleStoreDB
в свою чергу надає можливiсть швидко зберiгати великi множини даних та
обробляти їх пiсля. В такий спосiб можна реалiзувати аналiтику в реальному
часi над даними зiбраними iз рiзних джерел.

Для того, щоб максимально використати можливостi обох розподiлених си-
стем — конектор має мати можливiсть паралельного запису та читання даних.
Iснуючий JdbcIO конектор має такi можливостi. Проте, для запису даних вiн
використовує INSERT запити [17]. SingleStore дозволяє завантажувати данi за
допомогою LOAD DATA запитiв [18]. Другий спосiб є набагато оптимальнiшим,
адже при ньому всi рядки таблицi вiдправляються окремим файлом i не мають
бути закодованi всерединi самого запиту.

Щодо паралельного читання, то JdbcIO конектор розбиває SELECT запит
на декiлька SELECT запитiв iз фiльтром по певнiй колонцi. Наприклад, замiсть
запиту
SELECT a, b FROM t
конектор може надiслати наступнi запити до бази даних
SELECT a, b FROM t WHERE 0 < a < 100
SELECT a, b FROM t WHERE 100 < a < 200
SELECT a, b FROM t WHERE 200 < a < 300

Такий спосiб паралелiзацiї запитiв зможе працювати з бiльшiстю реляцiй-
них баз даних. З iншого боку вiн має ряд недолiкiв. Користувач має вибрати
колонку для розбиття. Вказати верхню та нижню межу (iнакше конектор буде
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запускати додатковi запити для визначення цих параметрiв). Також важливо
пересвiдчитись, що вибрана колонка має iндекс i що данi в нiй рiвномiрно роз-
подiленi.

SingleStore є розподiленою базою даних i вже мiстить в собi функцiонал для
розбиття множини рядкiв на пiдмножини для виконання обчислень. Найкра-
щим способом розпаралелити читання результату SELECT запиту є RESULT
TABLES [19]. Доцiльним є проведення дослiджень щодо використання цього
функцiоналу у новому конекторi для Apache Beam.

Деякi запити до бази даних не можуть бути розпаралеленi (наприклад SHOW
TABLES). Для них доцiльно розробити можливiсть непаралельного читання.

Отже вимогами до конектора будуть:
� можливiсть паралельного запису даних за допомогою LOAD DATA
� можливiсть паралельного читання даних за допомогою розподiлених вла-
стивостей SingleStoreDB

� можливiсть виконати запити читання даних непаралельно для специфiчних
запитiв.
Найпопулярнiшим способом з’єднання з базами даних, якi пiдтримують SQL

є використання JDBC API. Використовуючи JDBC API, застосунки написанi на
мовi Java можуть виконувати SQL запити, дiставати результати та поширювати
назад до вiдповiдних джерел даних. З часiв появи в сiчнi 1997 року JDBC API
став широко поширеним i реалiзованим. Компанiя SingleStore розробила свiй
власний JDBC драйвер. Цей драйвер сумiсний з версiєю стандарту 4.2 та лiцен-
зований згiдно GNU LGPL. Ця бiблiотека є найкращим вибором для комунiкацiї
Javaзастосункiв iз SingleStore.

Перед розробкою конектора була проведена консультацiя з розробниками
компанiї Google (LukaszCwik, KennethKnowles, BrianHulette, ChamikaraJayalath,
JohnCasey) та розроблена технiчна документацiя [http://surl.li/haior] вiдповiдно
до зразка [http://surl.li/haiou].

Всi параметри необхiднi для створення з’єднання iз базою даних iнкапсу-
льованi в єдиному класi DataSourceConfiguration. Цей клас вiдповiдальний за
валiдацiю та встановлення всiх параметрiв а також за створення з’єднання за
допомогою JDBC драйвера.

Клас DataSourceConfigutration надає можливiсть встановлення певних па-
раметрiв.
Endpoint — iм’я хоста або IP адреса бази даних в наступному форматi host:[port].
Username — iм’я користувача бази даних (за замовчуванням — root).
Password — пароль для користувача (за замовчуванням — пуста стрiчка).
Database — база даних, яка буде використана за умови, якщо iншої не вказано
в запитi.
ConnectionPropertirs — список конфiгурацiй для JDBC драйвера.
Параметр вказується в наступному форматi “key1=value1;key2=value2;...;
keyN=valueN”.

Список всiх пiдтримуваних параметрiв доступний за посиланням [23].
Параметр endpoint є обов’язковим.
Приклад коду для створення об’єкта DataSourceConfiguration.
SingleStoreIO.DataSourceConfiguration

.create("myHost:3306")
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.withDatabase("db")

.withConnectionProperties("connectTimeout=30000")

.withPassword("password")

.withUsername("admin");
Результати деяких запитiв в SingleStore не можна прочитати паралельно.

Прикладами таких запитiв є “SHOW TABLES”, “SHOW DATABASES”.
Саме для таких запитiв необхiдно реалiзувати PTransform, який би просто

виконував запит та повертав його результат. При iмплементацiї паралельно-
го читання можна використовувати досвiд отриманий при реалiзацiї простiшої
версiї.

Цей PTransform приймає на вхiд спецiальну початкову множину (PBegin) i
повертає множину типiв визначених користувачем (PCollection<T>). Для то-
го, щоб запустити процес читання використано PTransformParDo. Вiн створить
єдиний екземпляр класу DoFn та запустить єдину функцiю для виконання за-
питу та читання результату.

Налаштувати це перетворення можна за допомогою наступних параметрiв:
� dataSourceConfiguration — об’єкт типу DataSourceConfiguration з усiєю iн-
формацiєю необхiдною для створення з’єднання

� query — SQL запит, що має бути виконаний
� table — таблиця з якої читати данi
� statementPreparator — об’єкт що реалiзує iнтерфейс StatementPreparator.
Цей об’єкт має реалiзовувати функцiю setParameters. Вона приймає об’єкт
типу PreparedStatement та має встановити всi параметри запиту. Основ-
ною мотивацiєю для параметризацiї запитiв в SingleStore є захист вiд SQL
iн’єкцiй.

� outputParallelization — логiчна змiнна, яка вказує чи необхiдно перегрупу-
вати результуючу множину для того, щоб роздiлити її мiж всiма робiтни-
ками. Цей процес необхiдний, щоб паралелiзувати подальшi операцiї над
множиною. За замовчуванням значення параметра iстинне.

� rowMapper — об’єкт, який реалiзовує iнтерфейс RowMapper, а саме фун-
кцiю mapRow, яка приймає ResultSet та перетворює рядок результату до
бажаного типу.

Параметр dataSourceConfiguration є обов’язковим. Параметри query та table є
взаємновиключними, але хоча б один з них повинен бути вказаний.
Приклад непаралельного читання даних:
PCollection<USER_DATA_TYPE>items = pipeline.apply(

SingleStoreIO.<USER_DATA_TYPE>read()
.withDataSourceConfiguration(dc)
.withTable("MY_TABLE") // or.withQuery("QUERY")
.withStatementPreparator(statementPreparator)
.withOutputParallelization(true)
.withRowMapper(mapper)

);
Пiд час створення технiчної документацiї дослiджено 3 способи реалiзацiї

паралельного читання даних. Один з них вже був описаний в 1 роздiлi (пiд-
роздiл — формулювання вимог до конектора). Цей спосiб полягає в тому, щоб
замiсть одного SELECT запиту запустити декiлька паралельно. Кожен з них
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вiдповiдає за прочитання рядкiв з певного промiжку. Промiжки визначаються
за допомогою однiєї з колонок результату.
Наприклад замiсть запиту
SELECT a, b FROM t
конектор може надiслати наступнi запити до бази даних
SELECT a, b FROM t WHERE 0 < a < 100
SELECT a, b FROM t WHERE 100 < a < 200
SELECT a, b FROM t WHERE 200 < a < 300
Цей спосiб реалiзований в JdbcIO та має наступнi недолiки:
� користувач змушений вказати колонку для розбиття запиту
� користувач змушений пересвiдчитись, що колонка має iндекс, iнакше запит
буде надто повiльним

� один пiд-запит буде читати iнформацiю з рiзних листкiв SingleStore i через
це збiльшується кiлькiсть трафiку мiж вузлами розподiленої бази даних

� необхiдно або вказати нижню та верхню межу, або конектор буде витрачати
ресурси на їх визначення

� для деяких запитiв база даних буде виконувати однаковi пiдрахунки для
кожного пiдзапиту.
Головною перевагою цього методу є те, що можна керувати рiвнем парале-

лiзму.
SingleStore має спецiальний функцiонал для паралельного читання даних.

Рекомендований спосiб реалiзацiї паралельного читання складається з насту-
пних крокiв:
� Виконати запит CREATE RESULT TABLE tmp AS SELECT . . . FROM . . .
� Одночасно почати читати данi з кожного роздiлу бази даних за допомогою
запиту SELECT . . . FROM ::tmp WHERE partition_id() = id

� Пiсля закiнчення цього процесу виконати запит DROP RESULT TABLE
tmp.
Крiм цього, з’єднання за допомогою якого виконано перший крок весь час

має залишатись вiдкритим. Повторне читання iз одного роздiлу є неможливим
[19].

На жаль, цей спосiб суперечить вимогам, якi накладає модель Apache Beam.
Вiдповiдно до рекомендацiй по розробцi конекторiв, PTransform повинен вiдпо-
вiдати наступним вимогам:
� Вiн повинен пiдтримувати можливiсть серiалiзацiї. Це необхiдно, щоб клас
можна було надiслати системi, яка власне виконує всi операцiї.

� Вiн повинен бути незмiнним. Всi приватнi поля класу повиннi бути оголо-
шенi як final.

� Вiн має пiдтримувати можливiсть паралельного виконання. При цьому об-
числення над рiзних роздiлах даних повиннi бути незалежними. Також, при
виникненнi помилок процес має мати можливiсть повторного виконання.

� Його має бути можливо покрити юнiт-тестами [8].
Перша проблема виникає iз серiалiзацiєю. Об’єкт з’єднання з базою даних не

можна серiалiзувати. Для створення таблицi з результатом потрiбно пiдтриму-
вати вiдкрите з’єднання впродовж всього часу читання. Такi з’єднання можна
було б зберiгати незалежно вiд PTransform. Але тодi всi паралельнi процеси
будуть залежати вiд одного об’єкта, що порушує третю умову.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Наступна проблема це те, що всi паралельнi процеси читання мають почати
читати одночасно. Beam не надає таких гарантiй. Звiсно, якщо кластер на яко-
му виконуються операцiї має достатньо ресурсiв, то вiн запустить всi процеси.
Але конектор не має можливостей, щоб перевiрити чи ця умова виконується.
Через це вiдповiдальнiсть за забезпечення конектора достатньою кiлькiстю ре-
сурсiв для виконання читання лягає на користувача. Це значно погiршує досвiд
використання конектора. До прикладу, якщо користувач захоче одночасно за-
пустити читання двох таблиць за допомогою Spark, то вiн має пересвiдчитись
що кiлькiсть ядер в Spark кластерi бiльша за кiлькiсть роздiлiв в базi даних по-
множенiй на два. Часто користувачi не мають достатньо глибокого розумiння
принципiв роботи зазначених технологiй, щоб забезпечувати необхiднi гарантiї.
При цьому, це руйнує основну перевагу моделi Beam — простоту використання
та незалежнiсть вiд системи, що виконує обчислення.

Третьою проблемою є те, що читання не можна виконати повторно при ви-
никненнi помилок. Якщо виникла помилка при читаннi одного роздiлу — весь
процес потрiбно повторити з самого початку. При збiльшеннi кiлькостi даних
до певної межi виникає ситуацiя, що читання хоча б з одного роздiлу завжди
зазнає помилки. Це може ставатись через помилки iз з’єднанням або нестабiль-
нiсть мережi. Якщо щоразу перезапускати весь процес читання, то вiн може
нiколи не закiнчитись.

SingleStore пiдтримує читання з матерiалiзованих таблиць результату. Вiд-
мiннiстю цих таблиць вiд попереднiх є те, що з матерiалiзованої таблицi можна
читати один роздiл декiлька разiв, а також що не обов’язково починати читати
всi роздiли одночасно.

Хоча такий спосiб i вирiшує деякi проблеми, але всерiвно виникає необхi-
днiсть зберiгати вiдкрите з’єднання впродовж часу читання. Ще матерiалiзо-
ванi таблицi результату зберiгають всi даннi в оперативнiй пам’ятi бази даних.
Для читання великих результатiв (терабайти данних) цей пiдхiд не пiдiйде.

Одним iз завдань є iнтегрувати конектор в GitHub репозиторiй Apache Beam,
щоб в майбутньому за його пiдтримку вiдповiдали розробники Apache Beam.
Розглянутий спосiб паралельного читання порушує рекомендацiї до розробки
конекторiв, а отже iнтегрувати його буде надзвичайно важко.

Розглянемо ще один спосiб паралельного читання даних. Припустимо, що
користвач хоче прочитати результат SELECT запиту. Цей запит можна обгор-
нути в ще один SELECT запит та додати фiльтр WHERE partition_id()=x.
Таким чином, можна прочитати рядки тiльки з одного роздiлу бази даних. Та-
кi запити можна легко запустити для кожного роздiлу. Вони будуть повнiстю
незалежними.

Наприклад, замiсть запиту:
SELECT a, b FROM t
конектор може надiслати наступнi запити до бази даних:
SELECT a, b FROM t WHERE partition_id() = 0
SELECT a, b FROM t WHERE partition_id() = 1
SELECT a, b FROM t WHERE partition_id() = 2
SELECT a, b FROM t WHERE partition_id() = 4

Перевагами цього методу порiвняно iз першим запропонованим є те, що:

� користувач не змушений вказати колонку для розбиття запиту i не має
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хвилюватись що ця колонка має iндекс
� один пiд-запит буде читати iнформацiю з одного листка SingleStore i через
це кiлькiсть трафiку мiж вузлами розподiленої бази даних є мiнiмальною

� користувач не повинен вказувати кiлькiсть роздiлiв результату та верх-
ню/нижню межi колонок
Отже, реалiзувавши паралельне читання за допомогою цього способу зна-

чно спроститься конфiгурацiя та використання конектора. Саме цей варiант
вибраний для фiнальної реалiзацiї.

Паралельне читання можна конфiгурувати за допомогою наступних пара-
метрiв:
� dataSourceConfiguration — об’єкт типу DataSourceConfiguration з усiєю iн-
формацiєю необхiдною для створення з’єднання

� query — SQL запит, що має бути виконаний
� table — таблиця з якої читати данi
� rowMapper - об’єкт, який реалiзовує iнтерфейс RowMapper, а саме функцiю
mapRow, яка приймає ResultSet та перетворює рядок результату до бажа-
ного типу.
Приклад паралельного читання даних:

PCollection<USER_DATA_TYPE>items = pipeline.apply(
SingleStoreIO.<USER_DATA_TYPE>readWithPartitions()

.withDataSourceConfiguration(dc)

.withTable("MY_TABLE") // or.withQuery("QUERY")

.withRowMapper(mapper)
);

Для запису даних елементи множини необхiдно розбити на групи. Кожна
група надсилається до бази даних за допомогою окремого LOAD DATA запиту.
На вiдмiну вiд INSERT запитiв, якi використовуються в JdbcIOконекторi, вони
надсилають данi як окремий потiк байтiв, а не як частину запиту. За рахунок
цього, данi можна вiдправляти набагато бiльшими групами. Також, зменшує-
ться кiлькiсть трафiку.
PTransform для запису даних пiдтримує наступнi параметри:
� dataSourceConfiguration — об’єкт типу DataSourceConfiguration з усiєю iн-
формацiєю необхiдною для створення з’єднання

� table — таблиця в яку записувати данi
� batchSize — Кiлькiсть елементiв множини, якi надстлаються одним запитом.
За замовчуванням — 100000.

� userDataMapper — об’єкт, який реалiзовує iнтерфейс UserDataMapper, а са-
ме функцiю mapRow, яка приймає елемент множини та перетворює масив
стрiчок. Цi стрiчки потiм об’єднуються в CSV формат та надсилаються до
бази даних
Приклад запису даних:

data.apply(
SingleStoreIO.<USER_DATA_TYPE>write()

.withDataSourceConfiguration(dc)

.withTable("MY_TABLE")

.withUserDataMapper(mapper)

.withBatchSize(100000)
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);
Проведено тестування швидкодiї запису даних за допомогою реалiзовано-

го конектора та iснуючого JdbcIO. Пiд час тестування базу даних SingleStore,
запущену в docker контейнерi. Результати тестування наведенi в таблицi 1. Вiд-
повiдно до них, LOAD DATA запити працюють приблизно вдвiчi швидше нiж
INSERT запити.

Таблиця 1.
Порiвняння швидкодiї запису даних використовуючи SingleStoreIO та JdbcIO.

Кiлькiсть рядкiв SingleStoreIO JdbcIO
100000 4.638 сек. 6.772 сек.
200000 8.312 сек. 12.269 сек.
500000 17.956 сек. 38.105 сек.
1000000 33.877 сек. 78.197 сек.

Для того, щоб конектор використовували, його потрiбно протестувати, за-
документувати та поширити на платформах, де користувачi зможуть легко про
нього дiзнатись. У випадку Beam, найкращим способом поширити конектор є iн-
тегрувати його в GitHub репозиторiй Apache Beam. Конектори, якi iнтегрованi
в цей GitHubрепозиторiй називаються вбудованими (built-in). Їхньою пiдтрим-
кою займаються ком’юнiтi Beam, що є великою перевагою, адже не потрiбно
буде витрачати ресурси на виправлення помилок, пiдтримування iнтегрованої
системи тестування. Також, цi конектори можуть мати свої web-сторiнки в до-
кументацiї Apache Beam.

Для iнтеграцiї конектора в репозиторiй Apache Beam, вiн повинен бути про-
тестований вiдповiдно до їхнiх стандартiв [7].

Тести запускаються на платформи Jenkins(https://www.jenkins.io/) за допо-
могою GitHubActions(https://github.com/features/actions).

Для конектора написано наступнi види тестiв:
� Юнiт тести — тести, що виконують невеликi частини коду конектора. Вони
використовують фреймворкJUint (https://junit.org/junit5/). Цi тести кому-
нiкують з макетом бази даних створеним за допомогою фреймворкуmocki-
to. Ця група тестiв запускається кожного разу, коли хтось створює гiлку i
змiнює в нiй код пов’язаний iз певним тестом.

� Iнтеграцiйнi тести. Цi тести комунiкують iз справжньою базою даних i пере-
вiряють коректнiсть основного функцiоналу. SingleStore запускається за до-
помогою технологiї Kubernetes (https://docs.singlestore.com/db/v8.0/en/dep-
loy/kubernetes.html). Цю групу тестiв запускають розробники Apache Beam
перед тим, як додати змiни в головну гiлку.

� Тести продуктивностi. Цi тести як i iнтеграцiйнi тести комунiкують iз справ-
жньою базою даних, але вони завантажують великi масиви даних для ви-
мiрювання продуктивностi конектора. Ця група тестiв запускається раз в
день для того, щоб перевiрити чи якiсь змiни не спровокували погiршення
продуктивностi.
Тести продуктивностi запускаються раз в день i їхнiй результат вiзуалiзує-

ться за допомогою Grafana.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 44, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



78 М. I. ГЛЕБЕНА, А. В. МАКАРОВИЧ

Обговорення результатiв дослiдження. Перед розробкою конектора
створено GitHub завдання з пропозицiєю розробки SingleStoreIO конектора
(https://github.com/apache/beam/issues/22617) проведено консультацiю з роз-
робниками компанiї Google (LukaszCwik, KennethKnowles, BrianHulette, Chami-
karaJayalath, JohnCasey) та розроблено технiчну документацiю. В цiй докумен-
тацiї узгодженi всi проблемнi питання реалiзацiї конектора. На основi даного
документу здiйсненi змiни в кодi, якi представленi у виглядi двох пул реквестiв
до репозиторiю Apache Beam:
� https://github.com/apache/beam/pull/23535
� https://github.com/apache/beam/pull/24290
Всi змiни протестовано. Перевiркою коду займались наступнi розробники:
� JohnCasey(https://github.com/johnjcasey)
� YiHu(https://github.com/Abacn)
� AhmadAbualsaud(https://github.com/ahmedabu98)
� PabloEstrada(https://github.com/pabloem)
Їхнi коментарi були врахованi i пiсля успiшного проходження тестiв код до-

дано в головну гiлку проєкту. В результатi, пiдтримка бази даних SingleStore
додана в Apache Beam у версiї 2.44 (https://beam.apache.org/blog/beam-2.44.0/)

Конектор можна завантажити або додати в систему автоматичного збирання
iз Maven репозиторiю (https://mvnrepository.com/artifact/org.apache.beam/beam-
sdks-java-io-singlestore).

Документування бiблiотеки є надзвичайно важливим етапом. Без нього ко-
ристувачi можуть просто не дiзнатись про її iснування або не могти коректно
використовувати. Apache Beam розробили стандарти для документування ко-
некторiв [10]. На момент створення конектора цi стандарти ще були на стадiї
розробки i нами використовувався доступ до робочого варiанту.

Весь текст документацiї зберiгається в тому самому GitHub репозиторiї, що
й код конекторiв. Для оновлення документацiї створено наступний пул реквест
(https://github.com/apache/beam/pull/24377). Його перевiрено та додано до го-
ловної гiлки YiHu (https://github.com/Abacn/).

Данi змiни включали створення сторiнки, яка мiстить пояснення всiх пере-
творень доданих конектором, їх параметрiв та прикладiв використання [2]. Та-
кож SingleStoreIO конектор додано до таблицi всiх вбудованих конекторiв [16].
Автори документацiї SingleStore теж оновили її, додавши iнформацiю про цей
конектор [21]. Через деякий час пiсля релiзу конектора Akmal Chaudhri (стар-
ший технiчний євангелiст компанiї SingleStore) написав блог про використання
цього конектора [2].

Наукова новизна та практична цiннiсть дослiдження. Конектор може бути
використаний для ETL процесiв пiд час яких Apache Beam вiдповiдає за обробку
та збереження даних в SingleStoreDB. Вiн надає зручнiший спосiб конфiгурацiї
та кращу продуктивнiсть в порiвняннi iз JdbcIO конектором. Також, результати
дослiджень можуть використовуватись для створення конекторiв мiж iншими
технологiями та СКБД SingleStoreDB.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. На основi аналi-
зу можливих сценарiїв застосування Apache Beam та SingleStore та особливостей
цих технологiй сформульовано вимоги до конектора необхiднi для задоволення
потреб користувачiв, а саме:
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� можливiсть паралельного запису даних за допомогою LOAD DATA;

� можливiсть паралельного читання даних за допомогою розподiлених вла-
стивостей SingleStoreDB;

� можливiсть виконати запити читання даних непаралельно для специфiчних
запитiв.

Розроблено конектор, який вiдповiдає наведеним вимогам. Пiд час розроб-
ки дослiджено можливiсть використання рiзних способiв паралельного читання
та запису даних. Згiдно дослiджень найоптимальнiшим способом паралельного
читання є розбиття запиту на декiлька незалежних використовуючи певну ко-
лонку. Найоптимальнiшим способом запису даних є використання запиту LOAD
DATA. Конектор протестовано та налаштована система неперервної iнтеграцiї.

Код конектора перевiрено спецiалiстами та iнтегровано в GitHub репози-
торiй Apache Beam. Вихiдний код конектора можна знайти за посиланням :
(https://github.com/apache/beam/tree/master/sdks/java/io/singlestore). Вiн на-
дає зручнiший спосiб конфiгурацiї та кращу продуктивнiсть в порiвняннi iз
JdbcIO конектором. Iнформацiю про SingleStore конектор можна знайти на офi-
цiйнiй документацiї Apache Beam [26] та офiцiйнiй документацiї SingleStore [16].
Перспективами подальших дослiджень є спроби реалiзацiї конекторiв для ана-
логiчних технологiй таких як Hadoop, Flume, Flink.
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The process of developing the SingleStoreDB connector for Apache Beam is described,
along with the challenges encountered during this process. Java programming language
was utilized for implementing the connector. Gradle, an automated build system, was
used for project compilation and dependency management. Continuous testing of the con-
nector was ensured using the Jenkins continuous integration tool. Communication with
the database was facilitated using the SingleStore JDBC Driver library. The research ob-
ject selected was the data exchange process between Apache Beam and SingleStoreDB,
with the connector serving as the subject of investigation, enabling efficient data exchange
between the two platforms. Requirements analysis was conducted for the connector, iden-
tifying key requirements such as the ability for parallel data writes, parallel data reads
using SingleStoreDB distributed properties, and the ability to execute non-parallel data
read queries for specific requests. Various methods of parallel data reading and writing
were explored, with research indicating that the most optimal method for parallel reading
involves splitting the query into several independent ones using a certain column. The most
efficient method for data writing was found to be using the LOAD DATA query, which
sends data as a separate stream of bytes rather than as part of the query, allowing for
larger data batches to be sent. The connector was tested, and continuous integration was
set up. Documentation was developed, and the connector was integrated into the Apache
Beam GitHub repository. The developed connector can be used for ETL processes where
Apache Beam is responsible for data processing and storage in SingleStoreDB, providing a
more convenient configuration and better performance compared to the JdbcIO connector.
The research results can be utilized for creating connectors between other technologies and
the SingleStoreDB database management system.
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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН НЕСТИСЛИВОГО
ПIВПРОСТОРУ З ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ ТА

ЗАХИСНИМ ПОКРИТТЯМ ПРИ ДIЇ РУХОМОГО
НАВАНТАЖЕННЯ

В роботi з використанням комплексних потенцiалiв в загальнiй формi для нести-
сливих пружних тiл дана постановка i приведений розв’язок двовимiрної задачi про
дiю рухомого навантаження на вiльну поверхню попередньо напруженого пiвпростору
з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару.

Ключовi слова: шаруватий пiвпростiр, початковi (залишковi) напруження, рухоме
навантаження, комплекснi потенцiали.

1. Вступ. В данiй статтi розглянута задача про дiю рухомого поверхневого
навантаження на пружний нестисливий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi
тонкого поверхневого шару. Розв’язок задачi отримано за допомогою методу
комплексних потенцiалiв. Аналогiчна задача дослiджена з використанням ме-
тоду iнтегральних перетворень Фур’є в роботi [1].

При вiдсутностi шару точний розв’язок задачi про реакцiю на рухоме на-
вантаження пiвпростору з початковими напруженнями з використанням ком-
плексних потенцiалiв було отримано в [2]. Пружна пластина на попередньо на-
пруженому пiвпросторi при дiї рухомого навантаження розглядалася в роботi
[5].

2. Постановка задачi. Розглядається попередньо напружений нестисли-
вий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару.
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Матерiал пiвпростору — iзотропний нелiнiйно-пружний в ненапруженому
станi з довiльною формою пружного потенцiалу. У випадку ортотропного ма-
терiалу будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають з на-
прямками осей, вибраних систем координат.

Початковий напружено-деформований стан пiвпростору вважається однорi-
дним i визначається компонентами вектора перемiщень вiдповiдно до формули

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑚𝑗 (𝜆𝑚 − 1)𝑥𝑚; 𝑚, 𝑗 = 1, 3, (1)

де 𝜆𝑗 — подовження (𝜆𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑗 = 1, 3), 𝛿𝑚𝑗 — символ Кронекера, i наступни-
ми компонентами тензора узагальнених напружень

𝜎0
11 ̸= 0; 𝜎0

22 ̸= 0; 𝜎0
33 ̸= 0. (2)

Шар i пiвпростiр вiднесенi до декартової системи координат (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3), якi
вводяться в початковому деформованому станi i пов’язанi з лагранжевими ко-
ординатами (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), що вводяться в природному станi, спiввiдношеннями

𝜉𝑗 = 𝜆𝑗𝑥𝑗. (3)

Граничнi поверхнi елементiв є плоскi i паралельнi мiж собою. Координатна
площина 𝜉1𝑂𝜉3 спiвпадає з вiльною поверхнею захисного шару. Шар займає
область −ℎ ≤ 𝜉2 ≤ 0, а пiвпростiр — область 𝜉2 + ℎ ≤ 0.

До вiльної границi шару (𝜉2 = 0) прикладено лiнiйне навантаження 𝑃 , що
рухається з постiйною швидкiстю v протягом великого промiжку часу i не за-
лежить вiд координати 𝜉3.

Визначимо координати рухомої системи наступним чином

𝑦1 = 𝜉1 − v𝑡; 𝑦2 = 𝜉2. (4)

Передбачається, що картина деформацiй iнварiантна вiдносно часу в системi
координат, що рухається разом з навантаженням.

Також передбачається, що напруження, що виникає за рахунок дiї наванта-
ження, значно менше за початковi напруження. Вказане припущення дозволяє
застосовувати лiнеаризовану теорiю пружностi для тiл з початковими напру-
женнями [2] для опису додаткового напруженного стану, викликаного дiєю на-
вантаження.

Шар товщиною ℎ моделюється зосередженими масами з густиною 𝜌1.
Рiвняння руху нестисливого пiвпростору в умовах плоскої деформацiї при

𝜉2 + ℎ ≤ 0 мають вигляд [2]

𝑁11𝑢1 +𝑁12𝑢2 +𝑁13𝑝 = 0; 𝑁21𝑢1 +𝑁22𝑢2 +𝑁23𝑝 = 0; 𝑁31𝑢1 +𝑁32𝑢2 = 0. (5)

У рухомiй системi координат (3) диференцiальнi оператори в виразах (5)
мають вигляд

𝑁𝑚𝛼 = �̃�𝑖𝑚𝛼𝛽
𝜕2

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝛽
− 𝜌v2𝛿𝑚𝛼

𝜕2

𝜕𝑦21
; 𝑖,𝑚, 𝛼, 𝛽 = 1, 2;

𝑁13 ≡ 𝑁31 = 𝑞11
𝜕

𝜕𝑦1
; 𝑁23 ≡ 𝑁32 = 𝑞22

𝜕

𝜕𝑦2
. (6)
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Розглянемо два випадки контакту мiж шаром i пiвпростором при 𝑦2 = −ℎ:
жорсткий контакт

�̃�21 = 𝑃1 (𝑦1) + ℎ𝜌1�̈�1; �̃�22 = 𝑃2 (𝑦1) + ℎ𝜌1�̈�2; (7)

i нежорсткий контакт

�̃�21 = 0; �̃�22 = 𝑃2 (𝑦1) + ℎ𝜌1�̈�2. (8)

Тут 𝑃1 (𝑦1), 𝑃2 (𝑦1) — вiдповiдно дотичнi та нормальнi напруження на вiльнiй
поверхнi шаруватого пiвпростору.

При вказаних вище умовах маємо плоску усталену задачу, що полягає у
розв’язку рiвнянь руху (5) з позначенням (6) вiдповiдно при граничних умовах
(7) або (8) i умовi загасання на нескiнченностi.

Запишемо постановку задачi в комплексних потенцiалах.
Враховуючи позначення (6), рiвняння усталеного руху пiвпростору можна

представити у виглядi(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

𝜇1

𝜕

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

�̄�1

𝜕

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

𝜇2

𝜕

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝜕

𝜕𝑦1
− 1

�̄�2

𝜕

𝜕𝑦2

)︂
𝜒(𝑗) = 0;

𝑗 = 1, 2;

(9)

де величини 𝜇1 i 𝜇2 — коренi рiвняння

𝜇4 + 2𝐴𝜇2 + 𝐴1 = 0. (10)

Коефiцiєнти 𝐴 и 𝐴1 у випадку нестисливого тiла визначаються iз спiввiдно-
шень

2𝐴𝑞222�̃�2112 = 𝑞211�̃�2222 + 𝑞222
(︀
�̃�1111 − 𝜌v2

)︀
− 2𝑞11𝑞22 (�̃�1122 + �̃�1212) ;

2𝐴1𝑞
2
22�̃�2112 = 𝑞211

(︀
�̃�1221 − 𝜌v2

)︀
; 𝑞𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜆𝑖𝑞𝑖; 𝜌 = 𝜌; (11)

𝜌 — густина матерiалу пiвпростору в природному станi. Складовi тензора �̃� i
величини 𝑞𝑖 визначаються для конкретних постановок задач [2].

Введемо наступнi комплекснi змiннi

𝑧𝑗 = 𝑦1 + 𝜇𝑗(𝑦2 + ℎ); 𝑧𝑗 = 𝑦1 + �̄�𝑗(𝑦2 + ℎ); 𝑗 = 1, 2. (12)

Враховуючи (12), рiвняння руху для пiвпростору (9) в рухомiй системi ко-
ординат (4) через функцiї 𝜒(𝑗) можна записати у виглядi

𝜕4𝜒(𝑗)

𝜕𝑧1𝜕𝑧2𝜕𝑧1𝜕𝑧2
= 0; 𝑗 = 1, 2. (13)

Розглянемо окремо випадки рiвних i нерiвних коренiв рiвняння (10).
Рiвнi коренi. Нехай виконується умова

𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇. (14)

Загальний розв’язок рiвняння (13) представимо у виглядi

𝜒(𝑗) = Re
[︁
𝐹

(𝑗)
1 (𝑧1) + 𝑧1𝐹

(𝑗)
2 (𝑧1)

]︁
. (15)
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В подальшому введемо новi аналiтичнi функцiї

𝐹
(1)′

𝑗 (𝑧1) = 𝜇1𝜑𝑗(𝑧1); 𝐹
(2)′

𝑗 (𝑧1) = 𝜑𝑗(𝑧1); 𝑗 = 1, 2. (16)

Пiдставимо (15) у вирази для перемiщень i спiввiдношення пружностi з вра-
хуванням (16) i отримаємо представлення напружень i перемiщень через введенi
аналiтичнi функцiї 𝜑𝑗(𝑧1) (𝑗 = 1, 2)

�̃�𝑘𝑗 = Re
{︁
𝛾
(1)
𝑘𝑗 [𝜑′′

1(𝑧1) + 𝑧1𝜑
′′
2(𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘𝑗 𝜑

′
2(𝑧1)

}︁
;

𝑢𝑘 = Re
{︁
𝛾
(1)
𝑘 [𝜑′

1(𝑧1) + 𝑧1𝜑
′
2(𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘 𝜑2(𝑧1)

}︁
; (17)

де

𝛾
(1)
𝑖𝑖 = 𝛼

(12)
𝑖𝑖 + 𝜇2

1

(︁
𝛼
(11)
𝑖𝑖 + 𝛼

(22)
𝑖𝑖 + 𝜇2

1𝛼
(21)
𝑖𝑖

)︁
;

𝛾
(2)
𝑖𝑖 = 3𝛼

(12)
𝑖𝑖 + 𝜇2

1

(︁
𝛼
(11)
𝑖𝑖 − 𝛼

(22)
𝑖𝑖 − 3𝜇2

1𝛼
(21)
𝑖𝑖

)︁
;

𝛾
(1)
𝑖𝑗 = 𝜇1

[︁
𝛼
(11)
𝑖𝑗 + 𝛼

(12)
𝑖𝑗 + 𝜇2

1

(︁
𝛼
(21)
𝑖𝑗 + 𝛼

(22)
𝑖𝑗

)︁]︁
;

𝛾
(2)
𝑖𝑗 = 𝜇1

[︁
3𝛼

(11)
𝑖𝑗 + 𝛼

(12)
𝑖𝑗 − 𝜇2

1

(︁
𝛼
(21)
𝑖𝑗 + 3𝛼

(22)
𝑖𝑗

)︁]︁
;

𝛾
(1)
1 = 𝛽

(2)
11 + 𝜇2

1

(︁
𝛽
(2)
12 − 𝛽

(1)
11

)︁
; 𝛾

(2)
1 = 2

(︁
𝛽
(2)
11 − 𝜇2

1𝛽
(2)
12

)︁
;

𝛾
(1)
2 = 𝜇1

(︁
𝛽
(1)
21 − 𝛽

(2)
21 + 𝜇2

1𝛽
(1)
22

)︁
;

𝛾
(2)
2 = 2𝜇1

(︁
𝛽
(1)
21 − 𝜇2

1𝛽
(1)
22

)︁
; 𝑖, 𝑗 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗. (18)

Параметри 𝛼
(𝑘𝑛)
𝑖𝑗 i 𝛽(𝑘)

𝑖𝑗 в спiввiдношеннях (18) у випадку нестисливих тiл
визначаються по формулам

𝛼
(𝑘𝑛)
𝑖𝑖 = 𝑞𝑖𝑖𝑞

−2
𝑛𝑛

(︀
�̃�𝑘𝑛𝑛𝑘 − 𝛿𝑛2𝜌v

2
)︀
;

𝛼
(𝑘𝑘)
𝑖𝑖 = �̃�𝑖𝑖𝑛𝑛𝑞

−1
𝑛𝑛 − �̃�𝑖𝑖𝑘𝑘𝑞

−1
𝑘𝑘 + 𝑞𝑖𝑖𝑞

−2
𝑘𝑘

[︀
�̃�𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜌v2 − 𝑞𝑘𝑘𝑞

−1
𝑛𝑛 (�̃�1122 + �̃�1212)

]︀
;

𝛼
(𝑘𝑛)
𝑖𝑗 = −�̃�𝑖𝑗𝑛𝑘𝑞−1

𝑛𝑛 ; 𝛼
(𝑘𝑘)
𝑖𝑗 = �̃�𝑖𝑗𝑛𝑘𝑞

−1
𝑛𝑛 ; 𝑖, 𝑗, 𝑛, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗; 𝑛 ̸= 𝑘;

𝛽
(2)
12 = 𝛽

(1)
11 = 𝑞−1

11 ; 𝛽
(2)
21 = 𝛽

(1)
21 = 𝑞−1

22 ; 𝛽
(2)
11 = 𝛽

(1)
22 = 0. (19)

Використовуючи (15) з урахуванням (16) граничнi умови при 𝑦2 = −ℎ для
жорсткого контакту (7) можна записати у виглядi

Re
{︁
𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1 (𝑦1) +
(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
Φ′

2 (𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃1 (𝑦1) ;

Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑦1) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃2 (𝑦1) ;(20)

а для нежорсткого контакту (8) — у виглядi

Re
[︁
𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑦1)

]︁
= 0;
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Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑦1) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃1 (𝑦1) .

(21)
В системах рiвнянь (20) i (21) введенi новi аналiтичнi функцiї

Φ1 (𝑦1) = 𝜑′′
1(𝑦1) + 𝑦1𝜑

′′
2(𝑦1); Φ2 (𝑦1) = 𝜑′

2(𝑦1). (22)

Коефiцiєнти 𝛾
(𝑗)
𝑖 i 𝛾(𝑗)𝑖𝑘 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3) в системах рiвнянь (20) i (21) для

нестисливого пiвпростору визначаються iз спiввiдношень (18) при позначення
(19).

Таким чином, задача про усталений рух попередньо напруженого нестисли-
вого пiвпростору, захищеного пружнiм шаром, у випадку рiвних коренiв рiвня-
ння (10) зводиться до знаходження функций 𝜑𝑗 (𝑗 = 1, 2) iз систем рiвнянь (20),
(22) або (21), (22) в залежности вiд умов контакту мiж елементами шаруватого
середовища.

Нерiвнi коренi. Розглянемо випадок нерiвних коренiв

𝜇1 ̸= 𝜇2. (23)

Розв’язок рiвнянь (13) представимо у виглядi

𝜒 = 2𝑅𝑒 [𝐹1(𝑧1) + 𝐹2(𝑧2)] , (24)

де 𝐹𝑗(𝑧𝑗) — довiльнi аналiтичнi функцiї комплексних змiнних 𝑧𝑗.
В подальшому введемо новi аналiтичнi функцiї

𝐹 ′′
𝑗 (𝑧𝑗) = Φ𝑗(𝑧𝑗). (25)

Пiдставляючи (24) у вирази для перемiщень i потiм у спiввiдношення пру-
жностi, з урахуванням (25), отримуємо вирази напружень i перемiщень через
введенi аналiтичнi функцiї Φ𝑗(𝑧𝑗) комплексних змiнних 𝑧𝑗 (12).

�̃�𝑖𝑗 = 2Re
[︁
𝛾
(1)
𝑖𝑗 Φ′

1(𝑧1) + 𝛾
(2)
𝑖𝑗 Φ′

2(𝑧2)
]︁
;

𝑢𝑘 = 2Re
[︁
𝛾
(1)
𝑘 Φ1(𝑧1) + 𝛾

(2)
𝑘 Φ2(𝑧2)

]︁
; i , j , k = 1, 2. (26)

В (26) введенi наступнi позначення для коефiцiєнтiв, якi входять в вирази
для напружень i перемiщень,

𝛾
(𝑘)
𝑗𝑗 = 𝜇𝑘(𝛼

(1)
𝑗𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑗𝑗 ); 𝛾

(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝛼

(1)
𝑖𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑖𝑗 ;

𝛾
(𝑗)
1 = −𝜇𝑗; 𝛾

(𝑗)
2 = 𝛽1 + 𝜇2

𝑗𝛽2; 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗; (27)

де параметри 𝛽𝑗 i 𝛼
(𝑘)
𝑖𝑗 у випадку нестисливих тiл визначаються по формулам

𝛼
(1)
𝑖𝑖 = 𝑞𝑖𝑖𝑞

−1
11

[︀
�̃�1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (�̃�1122 + �̃�1212)

]︀
− �̃�𝑖𝑖11 + �̃�𝑖𝑖22𝑞11𝑞

−1
22 ;

𝛼
(2)
𝑖𝑖 = 𝑞𝑖𝑖𝑞

−1
11 �̃�2112; 𝛼

(2)
𝑖𝑗 = 𝑞11𝑞

−1
22 �̃�𝑖𝑗21;

𝛼
(2)
𝑖𝑗 = −�̃�𝑖𝑗12; 𝑖 ̸= 𝑗; 𝛽1 = 𝑞11𝑞

−1
22 ; 𝛽2 ≡ 0. (28)
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Використовуючи комплекснi потенцiали, запишемо граничнi умови для да-
ної задачi при 𝑦2 = −ℎ. Будемо розглядати, як i ранiше, жорсткий та нежорс-
ткий контакти мiж захисним шаром i пiвпростором. Iз (7), (8) i (26) при 𝑦2 = −ℎ
маємо:

1) жорсткий контакт

2Re
{︁
𝛾
(1)
21 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑦1) + 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1(𝑦1) + 𝛾
(2)
1 Φ′

2(𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃1(𝑦1);

2Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑦1) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃2(𝑦1); (29)

2) нежорсткий контакт

Re
[︁
𝛾
(1)
21 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑦1)

]︁
= 0;

2Re
{︁
𝛾
(1)
22 Φ1(𝑦1) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑦1)− 𝜌1hv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑦1) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑦1)
]︁}︁

= 𝑃2(𝑦1). (30)

В системах рiвнянь (29) i (30) параметри 𝛾(𝑗)𝑖 , 𝛾
(𝑗)
𝑖𝑘 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2) визначаю-

ться iз спiввiдношень (27) з врахуванням (28).
Таким чином, розв’язок поставленої задачi в випадку нерiвних коренiв рiвня-

ння (10) можна отримати, розв’язуючи вiдносно функцiй Φ𝑗 (𝑗 = 1, 2) системи
рiвнянь (29) i (30) при жорсткому i нежорсткому контактi мiж захисним шаром
i пiвпростором вiдповiдно.

3. Метод розв’язку задачi. Отримаємо розв’язок задачi про усталений
рух попередньо напруженого пiвпростору iз захисним покриттям при дiї рухо-
мого навантаження. Для цього застосуємо метод М. I. Мусхелiшвiлi [4], основа-
ний на iнтегралах типу Кошi для пiвплощини. Вiдповiдно до [4], для довiльної
голоморфної в нижнiй пiвплощинi 𝑦2 + ℎ < 0 функцiї 𝑓(𝑧), яка неперервна до
границi включно, справедливi наступнi спiввiдношення

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

= −𝑓(𝑧) + 1

2
𝑎;

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

= −1

2
�̄�, (31)

де
𝑧 = 𝑦1 + 𝑖(𝑦2 + ℎ). (32)

В (31) вважалось, що функцiю 𝑓(𝑦1) при великих |𝑦1| можна представити у
виглядi

𝑓(𝑦1) = 𝑎+ 𝑜(|𝑦1|−𝜀) = 𝑓(∞) + 𝑜(|𝑦1|−𝜀), 𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (33)

Враховуючи викладене, перейдемо до дослiдження задачi в площинi 𝑦1𝑂𝑦2.
Вiдносно поведiнки комплексних потенцiалiв Φ𝑗(𝑧𝑗), 𝜑𝑗(𝑧1) на нескiнченностi

приймемо такi ж обмеження, як i в лiнiйнiй теорiї пружностi [3, 4].
Розглянемо окремо випадки рiвних i нерiвних коренiв рiвняння (10).
Рiвнi коренi. Розглянемо випадок рiвних коренiв (14). В цьому випадку за-

дача зводиться до визначення аналiтичних функцiй 𝜑𝑗 iз рiвнянь (20), (22) або
(21), (22) (в залежностi вiд умов контакту).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Використовуючи рiвняння (20) i формули (31) i (33), у випадку жорсткого
контакту мiж захисним шаром i пiвпростором маємо

𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1 (𝑧) +
(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
Φ′

2 (𝑧)
]︁
= − 1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃1𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

;

𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑧) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑧)
]︁
= − 1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

,

(34)
а при нежорсткому контактi рiвняння (21) iз врахуванням (31) i (33) будуть
мати вигляд

𝛾
(1)
21 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2 (𝑧) = 0;

𝛾
(1)
22 Φ1 (𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2 (𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1 (𝑧) +
(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
Φ′

2 (𝑧)
]︁
= − 1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

.

(35)
Системи рiвнянь (34) i (35) неважко привести до вигляду

𝐿[Φ𝑗(𝑧)] = 𝑓𝑗(𝑧); 𝑗 = 1, 2; (36)

де диференцiальний оператор 𝐿 i функцiї 𝑓𝑗 (𝑗 = 1, 2) визначаються у випадку
жорсткого контакту по формулам

𝐿 = 𝜌21ℎ
2v4
(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
2 − 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
2

)︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
+

+ 𝜌1ℎv
2
[︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
21 + 𝛾

(1)
21

(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
−

−
(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
𝛾
(1)
22

]︁ 𝑑
𝑑𝑧

+
(︁
𝛾
(2)
21 𝛾

(1)
22 − 𝛾

(1)
21 𝛾

(2)
22

)︁
;

(37)

𝑓1 (𝑧) =
1

𝑖𝜋

⎧⎨⎩
+∞∫︁

−∞

𝛾
(2)
22 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(2)
21 𝑃2 (𝑦1)

𝑦1 − 𝑧
𝑑𝑦1+

+ 𝜌1ℎv
2

+∞∫︁
−∞

[︁(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁
𝑃 (𝑦1)1 −

(︁
𝛾
(1)
1 + 𝛾

(2)
1

)︁
𝑃2 (𝑦1)

]︁
(𝑦1 − 𝑧)2

𝑑𝑦1

⎫⎬⎭ ;

𝑓2 (𝑧) = − 1

𝑖𝜋

⎡⎣ +∞∫︁
−∞

𝛾
(1)
22 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(1)
21 𝑃2 (𝑦1)

𝑦1 − 𝑧
𝑑𝑦1+

+ 𝜌1ℎv
2

+∞∫︁
−∞

𝛾
(1)
2 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(1)
1 𝑃2 (𝑦1)

(𝑦1 − 𝑧)2
𝑑𝑦1

⎤⎦ ;

(38)

а у випадку нежорсткого контакту по формулам

𝐿 = 𝜌1ℎv
2
[︁
𝛾
(1)
2 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(1)
21

(︁
𝛾
(1)
2 + 𝛾

(2)
2

)︁]︁ 𝑑
𝑑𝑧

+
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(2)
21 𝛾

(1)
22

)︁
; (39)
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𝑓𝑗 (𝑧) =
(−1)𝑗+1

𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝛾
(𝑚)
21 𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚. (40)

Так як при 𝑦2 = −ℎ, 𝑦1 = 𝑧 = 𝑧1, то вирази (36)–(40) також можна розгля-
дати в площинi 𝑧1.

Таким чином, для жорсткого i нежорсткого контактiв задача при рiвних
коренях рiвняння (10) звелася до розв’язку звичайних неоднорiдних диференцi-
альних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами виду (36) вiдносно функцiй
Φ𝑗 (𝑧1) (𝑗 = 1, 2) або, вiдповiдно до принятих позначень (22), функцiй 𝜑′′

1(𝑧1) +
+𝑧1𝜑

′′
2(𝑧1) i 𝜑

′
2(𝑧1). Отримавши функцiї 𝜑

′′
1(𝑧1)+𝑧1𝜑

′′
2(𝑧1) i 𝜑

′
2(𝑧1), легко визначити

функцiї 𝜑′′
𝑗 (𝑧1) (𝑗 = 1, 2), а потiм напруження i швидкостi перемiщень у пiвпро-

сторi (перемещiння в даному випадку визначаються з точнiстю до довiльної
константи), використовуючи формули (17).

Бiльш детально аналiз отриманих результатiв проведемо для випадку нерiв-
них коренiв.

Нерiвнi коренi. Нехай виконується умова (23). До систем рiвнянь (29) i (30)
застосуємо формули (31) i (33). В результатi при жорсткому контактi мiж за-
хисним шаром i пiвпростором отримаємо наступну систему двох звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь вiдносно функцiй Φ𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 2).

𝛾
(1)
21 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑧) + 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
1 Φ′

1(𝑧) + 𝛾
(2)
1 Φ′

2(𝑧)
]︁
= − 1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃1(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

;

𝛾
(1)
22 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑧) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑧)
]︁
= − 1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

. (41)

При нежорсткому контактi аналогiчна система диференцiальних рiвнянь
вiдносно аналiтичних функцiй Φ𝑗(𝑧) (𝑗 = 1, 2) має вигляд

𝛾
(1)
21 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
21 Φ2(𝑧) = 0;

𝛾
(1)
22 Φ1(𝑧) + 𝛾

(2)
22 Φ2(𝑧)− 𝜌1ℎv

2
[︁
𝛾
(1)
2 Φ′

1(𝑧) + 𝛾
(2)
2 Φ′

2(𝑧)
]︁
= − 1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑃2(𝑦1)𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

. (42)

В результатi нескладних перетворень системи диференцiальних рiвнянь (41)
i (42) можна записати в виглядi (36), де при жорсткому контактi

𝐿 = 𝜌21ℎ
2v4
(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
2 − 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
1
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)︁
−

−
(︁
𝛾
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𝑑𝑧

+
(︁
𝛾
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22 𝛾

(1)
21

)︁
;

(43)
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𝑓𝑗(𝑧) =
(−1)𝑗−1

2𝑖𝜋

⎧⎨⎩
+∞∫︁

−∞

[︁
𝛾
(𝑚)
22 𝑃1 (𝑦1)− 𝛾

(𝑚)
21 𝑃2 (𝑦1)

]︁
𝑑𝑦1

𝑦1 − 𝑧
+

+ 𝜌1ℎv
2

+∞∫︁
−∞

[︁
𝛾
(𝑚)
2 𝑃1 (𝑦1) + 𝛾

(𝑚)
1 𝑃2 (𝑦1)

]︁
𝑑𝑦1

(𝑦1 − 𝑧)2

⎫⎬⎭ ;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚; (44)

а при нежорсткому контактi

𝐿 = 𝜌1ℎv
2
(︁
𝛾
(1)
2 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
21

)︁ 𝑑

𝑑𝑧
+
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(1)
22 𝛾

(2)
21

)︁
; (45)

𝑓𝑗 (𝑧) =
(−1)𝑗+1

2𝑖𝜋

+∞∫︁
−∞

𝛾
(𝑚)
21 𝑃2𝑑𝑦1
𝑦1 − 𝑧

; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚. (46)

Так як при 𝑦2 = −ℎ, 𝑦1 = 𝑧 = 𝑧1 = 𝑧2, то вирази (41)–(46) можна розглядати
також в площинах 𝑧1 i 𝑧2.

Таким чином, задача у випадку нерiвних коренiв зводиться до розв’язку
двох звичайних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь виду (36) вiдносно фун-
кцiй Φ𝑗(𝑧𝑗) (𝑗 = 1, 2) в позначеннях (43), (44) або (45), (46) (в залежностi вiд
умов контакту мiж захисним шаром i основою). Компоненти напружено-дефор-
мованого стану пiвпростору визначаються за допомогою спiввiдношень (26) та
виразiв для функцiй Φ′

𝑗(𝑧𝑗) (𝑗 = 1, 2).
Критичнi швидкостi руху навантаження повиннi визначатися з умов iснува-

ння дiйсних додатнiх кратних коренiв характеристичного рiвняння диференцi-
альних рiвнянь (36).

Порiвняльний аналiз формул, отриманих в [1], дозволяє стверджувати, що
рiвняння ∆(𝑘) = 0 має тi ж коренi, що i характеристичне рiвняння диференцi-
альних рiвнянь (36).

Отже, застосовуючи метод комплексних потенцiалiв, отримуємо результати,
аналогiчнi тим, якi були отриманi методом iнтегральних перетворень Фур’є в
роботi [1].

4. Висновки. В данiй роботi розглянута плоска динамiчна задача про
вплив рухомого навантаження на попередньо напружений нестисливий пiвпро-
стiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару. Для розв’язку зада-
чi застосовується метод Мусхелiшвiлi, оснований на iнтегралах типу Кошi для
пiвплощини. При цьому задача зводиться до розв’язку двох звичайних неодно-
рiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами вiдносно
невiдомих аналiтичних функцiй. Порядок рiвнянь залежить вiд умов контакту
мiж захисним покриттям i основою.

Аналiтичнi результати приведенi в загальному виглядi для матерiалiв з до-
вiльним пружним потенцiалом, для випадкiв нерiвних i рiвних коренiв характе-
ристичних рiвнянь, для рiзних умов сполучення елементiв шаруватого середо-
вища i для будь-якої швидкостi руху навантаження.
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Застосовуючи метод комплексних потенцiалiв, отримуємо результати анало-
гiчнi тим, якi були отриманi методом iнтегральних перетворень Фур’є.
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МЕТОД ПРОГНОЗУВАННЯ ВРОЖАЙНОСТI
СIЛЬСЬКОГОСПОДАРСЬКИХ КУЛЬТУР З ВИКОРИСТАННЯМ
МУЛЬТИФАКТОРНОГО АНАЛIЗУ ТА НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ

Дослiдження присвячене розробцi iнтелектуальної технологiї прогнозування вро-
жайностi з використанням супутникових, геоiнформацiйних даних та клiматичних по-
казникiв. Використання сучасних методiв машинного навчання надає представникам
аграрного сектору стратегiчнi переваги, дозволяючи знижувати ризики вiд надмiрно-
го використання пестицидiв та сприяти сталому розвитку сiльського господарства. У
статтi пропонується здiйснювати оптимiзацiю процесу переджнивного пiдсушування
рослин з метою прискорення достигання i полегшення збирання врожаю (десикацiю)
соняшнику, використовуючи моделювання обсягiв можливих втрат врожаю на основi
даних, одержаних в перiод вегетацiї культури. Така пропозицiя є актуальною, оскiльки
її використання забезпечує пiдвищення точностi прогнозiв та ефективнiсть управлiн-
ських рiшень разом iз зменшенням витрат на обробку полiв.

Ключовi слова: сiльськогосподарськi культури, десикацiя, прогнозування, супутни-
ковi данi, клiматичнi показники, вегетацiйнi iндекси, нейроннi мережi.

1. Вступ. Активний розвиток цифрової агрономiї вiдкриває широкi перспе-
ктиви для iнтенсифiкацiї розвитку аграрного сектору, одночасно породжуючи
низку складних задач i викликiв. На тлi змiн клiмату, коливань ринкових цiн та
зростаючих вимог до ефективностi використання природних ресурсiв, стандар-
тизацiя вимог законодавства України щодо захисту рослин до Європейських
норм у плануваннi бюджету та оптимiзацiя процесiв догляду за рослинами стає
все бiльш актуальною. Сучасний розвиток цифрових технологiй, штучних ней-
ронних мереж, штучного iнтелекту, нових пiдходiв до статистичної обробки
даних є передумовою переходу виробникiв на новий рiвень ведення сiльського-
сподарського виробництва.
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Недосконалiсть та неможливiсть застосування традицiйних статистичних
пiдходiв, якi надають лише приблизну оцiнку врожайностi, стають особливо
помiтними на фонi потреб сучасного аграрного виробництва. Хоча цi методи
забезпечують аналiз поточного стану та прогнозування майбутньої врожайно-
стi, вони не дозволяють задовольнити потребу в точному та деталiзованому
плануваннi. У той же час, штучний iнтелект з його можливостями глибокого
аналiзу даних i машинного навчання, вiдкриває новi горизонти для значного
пiдвищення точностi прогнозування врожайностi. Вiдповiднi технологiї мають
великий потенцiал для революцiонiзацiї агрономiї, пропонуючи iнновацiйнi рi-
шення для оптимiзацiї агротехнiчних заходiв та пiдвищення ефективностi виро-
бництва. Перехiд до використання цих передових технологiй вимагає не лише
розвитку нового iнструментарiю та методик, але й глибокого переосмислення
пiдходiв до управлiння аграрними процесами.

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Сучаснi системи прогнозу
врожайностi з використанням штучного iнтелекту охоплюють широкий спектр
методiв i технологiй. Наведемо кiлька важливих напрямкiв дослiджень у цiй
галузi.
1. Використання глибоких нейронних мереж дозволяє досить точно прогно-

зувати врожайнiсть, аналiзуючи данi про погоднi умови i характеристики
ґрунту та демонструючи середню точнiсть 85–89%. Однак, головним недо-
лiком такого пiдходу є його обмеження щодо прогнозування на рiвнi всього
поля, що не дозволяє враховувати локальнi мiкроклiматичнi та грунтовi
варiацiї, що є важливими для деталiзованого прогнозування [1].

2. Машинне навчання з використанням традицiйних алгоритмiв забезпечує
високу точнiсть прогнозування загальної врожайностi поля. Однак, попри
теоретичнi можливостi деталiзованого аналiзу, в рамках цього дослiдження
детальний прогноз по окремих дiлянках не описується та не реалiзується
[2].

3. Дослiдження, в яких застосовуються рекурентнi нейромережi з використан-
ням навчання з пiдкрiпленням для прогнозування врожайностi, демонстру-
ють середню точнiсть на рiвнi 93.7%. Цей метод фокусовано на визначеннi
загальної врожайностi всього поля, але здiйснити прогнозування за окре-
мими дiлянками не можливо [3].

4. У дослiдженнях, де використовувалась стратифiкована випадкова вибiрка
для збору урожаю картоплi та емпiричнi рiвняння на основi iндексiв NDVI
та SAVI, досягнуто значних результатiв з похибками 3.8%–7.5%, однак те-
стова вибiрка належала тому ж полю, що i тренувальна [4].
Сучаснi пiдходи до прогнозування врожайностi, що використовують техно-

логiї штучного iнтелекту, безсумнiвно, є пiдставою для досягнення значних ре-
зультатiв при обробцi великих обсягiв даних та наданнi достовiрних прогнозiв
на рiвнi цiлого поля. Усi методи, якi грунтуються на аналiзi складної взаємодiї
мiж генетичними характеристиками рослин, погодними умовами, властивостя-
ми ґрунту та iншими зовнiшнiми факторами, демонструють високу точнiсть
прогнозування.

Попри свою ефективнiсть у визначеннi загальних трендiв врожайностi, пiд-
ходи, якi розглянуто вище, мають iстотнi обмеження, особливо коли мова йде
про деталiзацiю до рiвня окремих дiлянок поля, а не всього поля в цiлому.
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Основною проблемою є те, що бiльшiсть iснуючих моделей орiєнтованi на
прогнозування сумарної врожайностi всього поля, не враховуючи внутрiшньо-
польовi варiацiї, якi можуть мати критичне значення для точного управлiння
агротехнiчними заходами. Це обмеження робить неможливим формування де-
тальної карти врожайностi, що, в свою чергу, обмежує потенцiал застосування
таких систем для розв’язання ряду ключових задач. Зокрема, оптимiзацiя ди-
ференцiйованого внесення добрив та засобiв захисту рослин, пiдтримки водного
режиму, проведення бiологiчних дослiджень для вивчення впливу рiзних ком-
бiнацiй агротехнiчних факторiв на продуктивнiсть конкретних дiлянок грунту,
залишається поза межами можливостей цих технологiй. У дослiдженнi, де було
сформовано емпiричнi рiвняння для прогнозування [4], хоч i було реалiзовано
метод деталiзованого прогнозування, тестовi вибiрки належали тим же самим
полям, на яких було сформовано тренувальнi вибiрки, що значно обмежує по-
тенцiйнi можливостi застосування моделi через її недостатню унiверсальнiсть.
Розвиток методiв, здатних забезпечити деталiзований аналiз на рiвнi локальних
дiлянок, стає прiоритетним напрямком удосконалення систем прогнозування
врожайностi, вiдкриваючи новi перспективи для точного землеробства.

3. Постановка задачi. Основна мета цього дослiдження полягає у роз-
робцi технологiї прогнозування врожайностi та визначення можливих втрат
внаслiдок нерiвномiрного дозрiвання. Цi втрати можуть бути суттєво зменшенi
шляхом десикацiї посiвiв. У кожному конкретному випадку виникає питання до-
цiльностi цього додаткового агротехнiчного заходу. Його вирiшення пов’язане iз
прогнозуванням врожайностi на окремих дiлянках поля, прогнозуванням втрат
на кожнiй дiлянцi, оптимiзацiї умов посiву та догляду за рослинами, включаючи
густоту посiву, час та iнтенсивнiсть внесення гербiцидiв та фунгiцидiв.

Для побудови моделi визначено предиктори, якi можуть впливати на нерiв-
номiрнiсть дозрiвання, а саме — дата посiву, погоднi умови, вологiсть, ФАО (або
групу стиглостi гiбриду), попередники тощо. Такий прогноз дає можливiсть
фермеру оцiнити економiчну доцiльнiсть агротехнiчного захисту, який планує-
ться, застосувати вибiркову обробку окремих дiлянок, зменшуючи пестицидне
навантаження на навколишнє середовище.

Результатом дослiдження має стати система прогнозування врожайностi з
деталiзацiєю до локальних дiлянок, яка iнтегрує супутниковi знiмки, метеоро-
логiчнi данi, iнформацiю про рослину та її догляд (гiбрид, густоту посiву, типи
хiмiчної обробки, декiлька видiв вегетацiйних iндексiв — GLI, CLg, CLr, NDWI,
NDVI тощо).

Для побудови деталiзованої карти врожайностi виконується розбиття поля
на окремi дiлянки, на кожнiй з яких виконується окремий прогноз. Позначимо
реальне значення врожайностi 𝑖-ої дiлянки поля 𝑌 як 𝑦𝑖 ∈ 𝑌 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, а
прогнозоване —

⌢
𝑦 𝑖= 𝑓0 (𝑥𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, де 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, — вектор вхiдних даних,

що описує стан 𝑖-ої дiлянки 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, впродовж перiоду дозрiвання, 𝑋 —
матриця даних для всiх дiлянок поля 𝑌 ; 𝜃 — параметри моделi прогнозування
врожайностi 𝑌 ;

𝜃 — параметри моделi прогнозування;
𝑓 — функцiональна залежнiсть мiж вхiдними даними стану поля та врожай-

нiстю, що встановлюється методами машинного навчання.
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Потрiбно iдентифiкувати залежнiсть, яка є розв’язком задачi

𝐿 (𝑓𝜃 (𝑥𝑖) , 𝑦𝑖) → min, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝑛 — кiлькiсть дiлянок на полi 𝑌 , 𝐿 — функцiя втрат, що вiдображає вiдхиле-
ння прогнозованих значень вiд реальних, та здiйснити прогнозування врожай-
ностi при заданих вхiдних даних.

Математична модель Задача прогнозування врожайностi є надзвичайно
складною, порiвнюваною iз прогнозуванням погоди, i вимагає не тiльки враху-
вання великої кiлькостi параметрiв, але й iдентифiкацiї ключових факторiв, вiд
яких найбiльше залежить результат.

На врожайнiсть впливає велика кiлькiсть параметрiв: хiмiчний склад та
структура ґрунту, його вологiсть, рiвень pH, внесенi типи добрив, особливо-
стi їх застосування тощо. Важливими факторами є погоднi умови: температура
повiтря, рiвень опадiв, вологiсть, iнтенсивнiсть сонячного свiтла, а також при-
сутнiсть та активнiсть шкiдникiв i хвороб. Не менш важливими є агротехнiчнi
заходи: обробка ґрунту, дотримання сiвозмiн, методи посiву та методи збиран-
ня врожаю. Крiм того, необхiдно враховувати генетичнi особливостi посiвного
матерiалу, його стiйкiсть до хвороб та адаптивнiсть до погодних умов.

Нагадаємо, що основною задачею даного дослiдження є прогнозування вро-
жайностi кожної дiлянки поля на основi аналiзу детальних даних про стан ро-
слин, що включають данi, отриманi з супутникових знiмкiв у рiзних спектрах,
якi конвертуються у вегетацiйнi iндекси NDVI, NDWI, CLg, CLr, GLI [5]. Ва-
жливими є також метеорологiчнi данi: температура, кiлькiсть опадiв, швидкiсть
та напрямки вiтру, хмарнiсть, сонячна радiацiя та атмосферний тиск. Доповню-
ються цi данi iнформацiєю про агротехнiчнi заходи, включаючи обробку поля
гербiцидами та фунгiцидами, тип гiбрида соняшника (раннього чи пiзнього) та
густоту посiву. Для навчання та валiдацiї моделi використовується тренуваль-
ний датасет, в якому для кожної дiлянки поля надано данi про урожайнiсть в
тонах на гектар.

Введемо умовнi позначення для подальшого опису методу.
Нехай 𝑋𝑖 — матриця даних для 𝑖-го поля, елементи матрицi 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝑋𝑖,

𝑛 — кiлькiсть полiв у навчальнiй вибiрцi; днi проведення спостережень
𝑗 ∈ 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑚}; 𝑚 — кiлькiсть днiв спостережень, що були проведенi для
поля;

Кожнiй дiлянцi вiдповiдає рядок матрицi

𝑙 ∈ 𝐿 = {𝑁𝐷𝑉 𝐼,𝑁𝐷𝑊𝐼,𝐺𝐿𝐼, 𝐶𝐿𝑟, 𝐶𝐿𝑔, 𝑤𝑖𝑛𝑑 𝑠𝑝𝑒𝑒𝑑, 𝑠𝑒𝑒𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦, . . .}

— вхiднi данi.
Множина вхiдних даних має значний обсяг. Структуру даних наведено на

рисунку 1. Данi за усi днi спостережень складають разом багатовимiрний масив
розмiрностi 𝑛× |𝐿| ×𝑚.

Щоб зменшити розмiрнiсть вхiдного вектора даних та оптимiзувати процес
прогнозування, проводиться попереднiй аналiз даних та вiдбiр найбiльш значу-
щих ознак (feature selection). Одним з ключових iнструментiв у цьому процесi є
кореляцiйний аналiз, який допомагає виявити статистичнi зв’язки мiж рiзними
ознаками. З допомогою кореляцiйного аналiзу виявляють ознаки, якi сильно

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МЕТОД ПРОГНОЗУВАННЯ ВРОЖАЙНОСТI СIЛЬСЬКОГОСПОДАРСЬКИХ . . . 97

Рис. 1. Схематичне представлення структури навчального набору даних до
проведення попередньої обробки.

корелюють мiж собою. Серед таких ознак експертним шляхом з допомогою
експертiв з аграрного сектору визначається тiльки одна ознака, вiдкидаючи iн-
шi для зменшення розмiрностi датасету. Це дозволяє пiдвищити ефективнiсть
моделi, зберiгаючи тiльки найiнформативнiшi ознаки.

На етапi попередньої обробки виконуються наступнi кроки.
Крок 1. Видалення викидiв для кожного дня окремо для кожного поля iз

застосуванням методу z-score [6, 7].
Значення z-score для кожного елемента визначається за формулою:

𝑧𝑖𝑗𝑘𝑙 =
𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝜇𝑖𝑗𝑙

𝜎𝑖𝑗𝑙
,

де 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝑋𝑖; 𝜇𝑖𝑗𝑙 =
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙/𝑚— середнє значення 𝑙-го параметра за день 𝑗-ий

в матрицi 𝑋𝑖; 𝜎𝑖𝑗𝑙 =

√︃
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝜇𝑖𝑗𝑙/𝑚 — стандартне вiдхилення 𝑙-го параметра

за 𝑗-ий день в матрицi 𝑋𝑖, 𝑧𝑖𝑗𝑘𝑙 — z-оцiнка елемента 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙.
Евристика Е1. Будемо вважати елемент 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙 викидом, якщо значення

|𝑧𝑖𝑗𝑘𝑙| > 2.9. У такому випадку весь 𝑘-ий рядок за 𝑗-ий день матрицi 𝑋𝑖 ви-
даляється з навчального набору.

Крок 2. Для кожної матрицi 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 𝑔, для кожної послiдовностi елементiв
𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝑋𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽 обчислюються агрегованi данi за формулами:

𝑥min
𝑖𝑘𝑙 = min

𝑗∈𝐽
(𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙) , 𝑥𝑚𝑒𝑎𝑛

𝑖𝑘𝑙 =
1

|𝐽 |
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙, 𝑥max
𝑖𝑘𝑙 = max

𝑗∈𝐽
(𝑥𝑖𝑗𝑘𝑙) ,

утворюючи матрицю агрегованих значень 𝑋 ′
𝑖.

Крок 3. Об’єднання даних у загальний датасет 𝑋 =
⋃︀

𝑖=1,𝑔

𝑋 ′
𝑖.
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Крок 4. Повторне видалення викидiв на об’єднаному датасетi 𝑋:

𝑧′𝑞𝑙 =
𝑥′𝑞𝑙 − 𝜇′

𝑙

𝜎′
𝑙

,

де 𝑥′𝑞𝑙 ∈ 𝑋 — елемент матрицi, що вiдповiдає рядку 𝑞 i параметру 𝑙;

𝜇′
𝑙 =

𝑠∑︀
𝑞=1

𝑥′𝑞𝑙/𝑠 — середнє значення параметра 𝑙 в матрицi 𝑋;

𝜎′
𝑙 =

√︃
𝑠∑︀

𝑞=1

(𝑥′𝑞𝑙 − 𝜇′
𝑙)
2/𝑠 — стандартне вiдхилення параметра 𝑙 в матрицi 𝑋;

𝑧′𝑞𝑙 — z-оцiнка елемента 𝑥′𝑞𝑙.
Евристика Е2. Будемо вважати елемент 𝑥′𝑞𝑙 викидом, якщо |𝑧′𝑞𝑙| > 2.9. У

такому випадку весь рядок 𝑞 матрицi 𝑋 видаляється з навчального набору.
Повторне видалення викидiв є важливим кроком, оскiльки видалення вики-

дiв окремо в межах кожного поля не гарантує вiдсутностi неправильних даних
у зiбраному наборi. При об’єднаннi рiзних полiв можливi ситуацiї, коли данi,
якi вважалися нормальними для одного поля, стають аномальними у контекстi
загального набору через рiзницю в масштабах, розподiлах чи iнших характе-
ристиках. Тому необхiдно знову видаляти викиди, щоб забезпечити консистен-
тнiсть та однорiднiсть всiх зiбраних даних.

У дослiдженнi для категорiальних ознак, таких як типи гiбридiв та рослини-
попередники, було застосовано метод one-hot encoding. Цей метод дозволяє пе-
ретворити категорiальнi данi у форму, яка придатна для обробки алгоритмами
машинного навчання. Для кожної категорiальної ознаки створюється набiр но-
вих змiнних (стовпцiв), де кожна змiнна представляє одну категорiю. Якщо в
оригiнальному записi спостерiгалася певна категорiя, то вiдповiдний стовпчик
для цiєї категорiї отримує значення 1, а всi iншi — 0.

Для внесення даних про дати гербiцидних та фунгiцидних обробок, якi є
частиною застосування захисних засобiв у рослинництвi, було реалiзовано ме-
тод, схожий на one-hot encoding. Замiсть використання безпосередньо кiлькостi
днiв вiд дати посiву до моменту обробки, данi були представленi через бiнарнi
стовпчики, що вiдображають певнi дiапазони днiв проведення спостережень.

Евристика Е3. Експертами було встановлено типовi часовi дiапазони для
внесення фунгiцидiв (34–82 днi вiд дати посiву) та гербiцидiв (24–62 днi).

Евристика Е4. Цi дiапазони днiв проведення спостережень було подiлено
на окремi категорiї. Для фунгiцидiв це стовпчики {34, 46, 58, 70, 82}, а для
гербiцидiв — {24, 33, 43, 52, 62}.

Евристика Е5. Кожна дата внесення хiмiкатiв вiднесена до найближчої
категорiї. Наприклад, якщо фунгiциди були застосованi на 48-й день пiсля по-
сiву, то вектор для цього випадку буде складатися з елементiв {0, 1, 0, 0, 0}, що
вiдповiдає категорiї 46.

У результатi застосування описаних методiв обробки даних для кожної дi-
лянки поля було створено вектор iнформацiї, який описує її розвиток впродовж
перiоду дозрiвання. Для навчання прогнозної моделi була використана Light
Gradient Boosting Machine (LightGBM) [8], яка є ансамблевою моделлю, що по-
слiдовно будує та ускладнює дерева рiшень, використовуючи градiєнтний спуск
для оптимiзацiї втрат. Використання LightGBM у цьому дослiдженнi дозволи-
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ло ефективно здiйснювати прогнозування врожайностi, надаючи можливiсть
детально аналiзувати кожну окрему дiлянку поля iзольовано.

Розглядаючи аспекти аналiзу iнформацiї, крiм традицiйного векторного пред-
ставлення монiторингових значень, можна виокремити вiзуальний аспект, який
дає змогу оцiнювати великi територiї на основi образiв. Це доповнює число-
вi данi, надаючи ширшу картину стану сiльськогосподарських угiдь [9, 10].
Об’єднання цих пiдходiв сприяє створенню синергетичного ефекту, розширює
уявлення про об’єкт дослiдження та збiльшує точнiсть прогнозiв. Для забезпе-
чення контекстної iнформацiї було розроблено спецiалiзовану модель комп’ю-
терного зору на основi архiтектури U-net, яка аналiзує залежностi на вели-
ких територiях, iдентифiкуючи високопродуктивнi зони та областi з потенцiйно
нижчою врожайнiстю.

У процесi роботи моделi комп’ютерного зору вхiдною iнформацiєю для оброб-
ки є прямокутнi зображення (патчi), отриманi в результатi розбиття великих
полiв на меншi сегменти.

Оскiльки сiльськогосподарськi поля мають рiзноманiтнi розмiри, у цьому
дослiдженнi для ефективної обробки даних було застосовано метод розбиття
зображень на меншi частини, вiдомi як патчi. Такий пiдхiд дозволяє забезпечи-
ти деталiзовану сегментацiю кожної частини поля окремо, пiсля чого отриманi
патчi зiставляються разом, утворюючи цiлiсне сегментоване зображення поля.
Цей процес не лише спрощує обробку великих дiлянок землi, але й пiдвищує
точнiсть сегментацiї за рахунок детального аналiзу кожного фрагменту.

У процесi накладання патчiв було використано метод з ваговими коефiцi-
єнтами, який дозволяє бiльш гладко iнтегрувати частини зображення мiж со-
бою. При цьому кожен пiксель на дiлянках, якi перекриваються, отримує вагу
залежно вiд його вiдстанi до центру патча. Ця процедура сприяє м’якшому
i бiльш природньому переходу мiж сегментами. Такий пiдхiд мiнiмiзує ризик
рiзких вiдмiнностей на границях патчiв, забезпечуючи високу якiсть кiнцевого
сегментованого зображення i точне вiдображення варiативностi врожайностi на
полях. Формула для визначення вагового коефiцiєнта 𝑤 (𝑥, 𝑦) для пiкселя, роз-
ташованого на вiдстанi (𝑥, 𝑦) вiд центру патча, може бути представлена таким
чином:

𝑤 (𝑥, 𝑦) = 𝑒−
𝑥2+𝑦2

2𝜎2 ,

де 𝑥 та 𝑦 — вiдстанi вiд пiкселя до центру патча за вiдповiдними осями; 𝜎 —
параметр, що визначає ширину "дзвона"гаусiвської кривої, тобто рiвень згла-
джування на краях патчiв.

Враховуючи, що краї полiв зазвичай не є прямими, i кожне поле характе-
ризується своєю унiкальною формою, виникає необхiднiсть ефективної обробки
патчiв, що частково охоплюють межi поля i виходять за них. Для вирiшення
цiєї проблеми i оптимiзацiї процесу сегментацiї були впровадженi маски, якi
накладаються на патчi.

Цi маски виконують функцiю iндикаторiв, вказуючи моделi, якi пiкселi в
патчi належать до поля, а якi знаходяться за його межами i не повиннi вра-
ховуватися при аналiзi. Таким чином, маски дозволяють моделi фокусуватися
лише на релевантних дiлянках зображення, iгноруючи тi частини патчiв, що ви-
ходять за межi поля. Це значно пiдвищує точнiсть i ефективнiсть сегментацiї,
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оскiльки зменшується кiлькiсть шуму та нерелевантних даних, якi обробляю-
ться моделлю.

Модель U-net, розроблена для виконання сегментацiї земельних дiлянок,
ефективно аналiзує умови розвитку рослин на великих масштабах, враховую-
чи комплекснi змiннi та iндивiдуальнi особливостi кожної дiлянки (рис. 2 [7]).
Пiсля завершення сегментацiї, кожна iдентифiкована дiлянка поля проходить
через додатковий етап аналiзу за допомогою алгоритму LightGBM, який ви-
конує прогнозування з урахуванням конкретного сегменту, до якого належить
дiлянка.

Рис. 2. Приклад виконання сегментацiї на основi супутникового зображення
[7].

4. Одержанi результати дослiдження. У межах експериментальних до-
слiджень компанiї «Сингента» для перевiрки точностi прогнозування врожай-
ностi було видiлено декiлька полiв, якi не було включено до навчальної вибiрки.
Кожне поле роздiлене на окремi дiлянки, для яких модель виконує прогнозу-
вання врожайностi iндивiдуально. Прогноз для кожної дiлянки порiвнюється з
фактичними даними збору врожаю, на основi чого обчислюється корiнь сере-
дньоквадратичної помилки (RMSE), що дозволяє оцiнити точнiсть моделi.

Далi, врожайнiсть кожної дiлянки у тонах на гектар переводиться в то-
ни, шляхом множення на площу однiєї дiлянки. Таким чином, обчислюється
сумарна врожайнiсть всього поля за прогнозованими даними та порiвнюється
з фактичною сумарною врожайнiстю. Точнiсть сумарного прогнозу врожайно-
стi поля оцiнюється шляхом розрахунку вiдсоткового вiдхилення прогнозованої
врожайностi вiд реальної.

Хоча ключовим показником є точнiсть сумарної врожайностi, точнiсть про-
гнозування для окремих дiлянок також має велике значення для подальших
дослiджень. Завдяки цьому можна масштабувати та унiверсалiзувати систему,
забезпечивши високу точнiсть як у загальному прогнозi, так i в iндивiдуаль-
ному застосуваннi до окремих дiлянок. Це дозволить вирiшувати широке коло
завдань, таких як оптимiзацiя диференцiйованого внесення препаратiв, оцiнка
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впливу точкової обробки поля рiзними агрохiмiчними речовинами, оцiнка ло-
кального впливу рiзних комбiнацiй факторiв, включно з рельєфом, вiдбитим
сонячним випромiнюванням та станом ґрунту кожної конкретної дiлянки.

У рамках дослiдження ефективностi системи прогнозування врожайностi
було отримано результати, якi представлено в таблицi 1.

Таблиця 1.
Результати дослiдження ефективностi системи прогнозування врожайностi

Поле MAE Точнiсть
Прогнозований
врожай (т)

Фактичний
врожай (т)

Площа
(га)

Flora Baba 22 0.360007 98.299489 189.184446 192.400052 101
East-West Serby_26 23 0.722826 96.284523 89.576487 87.459699 26.6
East-West Serby_37 23 0.585210 92.651682 98.978797 106.251481 37
East-West Serby_57 23 0.705239 93.220749 209.482780 195.217092 57.4
East-West Serby_69 23 0.724573 95.723041 253.647770 242.73062 69
Zhuravske Field_2 22 0.548212 86.796210 126.477451 109.757490 29.9

Рис. 3. Вiзуалiзацiя отриманих показникiв точностi.

Використання створеної моделi дозволило оцiнити потенцiйну врожайнiсть
з досить високою точнiстю, як це видно з отриманих даних. Проведений аналiз
показує, що модель не є достатньо стабiльною: найнижчу точнiсть зафiксовано
на рiвнi 87.62%, а найвищу — на рiвнi 97.88%. Середнє значення помилки по
всiх дiлянках поля (MAE) становить 0.608. Середня точнiсть прогнозування
сумарної врожайностi складає 92.78%.

Iснує проблема вимушеного використання обмеженої вибiрки для навчання
та тестування. У навчальнiй вибiрцi наявнi лише 8 полiв, що значно обмежує
здатнiсть моделi узагальнювати знання та адаптуватися до нових умов. Це кон-
трастує з сучасними методами прогнозування врожайностi, де для навчання
використовуються сотнi, а iнколи й тисячi полiв, дозволяючи моделям краще
розрiзняти рiзноманiтнi патерни росту рослин. З розширенням навчальної ви-
бiрки, модель зможе iдентифiкувати новi закономiрностi та покращити свою
точнiсть, стаючи бiльш ефективною у прогнозуваннi врожайностi в рiзноманi-
тних агроклiматичних умовах та регiонах. Це важливо для пiдвищення точностi
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прогнозiв i зробить модель бiльш унiверсальною та придатною для широкого
спектра застосувань.

На рисунках 4 та 5 наведено приклади вiзуалiзацiї прогнозiв. На кожно-
му рисунку лiворуч розмiщено карту реальної врожайностi, праворуч — карту
прогнозованої врожайностi.

Рис. 4. Вiзуалiзацiя результатiв роботи моделi прогнозу, приклад 1.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Завдяки впро-
вадженню моделi, яка здатна виконувати деталiзований прогноз з локалiзацiєю
до окремих дiлянок, вiдкриваються новi перспективи застосування в сiльського-
сподарськiй iндустрiї. Такий пiдхiд дозволяє проводити глибокий аналiз впливу
локальних факторiв на розвиток та врожайнiсть рослин, що сприяє виявленню
оптимальних умов для їхнього зростання. Крiм того, це вiдкриває можливостi
для оптимiзацiї диференцiйованого внесення добрив та хiмiчних речовин для
захисту рослин, значно пiдвищуючи ефективнiсть сiльськогосподарських пра-
ктик та мiнiмiзуючи негативний вплив людської дiяльностi на довкiлля.

Висока точнiсть прогнозiв, забезпечена застосуванням моделi, дозволяє з
великою достовiрнiстю здiйснювати планування бюджету фермерських госпо-
дарств. Це, в свою чергу, дозволяє агровиробникам ефективно планувати та
оптимiзувати витрати, забезпечуючи краще управлiння ресурсами та пiдвище-
ння загальної рентабельностi. Таким чином, реалiзацiя описаної моделi вiдкри-
ває значнi можливостi для пiдвищення продуктивностi та пiдтримки сталого
розвитку в аграрному секторi.

При подальших дослiдженнях збагачення навчальної вибiрки через додава-
ння даних з рiзноманiтних географiчних локацiй та умов вирощування стане
ключем до максимiзацiї унiверсальностi моделi, дозволяючи їй ефективно пра-
цювати з ширшим спектром агроекосистем.

Оптимiзацiя навчальної вибiрки шляхом балансування її структури видале-
нням надмiрно представлених даних i аугментацiєю (збiльшення обсягу) менш
представлених категорiй вiдiграє важливу роль у пiдвищеннi точностi прогно-
зiв. Це дозволить моделi краще адаптуватися до варiативностi умов та особли-
востей рiзних видiв сiльськогосподарських культур.
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Рис. 5. Вiзуалiзацiя результатiв роботи моделi прогнозу, приклад 2.

Розробка методу для генерацiї та аналiзу комбiнацiй можливих варiантiв
догляду за рослинами вiдкриває новi перспективи для створення комплексних
систем рекомендацiй. Це не тiльки пiдвищить точнiсть iндивiдуалiзованих про-
гнозiв для кожної дiлянки, але й допоможе визначити найефективнiшi стратегiї
агротехнiчних заходiв, заснованих на глибокому аналiзi потенцiйної врожайно-
стi.

Розширення сфери застосування моделi шляхом проведення дослiджень на
нових видах культур, виходячи за межi одного соняшнику, сприятиме гене-
ралiзацiї та адаптацiї системи прогнозування для широкого спектру аграрних
потреб. Такий пiдхiд не тiльки розширить можливостi використання штучного
iнтелекту в агрономiї, але й забезпечить бiльш глибоке розумiння впливу рi-
зноманiтних факторiв на продуктивнiсть культур, сприяючи сталому розвитку
аграрного сектору.

Список використаної лiтератури
1. Khaki S., Wang L. Crop yield prediction using deep neural networks. Front. Plant Sci. 2019.

Vol. 10. P. 621.
2. Paudel D., Boogaard H., A. de Wit, Janssen S., Osinga S., Pylianidis C., Athanasiadis I. N.

Machine learning for large-scale crop yield forecasting. Agric. Syst. 2021. Vol. 187. P. 103016.
DOI: https://doi.org/10.1016/j.agsy.2020.103016

3. Elavarasan D., Vincent P. M. D. Crop Yield Prediction Using Deep Reinforcement Learning
Model for Sustainable Agrarian Applications. IEEE Access. 2020. Vol. 8. P. 86886–86901. DOI:
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2020.2992480

4. Al-Gaadi K. A., Hassaballa A. A., Tola E., Kayad A. G., Madugundu R., Alblewi B., Assiri F.
Prediction of Potato Crop Yield Using Precision Agriculture Techniques. PLoS One. 2016.
Vol. 11, No. 9. DOI: https://doi.org/10.1371/journal.pone.0162219

5. Зозуля О. Л. Сучаснi методи цифрового монiторингу в рослинництвi : Монографiя /
О. Л. Зозуля, В. В. Швартау, Л. М. Михальська, О. Л. Ковель, Г. М. Гнатiєнко, В. Є. Сни-
тюк, В. М. Домрачев, Н. П. Тмєнова. Київ : Вiд А до Я, 2023. 254 с.

6. Anusha P. V., Anuradha C., Murty P. S. R. C., Kiran C. S. Detecting Outliers
in High Dimensional Data Sets using Z-Score Methodology. International Journal of
Innovative Technology and Exploring Engineering. 2019. Vol. 9, No. 1. P. 48–53. DOI:
https://doi.org/10.35940/ijitee.A3910.119119

7. Jiao L., Huo L., Hu C., and Tang P. Refined Unet: Unet-Based Refinement Network for

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 44, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



104 В. Г. ГНАТIЄНКО, Г. М. ГНАТIЄНКО, О. Л. ЗОЗУЛЯ, В. Є. СНИТЮК

Cloud and Shadow Precise Segmentation. Remote Sensing. 2020. Vol. 12, No. 12: 2001. DOI:
https://doi.org/10.3390/rs12122001

8. Ke G., Meng Q., Finley T., Wang T., Chen W., Ma W., Ye Q., and Liu T.-Y. Lightgbm:
A highly efficient gradient boosting decision tree. 31st Conference on Neural Information
Processing Systems (NIPS 2017) : Long Beach. CA : USA. 2017. Vol. 30. P. 3146–3154.

9. Bilan S., Hnatiienko V., Ilarionov O., and Krasovska H. The Technology of Selection and
Recognition of Information Objects on Images of the Earth’s Surface Based on Multi-Projection
Analysis. CEUR Workshop Proceedings. Selected Papers of the III International Scientific
Symposium “Intelligent Solutions” (IntSol-2023) : Symposium Proceedings Kyiv — Uzhhorod
: Ukraine. 2023 September 27–28. Vol. 3538. P. 23–32.

10. Hnatiienko H., Domrachev V., Saiko V. Monitoring the condition of agricultural crops based
on the use of clustering methods. 15th International Conference Monitoring of Geological
Processes and Ecological Condition of the Environment : Monitoring. Nov 2021. Vol. 2021.
P. 1–5. DOI: https://doi.org/10.3997/2214-4609.20215K2049

Hnatiienko V. H., Hnatiienko H. M., Zozulia O. L., Snytyuk V. Ye.

Method of forecasting yield of agricultural crops using multifactor analysis and neu-
ral networks.

The study focuses on the development of an intelligent yield forecasting system using
satellite data, geoinformation data and climate indicators. The introduction of modern
information technologies, such as machine learning and big data analytics, provides the
agricultural sector with strategic advantages, reducing the risks of excessive use of desic-
cants and promoting sustainable agricultural development. This study is relevant for the
agricultural sector, as it improves the accuracy of forecasts and the effectiveness of man-
agement decisions, while reducing costs and increasing the productivity of field processing.

Keywords: agricultural crops, desiccation, forecasting, satellite data, climate indicators,
vegetation indices, neural networks.

References

1. Khaki, S., & Wang, L. (2019). Crop yield prediction using deep neural networks. Front. Plant
Sci., 10, 621.

2. Paudel, D., Boogaard, H., A. de Wit, Janssen, S., Osinga, S., Pylianidis, C., &
Athanasiadis, I. N. (2021). Machine learning for large-scale crop yield forecasting. Agric. Syst.,
187, 103016. https://doi.org/10.1016/j.agsy.2020.103016

3. Elavarasan„ D., & Vincent, P. M. D. (2020). Crop Yield Prediction Using Deep Reinforce-
ment Learning Model for Sustainable Agrarian Applications. IEEE Access, 8, 86886–86901.
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2020.2992480

4. Al-Gaadi, K. A., Hassaballa,A. A., Tola, E., Kayad, A. G., Madugundu, R., Alblewi, B., &
Assiri, F. (2016). Prediction of Potato Crop Yield Using Precision Agriculture Techniques.
PLoS One, 11(9). https://doi.org/10.1371/journal.pone.0162219

5. Zozulia, O. L. (2023). Modern methods of digital monitoring in crop production: Monograph.
Kyiv: Vid A do Ya [in Ukranian].

6. Anusha, P. V., Anuradha, C., Murty, P. S. R. C., & Kiran, C. S. (2019). De-
tecting Outliers in High Dimensional Data Sets using Z-Score Methodology. Inter-
national Journal of Innovative Technology and Exploring Engineering, 9(1), 48–53.
https://doi.org/10.35940/ijitee.A3910.119119

7. Jiao, L., Huo, L., Hu, C., & Tang, P. (2020). Refined Unet: Unet-Based Refinement
Network for Cloud and Shadow Precise Segmentation. Remote Sensing, 12(12), 2001.
https://doi.org/10.3390/rs12122001

8. Ke, G., Meng, Q., Finley, T., Wang, T., Chen, W., Ma, W., Ye, Q., & Liu, T.-Y. (2017). Light-
gbm: A highly efficient gradient boosting decision tree. 31st Conference on Neural Information
Processing Systems (NIPS 2017). Long Beach. CA: USA.

9. Bilan, S., Hnatiienko, V., Ilarionov, O., & Krasovska, H. (2023). The Technology of Selection
and Recognition of Information Objects on Images of the Earth’s Surface Based on Multi-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



МЕТОД ПРОГНОЗУВАННЯ ВРОЖАЙНОСТI СIЛЬСЬКОГОСПОДАРСЬКИХ . . . 105

Projection Analysis. CEUR Workshop Proceedings. Selected Papers of the III International
Scientific Symposium “Intelligent Solutions” (IntSol-2023). Symposium Proceedings Kyiv —
Uzhhorod: Ukraine.

10. Hnatiienko, H., Domrachev, V., & Saiko, V. (2021). Monitoring the condition of agricul-
tural crops based on the use of clustering methods. 15th International Conference Mon-
itoring of Geological Processes and Ecological Condition of the Environment. Monitoring.
https://doi.org/10.3997/2214-4609.20215K2049

Одержано 27.04.2024

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 44, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



106 I. В. ГОРВАТ, Н. Е. КОНДРУК, Є. Б. КОНДРУК, В. А. НЕРОДА

УДК 519.237.8
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2024.44(1).106-113

I. В. Горват1, Н. Е. Кондрук2, Є. Б. Кондрук3, В. А. Нерода4

1 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
аспiрант кафедри кiбернетики i прикладної математики
inna.horvat@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0009-0009-3686-3565

2 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
доцент кафедри кiбернетики i прикладної математики,
кандидат технiчних наук
natalia.kondruk@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9277-5131

3 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
аспiрант кафедри кiбернетики i прикладної математики
yevhen.kondruk@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0009-0002-8555-3351

4 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
аспiрант кафедри кiбернетики i прикладної математики
vladyslav.neroda@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0009-0009-2037-6631

СЕГМЕНТУВАННЯ КРАЇН ЄВРОСОЮЗУ ЗА ФIНАНСОВОЮ
ДОПОМОГОЮ СТУДЕНТАМ

Використання технiк кластеризацiї та їх порiвняльного аналiзу є невiд’ємною скла-
довою сучасних наукових дослiджень через їх потенцiал у виявленнi структур та па-
тернiв у складних наборах даних. Цi технiки дозволяють класифiкувати об’єкти за
схожiстю та групувати їх у кластери, що сприяє розумiнню прихованих зв’язкiв та
виявленню нових знань. Дослiдження присвячено вивченню практичних аспектiв ви-
користання технiк кластеризацiї у задачi сегментування країн Євросоюзу за фiнансо-
вою допомогою студентам i включає в себе порiвняльний аналiз методiв кластериза-
цiї (k-Means, iєрархiчної кластеризацiї), забезпечуючи цим об’єктивнiсть та точнiсть
отриманих результатiв. Використано рiзнi iндекси для визначення оптимальної кiль-
костi кластерiв, такi як метод лiктя, метод силуету, метод Девiса-Болдiна та iндекс
Калiнскi-Харабаса. Отримано чотири iдентичнi кластери за обома методами, отже да-
нi мають виражену структуру, яка однозначно iнтерпретується як чотири рiзнi катего-
рiї. Такий результат свiдчить про консистентнiсть та надiйнiсть знайдених кластерiв,
що додатково пiдтверджує значущiсть проведеної змiстовної iнтерпретацiї.

Ключовi слова: кластерний аналiз, k-Means, iєрархiчна кластеризацiя.

1. Вступ. Обробка та аналiз даних стає все бiльш важливим завданням у ба-
гатьох галузях, вiд науки до бiзнесу. Одним iз ключових етапiв цього процесу є
кластеризацiя — метод, що дозволяє групувати схожi об’єкти для подальшого
вивчення їхнiх властивостей та взаємодiй. В цьому контекстi, методи кластери-
зацiї виявляються вирiшальними для отримання структурованої, неочевидної
iнформацiї з наборiв даних. Однак вибiр оптимального пiдходу групування для
конкретних задач може бути нетривiальним, оскiльки рiзнi технiки мають вла-
снi особливостi та обмеження. Тому порiвняння методiв кластерного аналiзу
виникає з необхiдностi вибору оптимального пiдходу до обробки даних в зале-
жностi вiд конкретного об’єкта дослiдження та доменної областi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Фiнансова допомога студентам є важливим аспектом освiтнього процесу в
багатьох країнах свiту. З метою ефективного розподiлу ресурсiв та забезпечення
максимальної користi виникає потреба в її аналiзi.

Одними з потужних iнструментiв аналiзу даних є методи кластеризацiї, такi
як k-Means та iєрархiчна кластеризацiя. Вони є популярними методами машин-
ного навчання, якi дозволяють автоматично групувати схожi об’єкти в окремi
кластери та дозволяють виявити прихованi закономiрностi, структури, що мо-
жуть бути важливими для подальшого аналiзу та прийняття рiшень.

Дослiдження присвячено вивченню практичних аспектiв використання те-
хнiки кластеризацiї у реальних задачах. Це може стати потужним iнструментом
для аналiзу та управлiння фiнансовою допомогою студентам i сприяти бiльш
ефективному використанню ресурсiв та забезпеченню максимальної користi для
студентської громадськостi.

Мета дослiдження полягає в сегментуваннi країн Євросоюзу за фiнансовою
допомогою студентам. Отриманi результати можуть бути корисним для гран-
тових органiзацiй та урядових установ у прийняттi рiшень щодо розподiлу фi-
нансових ресурсiв в освiтнiй сферi.

2. Огляд лiтератури. В [1] автори провели порiвняльний аналiз методiв
k-Means та iєрархiчної кластеризацiї i встановили, що k-Means ефективний у
кластеризацiї великих наборiв даних, i його продуктивнiсть покращується зi
збiльшенням кiлькостi кластерiв. Для категорiальних даних було застосовано
iєрархiчний алгоритм, i вiдповiдно до його складностi використано новий пiдхiд
для надання рангових значень кожному категорiальному атрибуту. Встановле-
но, що центроїдний алгоритм ефективнiший, нiж алгоритм iєрархiчної класте-
ризацiї. Пiд час кластеризацiї певних (зашумлених) даних обидва методи мають
певну неоднозначнiсть.

Основний пiдхiд авторiв [2] полягав у розглядi даних з одним i двома кла-
стерами вiдповiдно до еталонної моделi очiкуваних кластерiв (включаючи ядро,
перехiднi та вiддаленi областi) i застосуваннi рiзних методiв агломеративної
кластеризацiї до цих даних.

У статтi [3] автори основну увагу звернули на популярний алгоритм k-Means
i проблеми iнiцiалiзацiї та неможливостi обробки даних iз змiшаними типами
ознак. Експериментальний аналiз показав, що не iснує унiверсального рiшення
для задач алгоритму k-means.

У [4] порiвняльнi дослiдження авторiв базувались на часi виконання та об-
сязi пам’ятi, яку використовували технiки кластеризацiї. Щодо часу виконання
метод k-середнiх виявився кращим, для агломеративної iєрархiчної кластери-
зацiї зi збiльшенням розмiрностi наборiв даних час виконання швидко зростав.
Щодо використання пам’ятi, темп збiльшення використання пам’ятi був вищий
для агломеративної iєрархiчної кластеризацiї, однак k-Means використовував
бiльше пам’ятi.

Дана праця присвячена дослiдженню ефективностi застосування iнструмен-
тiв кластерного аналiзу для аналiзу фiнансової допомоги студентам в країнах
Європейського союзу з урахуванням їхнього рiвня освiти.

3. Постановка проблеми. Для досягнення поставленої мети необхiдно
вирiшити наступнi завдання:

– створити набiр даних «Фiнансова допомога студентам»;
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– розробити iнформацiйно-аналiтичну систему, яка реалiзує класичнi методи
кластеризацiї k-середнiх та iєрархiчну, засоби визначення кiлькостi класте-
рiв;

– 3D-вiзуалiзувати структуру даних, визначити оптимальну кiлькiсть класте-
рiв;

– провести порiвняльний аналiз отриманих результатiв та їх iнтерпретувати.
4. Методи дослiдження. Метод k-Means [8] — це алгоритм кластеризацiї,

який використовується для групування даних в k кластерiв.
Вiн роздiляє набiр даних на попередньо задану кiлькiсть кластерiв (k) так,

щоб об’єкти всерединi одного кластера були бiльш схожi один на одного, нiж
на об’єкти з iнших кластерiв. Алгоритм включає iнiцiалiзацiю центроїдiв, при-
значення об’єктiв до найближчих центроїдiв, перерахунок центроїдiв та оцiнку
якостi кластеризацiї.

Iєрархiчна кластеризацiя [8] — це метод групування даних, де починаючи
з кожного об’єкта як окремої групи, алгоритм поступово об’єднує iншi класте-
ри в залежностi вiд їх схожостi. Цей процес може бути агломеративним, коли
кластери поступово об’єднуються, або дивiзiйним, коли вiдбувається роздiле-
ння кластерiв. В результатi отримуємо деревоподiбну структуру, яку можна
вiзуалiзувати у виглядi дендрограми.

Iндекс силуету (Silhouette Index) [5, 6] визначає кiлькiсть кластерiв за до-
помогою внутрiшнього iндексу. Внутрiшнiй iндекс — це спосiб визначити валi-
днiсть кластерiв без зовнiшньої iнформацiї. Двома основними даними, якi ви-
користовуються для визначення внутрiшнього iндексу є згуртованiсть i подiл
кластерiв. Згуртованiсть вимiрює наскiльки тiсно данi пов’язанi один з одним
в одному кластерi. Подiл кластерiв показує наскiльки кожен кластер вiдокрем-
лений вiд iншого. Iнструмент, який використовується для вимiрювання згур-
тованостi i подiлу кластерiв, полягає у вимiрюваннi їх вiдстанi. Вiдстань за
замовчуванням є Евклiдовою, але є також iншi: Манхеттенська, Мiнковського,
тощо.

Iндекс лiктя (Elbow Index) [7] використовується для визначення кiлькостi
кластерiв у наборi даних за допомогою вiзуалiзацiї з обчислення суми квадра-
тiв квадратiв вiдстаней мiж кожною точкою даних i центроїдом свого класте-
ра. Цей показник дозволяє iдентифiкувати точку на графiку, де змiна суми
квадратiв вiдстаней спадає раптово, утворюючи вигин «лiктя». Кiлькiсть кла-
стерiв визначається як точка, де спостерiгається цей раптовий спад, що вказує
на оптимальну кiлькiсть груп, яка найкраще вiдображає структуру даних.

Iндекс Девiда-Болдiна (Davies_bouldin Index) [8] вимагає iнiцiалiзацiї зна-
чень дiапазону k. Для кожного значення k розраховується значення iндексу
Девiда-Болдiна i зберiгається для вiдображення, коли значення k досягне ма-
ксимуму, тодi виконується вiзуалiзацiя i те значення яке найближче до 0 i є
найкращим.

Iндекс Калiнськi-Харабаса (Calinski_harabasz Index) [9] розраховується як
вiдношення мiжкластерної дисперсiї до внутрiшньокластерної дисперсiї, з ура-
хуванням кiлькостi кластерiв. Значення k, яке вiдповiдає найбiльшому числу,
вибирається як оптимальна кiлькiсть кластерiв для заданого набору даних.

5. Експерименти. У центрi уваги цього дослiдження — застосування мето-
дiв k-Means та iєрархiчної кластеризацiї до задачi аналiзу фiнансової допомоги

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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студентам за рiвнем освiти.
Збiр даних про фiнансову допомогу студентам за рiвнем освiти — у вiдсотках

вiд загальних державних видаткiв проводився iз офiцiйного веб-сайту Eurostat
(https://ec.europa.eu/eurostat). Данi складаються з окремих звiтiв по фiнансо-
вiй допомозi студентам за рiзнi роки. Крiм того, на етапi попередньої обробки
вони були усередненi за роками 2012–2014, 2015–2017, 2018–2020 i переведенi у
формат csv.

Для кластеризацiї за допомогою алгоритму k-Means необхiдно спочатку ви-
значити кiлькiсть кластерiв. Для розв’язання цiєї проблеми немає єдиного унi-
версального способу. У даному дослiдженнi було використано кiлька iндексiв
визначення оптимальної кiлькостi кластерiв, а саме iндекс лiктя, iндекс силуе-
ту, iндекс Девiса-Болдiна та iндекс Калiнскi-Харабаса. Кожен iз них визначає
найкраще значення кiлькостi кластерiв, вибiр робиться на основi агрегованих
показникiв бiльшостi iз них.

Iндекс лiктя показав двi лiктьовi точки, що визначило оптимальну кiлькiсть
кластерiв, як показано на рис. 1(а) на рiвнi 2 та 4.

Iндекс силуету оцiнює якiсть кластеризацiї, враховуючи як внутрiшню одно-
рiднiсть кластерiв, так i рiзницю мiж ними. Оптимальна кiлькiсть кластерiв ви-
значається чотирма групами, де значення силуету досягає максимуму (рис. 1(b)).

Iндекс Девiса-Болдiна оцiнює якiсть кластеризацiї, враховуючи середню вiд-
стань мiж кластерними центрами та розмiри кластерiв. Оптимальна кiлькiсть
кластерiв визначилась чотирма — мiнiмумом iндексу Девiса-Болдiна (рис. 1(c)).

Iндекс Калiнскi-Харабаса оцiнює якiсть кластеризацiї, враховуючи внутрi-
шню однорiднiсть кластерiв та вiдстань мiж кластерними центрами. Оптималь-
на кiлькiсть кластерiв — 4: найбiльше значення iндексу Калiнскi-Харабаса
рис. 1(d).

a. Iндекс лiктя. b. Iндексу силуету.

c. Iндекс Девiса-Болдiна. d. Iндекс Калiнскi-Харабаса.

Рис. 1. Моделi визначення оптимальної кiлькостi кластерiв.
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Провiвши аналiз отриманих результатiв обрано оптимальну кiлькiсть кла-
стерiв — 4. Наступний крок — вiзуалiзацiя кластеризацiї. Для кращого розу-
мiння результатiв використаємо 3D графiк. Останнiй крок — це iнтерпретацiя
результатiв.

Для вiзуалiзацiї результатiв iєрархiчної кластеризацiї використано деревопо-
дiбну структуру — дендрограму (рис. 2). На нiй кожен лист вiдповiдає окремому
об’єкту, а висота кожної гiлки показує вiдстань мiж об’єднаними кластерами. За
дендрограмою визначено оптимальний рiвень розподiлу, що також вiдповiдає 4
кластерам i найкраще вiдображає структуру даних шляхом обрiзання дерева
на певному рiвнi (червона горизонтальна лiнiя).

Рис. 2. Дендрограма iєрархiчної кластеризацiї.

6. Результати дослiдження. При кластеризацiї набору даних методом
k-Means та методом iєрархiчної кластеризацiї було отримано 4 iдентичних кла-
стери (рис. 3):

Кластер 1: Естонiя, Грецiя, Хорватiя, Люксембург, Лiхтенштейн, Швейца-
рiя, Сербiя.

Кластер 2: Бельгiя, Чехiя, Iрландiя, Iспанiя, Францiя, Iталiя, Кiпр, Латвiя,
Литва, Угорщина, Мальта, Австрiя, Польща, Португалiя, Румунiя, Словенiя,
Словаччина, Фiнляндiя, Iсландiя, Туреччина.

Кластер 3: Данiя, Нiмеччина, Нiдерланди, Швецiя, Норвегiя, Велика Бри-
танiя.

Кластер 4: Болгарiя.
7. Обговорення. Методи кластеризацiї k-Means i iєрархiчна кластеризацiя

— це два поширених пiдходи до розв’язання задачi кластеризацiї у машинному
навчаннi i аналiзi даних. Обидва методи мають свої переваги i недолiки.

У контекстi вихiдних даних, модель k-середнiх призначає кожному об’єкту
конкретний кластер, визначаючи його приналежнiсть до певної групи, тодi як
iєрархiчна кластеризацiя дозволяє отримати iнформацiю про всю структуру
кластерiв на рiзних рiвнях iєрархiї, що дає змогу аналiзувати данi на рiзних
рiвнях деталiзацiї.
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Рис. 3. Вiзуалiзацiя кластерної структури.

Отримання чотирьох iдентичних кластерiв як центроїдним методом, так i
методом iєрархiчної кластеризацiї вказує на те, що данi мають виражену стру-
ктуру, яка однозначно iнтерпретується як чотири рiзнi категорiї. Такий резуль-
тат свiдчить про консистентнiсть та надiйнiсть знайдених кластерiв, що дода-
тково пiдтверджує їхню значущiсть у виявленнi внутрiшнiх патернiв та стру-
ктур в дослiджуваних даних.

Кластер 1 можна iнтерпретувати як країни, якi надають мiнiмальну фi-
нансову допомогу студентам. Кластер 2 мiстить країни, якi надають допомогу
нижчу за середнiй рiвень. Кластер 3 характеризує країни, якi надають допо-
могу на рiвнi вище за середнiй. Кластер 4 вiдображає країну, яка забезпечує
найвищий рiвень фiнансової допомоги студентам.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй статтi
було проведено комплексне дослiдження яке є розвитком напрямку прикладно-
го аналiзу даних [10–12] i спрямоване на аналiз фiнансової допомоги студентам
в залежностi вiд країни Євросоюзу. На початковому етапi роботи було створено
набiр даних, що включав в себе вiдомостi про фiнансову пiдтримку студентiв
країн Євросоюзу з 2012 по 2020 роки вiдображену трьома усередненими перiо-
дами. Далi розроблено iнформацiйно-аналiтичну систему, що реалiзує класичнi
методи кластеризацiї, такi як k-Means та iєрархiчну кластеризацiю та ряд iн-
дексiв визначення оптимальної кiлькостi кластерiв. Проведено структурування
датасету та видiлено чотири групи схожостi.

Представлена 3D-модель структури даних, що сприяло кращому розумiнню
даних. Проведений порiвняльний аналiз отриманих результатiв показав їхнiй
збiг, що свiдчить про стабiльнiсть виявленої структури даних та пiдтверджує
вiдповiднiсть отриманих кластерiв реальним зв’язкам у дослiджуваному наборi
даних. Наведена змiстовна iнтерпретацiя може бути корисна для грантових ор-
ганiзацiй та урядових установ у прийняттi рiшень щодо розподiлу фiнансових
ресурсiв в освiтнiй сферi.
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Horvat I. V., Kondruk N. E., Kondruk Y. B., Neroda V. A. Segmentation
of European Union countries by �nancial aid to students.

The use of clustering techniques and their comparative analysis is an integral part of
modern scientific research due to their potential to reveal structures and patterns in com-
plex data sets. These techniques allow classifying objects by similarity and grouping them
into clusters, which helps to understand hidden relationships and discover new knowledge.
The research is devoted to the study of practical aspects of using clustering techniques in
the task of segmenting EU countries by student financial aid and includes a comparative
analysis of clustering methods (k-Means, hierarchical clustering), thus ensuring the objec-
tivity and accuracy of the results obtained. Various indices were used to determine the
optimal number of clusters, such as the elbow method, the silhouette method, the Davis-
Boldin method, and the Kalinski-Harabas index. Four identical clusters were obtained
using both methods, so the data has a distinct structure that can be unambiguously inter-
preted as four different categories. This result indicates the consistency and reliability of
the found clusters, which further confirms the significance of the meaningful interpretation.

Keywords: cluster analysis, k-Means, hierarchical clustering.
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ПРОГНОЗУВАННЯ ЧАСУ ТА ПЕРIОДIВ ОЧIКУВАННЯ
СТРАХОВИХ ВИПАДКIВ

У роботi розглядаються закономiрностi визначення середнього часу до появи пер-
шого страхового випадку, першого iз деякої кiлькостi страхових випадкiв; закономiр-
ностi розподiлу «рекордних» по тривалостi перiодiв мiж страховими випадками.

Ключовi слова: математичне сподiвання часу очiкування страхового випадку, екс-
поненцiальний розподiл, «рекорднi» значення серед найбiльших перiодiв очiкування
страхових випадкiв.

1. Вступ. Вивчення рiзних аспектiв ризикiв, якi пов’язанi з невизначенiстю
можливих втрат, вiдноситься до тематики актуарної математики. Коли мова
йде про страхову справу, перш за все мають на увазi принципи формування
тарифних ставок. Тарифна ставка — цiна страхового ризику й iнших витрат,
адекватне грошове вираження зобов’язань страховика за укладеним договором
страхування. Тарифна ставка, по якiй укладається договiр страхування, нази-
вається брутто-ставкою. У свою чергу, брутто-ставка складається з двох частин:
нетто-ставки i навантаження. Нетто-ставка виражає цiну страхового ризику.
В основi формування нетто-ставки за будь-яким видом страхування лежить
ймовiрнiсть настання страхового випадку [8: 102]. До пiдписання контракту й
придбання страхового полiсу клiєнт наражається на деякий ризик, що може
привести до збиткiв. Придбавши страховий полiс i заплативши за нього детер-
мiновану суму (страхову премiю), клiєнт позбавляється ризику, але сам ризик
приймає на себе страхова компанiя. Тобто, подiя, яка може привести до фiнан-
сових втрат клiєнта, стає страховим випадком [7]. Величина страхової виплати
є випадковою величиною, причому у окремому iнтервалi часу може вiдбутися
кiлька страхових випадкiв. Так, страхування на випадок хвороби, страхування
автомобiлiв та iнших видiв власностi є прикладами подiбних ситуацiй.

2. Постановка завдання. Дослiдити величину середнього часу очiкування
першого страхового випадку; першого iз можливих кiлькох страхових випадкiв;
закономiрностей формування найдовших промiжкiв мiж кiлькома страховими
випадками.

3. Огляд лiтератури. Прогнозування середнього часу очiкування першого
страхового випадку та середнього часу очiкування одного iз кiлькох страхових
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випадкiв, номерiв «рекордiв» серед послiдовностi страхових випадкiв мають ва-
жливе значення при розробцi тонтин-продуктiв. Тонтин — iнвестицiя, пов’язана
iз життям особи, причому дохiд забезпечується доти, доки особа жива. Зазви-
чай, у загальний фонд вноситься деяка сума, вiдсотки розподiляються в середи-
нi групи застрахованих осiб мiж тими, хто дожив до розподiлу. Огляд розвитку
подiбних продуктiв мiститься у роботi [3]. При розглядi питань, пов’язаних iз
формуванням пенсiйних фондiв, важливу роль вiдiграють випадковi фактори,
якi в свою чергу, впливають на величини внескiв. Внески можна оптимiзувати
iз врахуванням ризику платоспроможностi та формувати рiзнi моделi контро-
лю. Огляд подiбних моделей мiститься у роботi [9]. Сучасний пiдхiд до методiв
оцiнювання мiститься у книзi [5, 10].

У роботi [5: 44] вводиться випадкова величина 𝑋 = 𝐼𝐵, яка описує страховi
виплати за видiлений iнтервал часу:
∙ випадкова величина 𝐵 — загальна величина виплат у вказаному iнтервалi;
∙ 𝐼 — iндикатор для подiї (чи вiдбувся хоча б один страховий випадок у
даному iнтервалi).
Величина 𝐼 фiксує iснування (𝐼 = 1) або вiдсутнiсть (𝐼 = 0) страхових

випадкiв в iнтервалi, але не кiлькiсть страхових випадкiв у ньому. Далi роз-
глядаються рiзнi випадки i оцiнюється розподiл випадкових величин 𝐵, 𝐼 для
конкретних моделей (страхування на 1 рiк на випадок смертi вiд нещасного
випадку, страхування автомобiлiв та iн.). Кожного разу проводиться оцiнюва-
ння конкретних умовних розподiлiв випадкової величини 𝑋. Схожим чином, у
роботi [4: 149] при аналiзi тактики страхової компанiї вводиться поняття iнде-
ксу страхового випадку клiєнта, тобто, випадкової величини, яка дорiвнює 1,
якщо страховий випадок має мiсце та 0 — у протилежному випадку. Надалi ж
розглядається прибуток страхової компанiї. У роботi [8: 119] наведена методика
актуарної оцiнки ступеня страхових ризикiв та розрахунок страхових тарифiв
iз страхування вiд окремих ризикiв. Але не придiляється увага оцiнкам часу
настання страхових випадкiв. У роботi [6: 146] розглядаються методологiчнi за-
сади та iнструментарiй кiлькiсної оцiнки ризику, рiзнi пiдходи до моделювання
та врахування ризикiв. Тобто, ризик розглядається як поняття, яке не можна
оминути у менеджментi. Тим важливiше оцiнювати час, коли ще можна його
iгнорувати. У [5: 361] розглядається моделювання процесу сумарних страхових
виплат при деяких умовах на процес 𝑁(𝑡), який вiдображає кiлькiсть страхо-
вих випадкiв (𝑁(𝑡) представлений бiномiальним або пуассонiвскiм процесами).
У вiдповiдностi до класу 𝑁(𝑡) аналiзується процес сумарних страхових виплат.
Можна розглянути це питання при бiльш загальних умовах на процес 𝑁(𝑡),
видiляючи саме «рекорднi» значення у цьому процесi.

4. Основний результат. Покажемо, яким чином можна визначити сере-
днiй час очiкування першого страхового випадку.

Для опису середнього часу очiкування цiєї подiї введемо дискретну модель,
тобто, час розглядається дискретно, змiни можуть проходити тiльки у моменти
часу: 𝜕, 2𝜕, 3𝜕, . . . Тобто, випробування вiдбуваються саме у цi промiжки часу.
Поява страхового випадку може бути ототожнена з першим успiхом у послiдов-
ностi випробувань за схемою Бернуллi [2: 13].

Нехай 𝑇 — час очiкування першого успiху у послiдовностi випробувань Бер-
нуллi iз ймовiрнiстю успiху 𝑝. Тодi 𝑃 {𝑇 > 𝑛𝜕} = (1− 𝑝)𝑛, середнiй час очiкува-
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ння 𝐸(𝑇 ) — обчислюється наступним чином. Подiя 𝑇 = 𝑛𝜕 може бути описана
як рiзниця подiй: {𝑇 > (𝑛− 1)𝜕} ∖ {𝑇 > 𝑛𝜕}. Тодi її ймовiрнiсть:

𝑃 {𝑇 = 𝑛𝜕} = 𝑃 {𝑇 > (𝑛− 1) 𝜕} − 𝑃 {𝑇 > 𝑛𝜕} = (1− 𝑝)𝑛−1 − (1− 𝑝)𝑛 =

= (1− 𝑝)𝑛−1 (1− (1− 𝑝))= (1− 𝑝)𝑛−1𝑝.

Час очiкування можна представити як геометрично розподiлену дискретну
випадкову величину:

𝐸 (𝑇 ) =
∞∑︁
1

𝑘𝜕(1− 𝑝)𝑘−1𝑝 = 𝜕𝑝
(︀
1 + 2 (1− 𝑝) + 3(1− 𝑝)2 + . . .

)︀
=
𝜕𝑝

𝑝2
=
𝜕

𝑝
.

При обчисленнi суми ряду використана властивiсть похiдної для суми гео-
метричної прогресiї iз знаменником 𝑞 = 1− 𝑝, а саме:

1 + 𝑞 + 𝑞2 + · · · = 1

1− 𝑞
; 1 + 2𝑞 + 3𝑞2 + · · · = 1

(1− 𝑞)2
.

Користуючись вiдомою ймовiрнiстю 𝑝, можна прогнозувати час очiкування
першого страхового випадку, який приводить до фiнансових збиткiв.

Якщо величина 𝜕 спадає, але так, що 𝜕
𝑝
= 𝑎 — фiксоване, тодi можна роз-

глянути перiод часу 𝑡, протягом якого може вiдбутися вже 𝑛 ≈ 𝑡
𝜕
випробувань

i тодi:

𝑃 (𝑇 > 𝑡) ≈
(︂
1− 𝜕

𝑎

)︂ 𝑡
𝜕

=

(︃(︂
1 +

1

− 𝑎
𝜕

)︂− 𝑎
𝜕

)︃− 𝜕𝑡
𝑎𝜕

≈ 𝑒
−𝑡
𝑎 .

Для часу очiкування першого успiху 𝑇 одержали формулу вiдомого експонен-
цiального розподiлу.

Випадкова величина 𝑋 має експоненцiальний (показниковий) розподiл з па-
раметром 𝛼 (𝛼 > 0), якщо її функцiя розподiлу: 𝐹 (𝑥) = 1−𝑒−𝛼𝑥, 𝑥 > 0. Введемо
позначення 𝑋 ∼ exp (𝛼). Тодi 𝐸 (𝑋) = 1

𝛼
, як показано вище.

Тобто, середнiй час очiкування першого страхового випадку оцiнюється як
математичне сподiвання для першого успiху у схемi Бернуллi i дорiвнює 𝜕

𝑝
,

де 𝑝 — ймовiрнiсть реалiзацiї страхового випадку; 𝜕 — тривалiсть промiжку,
протягом якого не вiдбувається страхова подiя (страхова подiя може вiдбутися
тiльки у моменти часу 𝜕, 2𝜕, 3𝜕, . . .). У загальному випадку час очiкування
першого страхового випадку описується експоненцiальним розподiлом.

Розглянемо випадок, коли страхову компанiю однаково турбує настання хоч
якогось iз кiлькох страхових випадкiв, припустимо, iз 𝑛 випадкiв. Тодi, час
очiкування кожної iз цих подiй — 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. [3: 170]

Якщо страховi випадки незалежнi, цiкавить саме 𝜂 = min (𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛) .
При цьому 𝑃 (𝑇𝑖 > 𝑥) = 𝑒−𝑎𝑖𝑥, тодi:

𝑃 (𝜂 > 𝑥) = 𝑃

(︃
𝑛⋂︁
1

{𝑇𝑖 > 𝑥}

)︃
=

𝑛∏︁
1

𝑃 (𝑇𝑖 > 𝑥) = 𝑒−𝑥
∑︀𝑛

1 𝑎𝑖 .

Час очiкування 𝜂 знову має експоненцiальний розподiл. Оскiльки

𝐸 (𝑇𝑖) =
1

𝑎𝑖
, 𝑎𝑖 =

1

𝐸 (𝑇𝑖)
,
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тодi середнiй час очiкування якогось iз 𝑛 страхових випадкiв:

𝐸𝜂 =

(︃
𝑛∑︁
1

𝑎𝑖

)︃−1

=

(︃
𝑛∑︁
1

1

𝐸 (𝑇𝑖)

)︃−1

.

Наведена формула характеризує середнiй час очiкування хоча б одного iз
кiлькох страхових випадкiв.

Перейдемо до визначення номерiв «рекордiв» серед найбiльших перiодiв очi-
кування або серед найбiльших фiнансових втрат при деякiй кiлькостi страхових
випадкiв.

Коли клiєнт застрахований вiд фiнансових збиткiв, для їх покриття має зна-
чення як час очiкування страхового випадку, так i розмiри цих фiнансових зби-
ткiв. Позначимо𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . .— часи очiкування вiдповiдних страхових випадкiв
або розмiри кожного iз фiнансових збиткiв (для зручностi розглянемо нескiн-
ченну їх кiлькiсть). Припустимо також, що 𝑋1, 𝑋2, . . . — незалежнi випадковi
величини з однаковим розподiлом 𝐹 [2: 29].

Якщо ввести випадкову величину 𝑁 (яка характеризує «рекорднi» номери
для введеної вище послiдовностi) — значення першого iндексу 𝑘 (𝑘 = 2, . . .),
для якого 𝑋𝑘 > 𝑋1, то подiя {𝑁 > 𝑛} вiдбудеться тодi i тiльки тодi, коли ма-
ксимальний елемент вже скiнченної послiдовностi 𝑋1, 𝑋2, . . ., 𝑋𝑛 є початковим.
Ймовiрнiсть цiєї подiї дорiвнює 𝑛−1, оскiльки початковий елемент вибирається
випадковим чином iз 𝑛 можливих. Подiя {𝑁 = 𝑛+ 1} може розглядатися як
рiзниця подiй {𝑁 > 𝑛} ∖ {𝑁 > 𝑛+ 1}, що дозволяє отримати ймовiрнiсть цiєї
подiї:

𝑃 {𝑁 = 𝑛+ 1} =
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
=

1

𝑛 (𝑛+ 1)
.

Формула виведена тiльки при умовi, що 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . незалежнi i мають одну
й ту саму неперервну функцiю розподiлу 𝐹 . Якщо вважати, що 𝑁 (1) = 1, а для
𝑛 ≥ 2:

𝑁 (𝑛) = 𝑚𝑖𝑛
{︀
𝑗 : 𝑗 > 𝑁 (𝑛− 1) , 𝑋𝑗 > 𝑋𝑁(𝑛−1)

}︀
,

тодi 𝑃 {𝑁 (𝑛) <∞} = 1, оскiльки 𝑃 {𝑁 (2) = 𝑗} = 1
𝑗(𝑗−1)

одержимо:

𝐸𝑁 (𝑛) = 1 +
∞∑︁
2

𝑖
1

𝑖 (𝑖− 1)
= 1 +

∞∑︁
1

1

𝑖
= ∞, 𝑛 ≥ 2.

Випадкова величина 𝑁 має скiнченну ймовiрнiсть, але нескiнченне матема-
тичне сподiвання.

Вiдомо, що послiдовнiсть 𝑁(𝑛) утворює ланцюг Маркова, тобто для усiх
векторiв (𝑗2, . . . , 𝑗𝑛−1) , котрим вiдповiдає додатня ймовiрнiсть умови у лiвiй
частинi наступної рiвностi [1: 259]:

𝑃 {𝑁 (𝑛) = 𝑘|𝑁 (𝑡) = 𝑗𝑡, 2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛} = 𝑃 {𝑁 (𝑛) = 𝑘|𝑁 (𝑛− 1) = 𝑗𝑛−1} ,

причому умовнi ймовiрностi 𝑃 {𝑁 (𝑛) = 𝑘|𝑁 (𝑛− 1) = 𝑗} дорiвнюють 𝑗
𝑘(𝑘−1)

, як-
що 𝑘 > 𝑗 ≥ 𝑛− 1 ≥ 2 i дорiвнюють 0 при iнших значеннях 𝑗 та 𝑘.
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Тодi можна знайти розподiл випадкових величин 𝑁 (𝑛) при рiзних значен-
нях 𝑛. Наприклад, при 𝑛 = 3 отимаємо:

𝑃 {𝑁 (3) = 𝑘} =
∞∑︁
𝑗=2

𝑃 (𝑁 (3) = 𝑘|𝑁 (2) = 𝑗) · 𝑃 (𝑁 (2) = 𝑗) =

=
𝑘−1∑︁
𝑗=2

𝑗

𝑘 (𝑘 − 1)

1

𝑗 (𝑗 − 1)
=

1

𝑘 (𝑘 − 1)

𝑘−2∑︁
𝑗=1

1

𝑗
.

Тобто, можна визначати ймовiрнiсть настання третього (i, вiдповiдно, усiх
наступних) «рекордiв» для послiдовнiстi страхових випадкiв. Послiдовнiсть ви-
падкових величин {𝑋 𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .} може вiдображати як час очiкування черго-
вого страхового випадку, так i характеризувати фiнансовi збитки, якi пов’язанi
з 𝑖-тим страховим випадком.

Звернемося до характеристики приростiв «рекордних» значень для часiв
очiкування незалежних страхових випадкiв.

Вважаємо, що випадковi величини 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . мають експоненцiальний
розподiл (можна трактувати їх як часи очiкування настання вiдповiдних стра-
хових випадкiв). Позначимо через {𝑋𝑁(𝑛), 𝑛 > 1} — послiдовнiсть «рекордних»
значень. Можна зробити висновок, що вiдповiднi їм прирости послiдовних «ре-
кордних» значень характеризуються як незалежнi випадковi величини, якi теж
мають експоненцiальний розподiл.

Тобто, має мiсце наступне твердження [1: 265]:
Нехай випадковi величини {𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .} мають функцiю розподiлу

𝐹 (𝑥) = 1− 𝑒−𝑥, (𝑥 > 0); 𝑋𝑁(𝑛), (𝑛 > 1) — послiдовнiсть «рекордiв» для {𝑋𝑖, 𝑖 =
= 1, 2, . . .}.

Нехай 𝑌1 = 𝑋𝑁(1) = 𝑋1, 𝑌𝑗 = 𝑋𝑁(𝑗) −𝑋𝑁(𝑗−1), (𝑗 ≥ 2). Тодi величини 𝑌1, 𝑌2,
. . . незалежнi, їх загальна функцiя розподiлу — 𝐹 (𝑥).

Встановимо зв’язок мiж послiдовнiстю «рекордних» значень для часiв очi-
кування страхових випадкiв i номерами «рекордiв».

Нехай випадковi величини {𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .} мають функцiю розподiлу
𝐹 (𝑥) = 1− 𝑒−𝑥, (𝑥 > 0); 𝑋𝑁(𝑛), (𝑛 > 1) — послiдовнiсть «рекордiв» для {𝑋𝑖, 𝑖 =
= 1, 2, . . .}.

Тодi з ймовiрнiстю 1 виконується спiввiдношення [1: 264]:

lim
𝑛→∞

sup
| log𝑁 (𝑛)−𝑋𝑁(𝑛)|

log(𝑛)
= 1.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi роз-
глянутi визначення: середнього часу очiкування першого страхового випадку;
середнього часу очiкування першого iз кiлькох страхових випадкiв; номерiв «ре-
кордiв» серед найбiльших перiодiв очiкування або серед найбiльших фiнансових
збиткiв при можливiй великiй кiлькостi страхових випадкiв. Також наведенi
характеристики: приростiв «рекордних» значень для часiв очiкування незале-
жних страхових випадкiв; зв’язку мiж послiдовнiстю «рекордних» значень для
часiв очiкування страхових випадкiв i номерами «рекордiв». Надалi можна до-
слiджувати спiввiдношення мiж послiдовнiстю «рекордних» значень для часiв
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очiкування страхових випадкiв i номерами «рекордiв» вже для конкретних за-
конiв для розподiлiв цих величин.
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МЕТОД ПОЕТАПНОГО РОЗПОДIЛУ СОЦIАЛЬНИХ ПОСЛУГ
МIЖ ВИКОНАВЦЯМИ

Цифровiзацiя сфери публiчного управлiння спонукає до розробки нових ефектив-
них механiзмiв супроводу основних процесiв прийняття рiшень. Дослiдження зосере-
джено на розробцi моделi та методу оптимiзацiї процесiв розподiлу робiт мiж вико-
навцями соцiальних послуг для уразливих груп населення. Виконано математичну
постановку задачi розподiлу послуг мiж виконавцями, яка дозволяє враховувати за-
пити вiд отримувачiв, їх ступенi вiдповiдностi вимогам, що ставлять до отримувачiв,
а також кiлькостi отримувачiв, яким одномоментно може надаватися кожна конкре-
тна послуга. Пропонується зводити цю задачу до задачi одно чи багатокритерiальної
задачi лiнiйного програмування з булевими змiнними. Розроблено iтерацiйний метод
поетапного розподiлу послуг, який iнтегрує вже встановленi вiдповiдностi мiж потре-
бами отримувачiв i можливостями виконавцiв. Вхiдними даними в методi є не тiль-
ки об’єктивнi данi, якi характеризують отримувачiв i виконавцiв послуг, а й оцiнки,
отриманi вiд експертiв чи особи, що приймає рiшення. Враховується не лише прiорите-
тнiсть отримувачiв, але й специфiчнi послуги, якi можуть надавати виконавцi. Метод
дозволяє ефективно адаптуватись до змiн у потребах та ресурсах, а також вводити
новi запити без переривання вже наявних процесiв.

Науковий внесок дослiдження полягає у розробцi методу та практичного пiдходу
до розподiлу соцiальних послуг, який може бути використаний для проектування про-
грамних продуктiв, що пiдтримують вiдповiднi процеси прийняття рiшень. Подальшi
дослiдження можуть включати розробку iнструментiв для прогнозування майбутнiх
потреб у соцiальних послугах, що розширить можливостi адаптацiї до змiнюваних
умов обслуговування.

Ключовi слова: прийняття рiшень, цифровiзацiя, оптимiзацiя, критерiї ефективно-
стi, iтерацiйний метод, групи прiоритетностi, отримувач соцiальної послуги.

1. Вступ. Цифровiзацiя процесiв на ринку соцiальних послуг набуває особли-
вої актуальностi в умовах сучасних викликiв. Вона сприяє пiдвищенню ефе-
ктивностi управлiння, забезпеченню точностi та оперативностi в обробцi даних,
що є критично важливим для швидкого та адекватного реагування на потре-
би уразливих груп населення. Цифровi технологiї дозволяють автоматизувати
збiр та аналiз iнформацiї, роблячи процеси бiльш прозорими та знижуючи мо-
жливiсть людських помилок. Також, впровадження iнформацiйних систем ве-
де до полiпшення координацiї мiж рiзними учасниками ринку, вiд замовникiв
до виконавцiв послуг, що забезпечує бiльш ефективний розподiл ресурсiв та
оптимiзацiю робочих процесiв. В цiлому, цифровiзацiя є ключовим елементом
у модернiзацiї соцiальних послуг, пiдвищуючи їх доступнiсть та якiсть.

2. Аналiз лiтературних даних i постановка проблеми. Науковi дже-
рела, якi дотичнi до описаних проблем логiчно можна подiлити на кiлька груп.

Першу групу становлять джерела з сфери соцiальних послуг [1, 2]. Тут де-
талiзованi процеси взаємодiї мiж акторами ранку соцiальних послуг, а також
особливостi, якi потребують подальших дослiджень.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Моделям i методам прийняття рiшень в соцiальнiй сферi присвячена вели-
ка кiлькiсть сучасних наукових дослiджень. У роботi [3] виконано дослiдження
проблеми знаходження оптимального розподiлу соцiальних послуг мiж вико-
навцями. Розроблена модель передбачає, що всi заявки на послуги є рiвнозна-
чними за прiоритетнiстю, а послуги будуть надаватися одночасно. Такий пiдхiд
є достатнiм у випадку, коли модель необхiдно застосувати одноразово та неза-
доволенi заявки на отримання послуг можна повнiстю вiдкинути з розгляду.

Задача розподiлу послуг мiж виконавцями може бути представлена як зада-
ча багатокритерiальної оптимiзацiї [4–6]. Такi задачi, у випадку неможливостi
досягнення «iдеальної точки», розв’язуються шляхом зведення до однокритерi-
альної задачi. Для цього задають правило для згортання критерiїв в один су-
перкритерiй [7, 8]. Iнший пiдхiд полягає у застосуваннi прийомiв теорiї прийня-
ття рiшень, зокрема введення послiдовних поступок, наближення до «iдеальної
точки» та iншi [9, 10]. У таких випадках задачi багатокритерiальної оптимiза-
цiї характеризуються великою розмiрнiстю та часто мають порожню множину
допустимих розв’язкiв, що також спонукає до застосування теорiї прийняття
рiшень.

Таким чином, для розв’язання задачi розподiлу послуг мiж виконавцями,
можливим є застосування комплексу математичних моделей i методiв, якi на-
лежать до рiзних роздiлiв математики. Проте, наразi не iснує єдиного унiвер-
сального методу розв’язання цiєї задачi.

3. Мета i завдання дослiдження. Дослiдження присвячене аналiзу та
розв’язання проблеми розподiлу робiт мiж виконавцями в процесах надання
соцiальних послуг уразливим групам населення.

Розглядається етап, на якому для кожного потенцiйного отримувача вже
встановлено факт його вiдповiдностi вимогам, яким мають вiдповiдати отри-
мувачi, а також для кожного виконавця вiдомий перелiк послуг, якi вiн може
надавати.Метою даного дослiдження є розробка моделi та методу поетапно-
го розподiлу послуг мiж виконавцями в процесах обслуговування отримувачiв
послуг з урахуванням їх груп прiоритетностi.

Для досягнення зазначеної мети були поставленi такi завдання:
– виконати вербальну та математичну постановки задач розподiлу соцiальних
послуг мiж виконавцями;

– розробити метод поетапного розподiлу послуг мiж виконацями з урахуван-
ням груп прiоритетностi отримувачiв цих послуг.
4. Моделювання задачi розподiлу соцiальних послуг мiж виконав-

цями. Введемо позначення: нехай 𝑆 = {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝐿} — множина послуг, якi
можуть бути наданi виконавцями;

𝑊 = {𝑊1,𝑊2, . . . ,𝑊𝑁} — множина виконавцiв послуг, при чому 𝑊𝑖 =
= (𝑤𝑖1, 𝑤𝑖2, . . . , 𝑤𝑖𝐿)— вектор, компоненти якого визначають одномоментнi обся-
ги послуг, тобто 𝑤𝑖𝑙 дорiвнює кiлькостi отримувачiв, яким виконавець з номером
𝑖 може надавати послугу з номером 𝑙;
𝑂 = {𝑂1, 𝑂2, . . . , 𝑂𝑇}— множина потенцiйних отримувачiв послуг, при чому для
кожного елементу 𝑂𝑡 задано вектори 𝑉𝑡 = (𝑣𝑡1, 𝑣𝑡2, . . . , 𝑣𝑡𝐿) та (𝜇𝑡1, 𝜇𝑡2, . . . , 𝜇𝑡𝐿).
Перший вектор характеризує потреби вiдповiдної особи в послугах, тобто 𝑣𝑡𝑙
дорiвнює заявленiй потребi в тривалостi надання послуги з номером 𝑙. В свою
чергу, другий вектор характеризує мiру вiдповiдностi потенцiйного отримувача
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послузi, на яку вiн претендує. Цi мiри можуть бути обчисленi за допомогою
методу розробленого в [11].

Необхiдно побудувати такий розподiл робiт мiж виконавцями, який би вiд-
повiдав отриманим заявкам, тобто задовольняв наступнi обмеження:

∀𝑖 = 1, 𝑁 : 𝑖𝑓 ∃(𝑡, 𝑙), 𝑡 = 1, 𝑇 , 𝑙 = 1, 𝐿 : 𝑣𝑡𝑙 = 0 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦𝑖𝑙𝑡 := 0 (1)

∀𝑖 = 1, 𝑁 : 𝑖𝑓 ∃(𝑡, 𝑙), 𝑡 = 1, 𝑇 , 𝑙 = 1, 𝐿 : 𝜇𝑡𝑙 ≤ 𝜇min 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦𝑖𝑙𝑡 := 0 (2)

∀𝑡 = 1, 𝑇 : 𝑖𝑓 ∃(𝑖, 𝑙), 𝑖 = 1, 𝑁, 𝑙 = 1, 𝐿 : 𝑤𝑡𝑙 = 0 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦𝑖𝑙𝑡 := 0 (3)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑙𝑡 ≤ 1, ∀(𝑡, 𝑙), ∀𝑡 = 1, 𝑇 , ∀ 𝑙 = 1, 𝐿, (4)

∀𝑙1, 𝑙2 ∈ {1, 2, . . . , 𝐿}, 𝑙1 ̸= 𝑙2, ∀𝑡1, 𝑡2 ∈ {1, 2, . . . , 𝑇} : 𝑦𝑖𝑙1𝑡1 ·𝑦𝑖𝑙2𝑡2 = 0, 𝑖 = 1, 𝑁 (5)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑦𝑖𝑙𝑡 ≤ 𝑤𝑖𝑙, 𝑖 = 1, 𝑁, 𝑙 = 1, 𝐿, (6)

де 𝑌 = (𝑦𝑖𝑙𝑡) — матриця розподiлу, тобто 𝑦𝑖𝑙𝑡 = 1, якщо виконавець з номером 𝑖
буде надавати послугу з номером 𝑙 особi з номером 𝑡;
� умова (1) означає, що виконавцям будуть призначенi тiльки тi послуги, на
якi є заявки вiд конкретних осiб;

� виконання умови (2) не допускає надання послуги особi, яка їй не вiдпо-
вiдає. 𝜇min ∈ [0; 1) – порогове значення мiри належностi. Очевидно, що
𝜇min ̸= 1;

� умова (3) не дає призначати послуги виконавцям, якi їх не можуть надава-
ти. Ця умова дозволить звузити множину допустимих розв’язкiв, а, отже,
i зменшить час розв’язування оптимiзацiйної задачi;

� умова (4) означає, що послугу особi може надавати тiльки один виконавець;
� умова (5) означає, що одномоментно виконавець може надавати тiльки одну
послугу (наприклад, проведення групових занять);

� умова (6) дозволяє враховувати обмеження щодо одномоментних обсягiв
послуги, яку може надавати виконавець.
Умови (1)–(6) задають задачу булевого програмування. Вона може бути як

однокритерiальною, так i багатокритерiальною, в залежностi вiд сфери засто-
сування та бачення особи, що приймає рiшення.

Цiльовими функцiями у цих задачах може бути одна або декiлька з насту-
пних:

Максимiзацiя охоплення послугами заявникiв (7):

𝐹1(𝑌 ) =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑦𝑖𝑙𝑡 → max . (7)

Максимiзацiя послуг з урахуванням прiоритетностi отримувачiв (8):

𝐹2(𝑌 ) =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜇𝑡𝑙 · 𝑦𝑖𝑙𝑡 → max . (8)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Застосування цiльової функцiї виду (8) дозволить забезпечити першочергове
включення в процес надання послуг отримувачiв з бiльшими значеннями мiри
вiдповiдностi. Також, можливим є її ускладнення шляхом подiлу споживачiв на
групи прiоритетностi таким чином:

Введемо в розгляд правило визначення групи прiоритетностi:

𝜓(𝜇𝑡𝑙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, 𝑖𝑓 𝜇𝑡𝑙 ∈ (𝜇1; 1] ;
𝜇1, 𝑖𝑓 𝜇𝑡𝑙 ∈ (𝜇2;𝜇1] ;
𝜇2, 𝑖𝑓 𝜇𝑡𝑙 ∈ (𝜇3;𝜇2] ;
. . .
0, 𝑖𝑓 𝜇𝑡𝑙 ≤ 𝜇min;

(9)

де 1 > 𝜇1 > 𝜇2 > · · · > 𝜇min ≥ 0 та задаються особою, що приймає рiшення або
власником проблеми.

Тодi, цiльова функцiя матиме вид (10):

𝐹3(𝑌 ) =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜓 (𝜇𝑡𝑙) · 𝑦𝑖𝑙𝑡 → max . (10)

5. Iтерацiйний метод послiдовного розподiлу послуг мiж виконавця-
ми. Розглянемо задачу (1)–(6) з цiльовою функцiєю (7), (8) або (10). Ця задача
належить до лiнiйних задач булевого програмування i може бути розв’язаною
одним з вiдомих методiв оптимiзацiї [12, 13]. Як видно з характеру обмежень,
поставлена задача завжди має тривiальний розв’язок, коли матриця розподiлу
є нульовою, тобто, множна допустимих розв’язкiв є непорожньою.

Можливим є випадок, коли оптимальних розв’язкiв є кiлька. Тодi доцiльним
є введення додаткових правил, якi б забезпечували рiвномiрнiсть надання по-
слуг (наприклад, однакову кiлькiсть рiзним отримувачам) або навпаки, макси-
мальне комплексне охоплення одних i тих же отримувачiв рiзними послугами.

Пропонується iтерацiйний метод послiдовного розподiлу послуг мiж вико-
навцями, який полягає в наступному.

Перша iтерацiя методу.
На першiй iтерацiї методу розв’язуємо задачу (1)–(6) iз заданою цiльовою

функцiєю. Позначимо через 𝑌 (1)* = (𝑦(1)*𝑖𝑙𝑡) — обраний оптимальний розв’язок
задачi. Обчислимо мiнiмальне значення тривалостi послуги, яка буде надана
пiсля першої iтерацiї (11):

∆𝑣1 = min {𝑣𝑡𝑙}
𝑡 = 1, 𝑇 , 𝑙 = 1, 𝐿,

∃𝑖 ∈ {1, 2, . . . 𝑁} : 𝑦
(1)*
𝑖𝑙𝑡 ̸= 0

(11)

Далi, для кожної впорядкованої трiйки (𝑖0, 𝑙0, 𝑡0), 𝑖0 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}, 𝑙0 ∈
{1, 2, . . . , 𝐿}, 𝑡𝑜 ∈ {1, 2, . . . , 𝑇}, такої що 𝑦(1)*𝑖0𝑙0𝑡0

= 1, виконаємо такi перетворе-
ння:

𝑣𝑡0𝑙0 := 𝑣𝑡0𝑙0 −∆𝑣1, (12)

𝑤𝑖0𝑙0 := 𝑤𝑖0𝑙0 − 1. (13)

Перетворення (12)–(13) є пiдготовчими поправками для наступної iтерацiї
методу.
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Наступна iтерацiя методу може настати у двох випадках:
Випадок 1. Вiд початку надання послуг, визначених на першiй iтерацiї ми-

нув перiод часу ∆𝑣1, тобто надання найменш тривалих послуг завершилось.
У цьому випадку, перед переходом до наступної iтерацiї, необхiдно здiйсни-
ти такi поправки. Для всiх впорядкованих трiйок (𝑖0, 𝑙0, 𝑡0), 𝑖0 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁},
𝑙0 ∈ {1, 2, . . . , 𝐿}, 𝑡𝑜 ∈ {1, 2, . . . , 𝑇}, такої що 𝑦(1))*𝑖0𝑙0𝑡0

= 1 та 𝑣𝑡0𝑙0 = 0 виконуємо
перетворення:

𝑦
(1)*
𝑖0𝑙0𝑡0

:= 0, (14)

𝑤𝑖0𝑙0 := 𝑤𝑖0𝑙0 + 1. (15)

Кроки (14)–(15) вивiльняють виконавцiв, якi завершили надання послуг та
роблять їх доступними для нових отримувачiв.

Випадок 2. Надходження нових заявок на отримання послуг, тобто, внесення
змiн у початковi данi. У цьому випадку перед переходом на наступну iтерацiю
додаткових перетворень робити не потрiбно.

j-a iтерацiя методу
До задачi (1)–(6) додаємо обмеження (16)–(17):

∀(𝑖, 𝑙, 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑁, 𝑙 = 1, 𝐿, 𝑡 = 1, 𝑇 : 𝑖𝑓 𝑦
(𝑗−1)*
𝑖𝑙𝑡 = 1 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦𝑖𝑙𝑡 := 0 (16)

∀(𝑙, 𝑡), 𝑙 = 1, 𝐿, 𝑡 = 1, 𝑇 : 𝑖𝑓 ∃𝑖 ∈ {1, 2, . . .𝑀} : 𝑦
(𝑗−1)*
𝑖𝑙𝑡 = 1 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦𝑖𝑙𝑡 := 0 (17)

Обмеження (16) робить недоступним для призначення послуги виконавцю,
який вже її виконує. В свою чергу обмеження (17) робить недоступною для
призначення послугу, яка вже виконується.

Далi розв’язуємо оптимiзацiйну задачу. Позначимо через 𝑌 * = (𝑦*𝑖𝑙𝑡) розв’я-
зок задачi. Тодi, отриманий на заданiй iтерацiї розподiл послуг буде визначатися
такою матрицею: 𝑌 (𝑗)* = 𝑌 (𝑗−1)* + 𝑌 *.

Даний метод є поетапним та iтерацiйним. Це означає, що його можна вико-
нувати доти, поки є потреба в реалiзацiї розподiлу послуг мiж виконавцями. В
ходi роботи алгоритму даного методу можуть змiнюватися вхiднi данi, що не
вплине на його якiсть та коректнiсть.

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дослiдження
присвячене аналiзу та розв’язанню проблеми розподiлу робiт мiж виконавцями
в процесах надання соцiальних послуг уразливим групам населення. В умо-
вах невпинного росту запитiв на соцiальнi послуги вiд населення та обмеженої
кiлькостi виконавцiв таких послуг, важливою є проблема розподiлу послуг мiж
виконавцями. Було визначено, що не iснує єдиних пiдходiв до вирiшення цiєї
проблеми.

Вербальна та математична постановка задачi розподiлу послуг мiж виконав-
цями дозволяє поєднувати данi, отриманi з законiв та iнших нормативних актiв,
якi регулюють процеси надання послуг, данi отриманi вiд експертiв та особи, що
приймає рiшення, а також результати розв’язання задач, якi передують задачi
розподiлу послуг мiж виконавцями. Задача може бути сформульована як одно
або багатокритерiальна задача лiнiйного програмування з булевими змiнними.

Для розв’язання задачi було розроблено iтерацiйний метод поетапного роз-
подiу послуг мiж виконацями з урахуванням груп прiоритетностi отримувачiв
цих послуг. Метод також дозволяє враховувати кiлькостi осiб, яким виконавець
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може одномоментно надавати одну i ту ж послугу. Така ситуацiя можлива,
наприклад, у випадку проведення групових занять. Передбачена можливiсть
додавання до розгляду заявок нових отримувачiв послуг без переривання об-
слуговування тих отримувачiв, послуги яким вже надаються.

Розроблений метод можу стати iнструментом в процесах цифровiзацiї ринку
соцiальних послуг та бути використаний при проектуваннях програмних проду-
ктiв для супроводу процесiв прийняття рiшень у соцiальнiй сферi для розподiлу
послуг мiж виконавцями. На наступних етапах дослiдження доцiльним є роз-
гляд задачi розподiлу ресурсiв в процесi надання соцiальних послуг, а також
розробки iнструменту для прогнозування потреб в соцiальних послугах в май-
бутнi перiоди часу.
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Kykyna Y. B. The method of staged distribution of social services among providers.

The digitization of the public administration sector prompts the development of new ef-
fective mechanisms for supporting the main decision-making processes. The study focuses
on creating a model and method for optimizing the distribution of tasks among providers
of social services to vulnerable population groups. A mathematical formulation of the task
distribution problem among providers has been developed, allowing for consideration of
requests from recipients, their degrees of compliance with the requirements set for recip-
ients, and the number of recipients that can simultaneously receive each specific service.
It is proposed to reduce this task to a problem of single or multi-criteria linear program-
ming with Boolean variables. An iterative method for the staged distribution of services
has been developed, integrating already established correspondences between the needs
of the recipients and the capabilities of the providers. The method’s input data includes
not only objective data characterizing the recipients and service providers, but also assess-
ments obtained from experts or the decision-maker. The method accounts not only for the
prioritization of recipients but also for the specific services that providers can offer. The
method allows for effective adaptation to changes in needs and resources, as well as the
introduction of new requests without interrupting existing processes.

The scientific contribution of the study lies in the development of a method and practi-
cal approach to the distribution of social services, which can be used for designing software
products that support corresponding decision-making processes. Further research may
include developing tools for predicting future needs in social services, expanding the capa-
bilities for adaptation to changing service conditions.

Keywords: decision-making; digitization; optimization; effectiveness criteria; iterative
method; priority groups; social service recipient.
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ЗАСТОСУВАННЯ РОЄВОГО ТА ЕВОЛЮЦIЙНОГО
АЛГОРИТМУ ДЛЯ ВИРIШЕННЯ ДВОРIВНЕВИХ ЗАДАЧ

ОПТИМIЗАЦIЇ

В статтi дослiджується складнiсть вирiшення дворiвневих задач оптимiзацiї з ви-
користанням роєвих систем. Розглядається об’єкт управлiння як комплексна роєва си-
стема, яка описується функцiями взаємодiї мiж часовими моментами, станами, управ-
лiнськими впливами та виходами. Структурно система представлена як iнтеграцiя
обчислювальних систем i включає канали сприйняття (входи) i передачi (виходи) iн-
формацiї. Основна увага придiляється аналiзу впливу iнформацiйних сигналiв на по-
ведiнку системи, а також розробцi моделей для оптимального управлiння на основi
абстрактних iнформацiйних процесiв. Дослiджено модель керованої системи забезпе-
чує збiр, генерацiю, обробку та редуплiкацiю iнформацiї в контекстi специфiчних умов
експлуатацiї, такi процеси моделюються через семантичнi гiперграфи та iнтеграцiю
елементарних пiдсистем з вiдповiдними функцiями згортки iнформацiї, якi детально
описуються у статтi. Дослiдження також розглядає розробку еволюцiйного алгори-
тму для системи, що включає аналiз внутрiшнiх та зовнiшнiх iнформацiйних потокiв,
а також механiзми впливу на поведiнку системи. Результати моделювання дозволяють
вiдображати динамiку станiв системи та оптимiзувати управлiнськi рiшення на основi
множини можливих стратегiй. Стаття звертає увагу на важливiсть тимчасової логi-
ки та нечiтких моделей для забезпечення гнучкостi та адаптивностi роєвих систем,
зосереджуючись на формалiзацiї вiдносин у системi через нечiткi вiдносини еквiва-
лентностi та часткового порядку. Описано використання грат та алгебраїчних систем
для розробки структурної органiзацiї управлiння, що дозволяє ефективно моделювати
роєвi системи як iнтегрованi комплекси. Розробка методiв для перевiрки та валiдацiї
ефективностi роєвих алгоритмiв в рiзноманiтних задачах оптимiзацiї, забезпечуючи їх
надiйнiсть i вiдповiднiсть. Стаття висвiтлює потенцiйнi напрямки для подальших до-
слiджень, зокрема розробку нових методiв для покращення алгоритмiчної складностi
та застосування роєвих та еволюцiйних алгоритмiв у нових областях. Подальше iнте-
грування з машинним навчанням та iншими технологiями може забезпечити бiльшу
адаптивнiсть та ефективнiсть роєвих систем.

Ключовi слова: роєвий алгоритм, еволюцiйний алгоритм, оптимiзацiйна проблема,
цiльова функцiя, квадратична залежнiсть, оператор кросовера, батькiвська популяцiя.
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1. Вступ. У сучасному свiтi, зi зростанням складностi технологiчних, еконо-
мiчних та соцiальних систем, виникає потреба у розробцi все бiльш ефективних
методiв оптимiзацiї для вирiшення складних проблемних завдань. Дворiвневi
задачi оптимiзацiї, якi мiстити взаємодiю мiж двома рiвнями прийняття рiшень,
є одними з найбiльш вiдомих, оскiльки вони вимагають одночасного розв’язання
задач умовної оптимiзацiї на кожному з рiвнiв. Традицiйнi методи оптимiза-
цiї часто виявляються неефективними для роботи з такими задачами через їх
високу обчислювальну складнiсть та специфiку. Використання роєвого та ево-
люцiйного алгоритмiв вiдкриває новi можливостi для вирiшення дворiвневих
задач оптимiзацiї завдяки їх здатностi ефективно працювати зi складними по-
шуковими просторами та адаптуватися до змiнних умов задачi. Такi алгоритми
заснованi на моделюваннi поведiнки природних систем i демонструють високу
ефективнiсть у розв’язання оптимiзацiйних задач, якi важко пiддаються тра-
дицiйним методам i їхнє застосування може включати широкий спектр галузей,
вiд iнженерних розрахункiв та проєктування до економiки та управлiння.

Враховуючи актуальнiсть питань оптимiзацiї в сучасних дослiдженнях та
розвитку технологiй, застосування роєвого та еволюцiйного алгоритмiв для ви-
рiшення дворiвневих задач оптимiзацiї вiдкриває новi напрями у дослiдженнях
та практичному застосуваннi, пропонуючи вдосконаленi та ефективнi рiшен-
ня для складних системних завдань. Таким чином, розглядане дослiдження є
надзвичайно актуальним для подальшого розвитку наукових знань та їх пра-
ктичної реалiзацiї у рiзних галузях.

Метою дослiдження є порiвняльний аналiз ефективностi роєвих та еволю-
цiйних алгоритмiв у вирiшеннi прикладних завдань дворiвневої оптимiзацiї.

2. Постановка задачi. В роботi [9] зазначається, що в основi детермiно-
ваних евристичних методiв оптимiзацiї лежить принцип знаходження локально
кращого рiшення на кожному кроцi. Пошук глобально кращого рiшення за-
безпечується через вибiр рiшення, яке є найкращим на всiх iтерацiях [16]. Рух
простором пошуку здiйснюється на пiдставi ранiше зроблених виборiв, а дiї на
наступних кроках не впливають на поточнi, що вiдрiзняє даних клас алгоритмiв
вiд динамiчного програмування.

Розглянутi у роботi [13] алгоритми роєвого iнтелекту та еволюцiйнi алгори-
тми є алгоритмами дискретної оптимiзацiї, оскiльки здiйснюють пошук кращо-
го рiшення iнтерактивно. При цьому область використання цих методiв включає
як безперервнi завдання, так i дискретнi та гiбриднi. В основi цих алгоритмiв
лежать принципи та закономiрностi, що спостерiгаються в природi. Вони нале-
жать до популяцiйних методiв, оскiльки використовують системи, якi з агентiв.
У статтi [11] запропоновано спосiб вiднесення алгоритмiв до роєвих: у форму-
лах, що описують мiграцiю агентiв рою, необхiдна наявнiсть об’єкта, який дає
можливiсть непрямого обмiну iнформацiєю мiж ними.

У роботах [2], [8] описано основнi етапи процесу оптимiзацiї всiма популяцiй-
ними алгоритмами. На першому етапi вiдбувається iнiцiалiзацiя популяцiї. Вона
полягає у створеннi на просторi пошуку заданої кiлькостi наближень до шукано-
го рiшення. На другому етапi здiйснюється мiграцiя агентiв популяцiї шляхом
їх перемiщення за допомогою набору специфiчних мiграцiйних операторiв за
простором рiшень для наближення до екстремуму функцiї, що оптимiзується.
На етапi перевiряються умови припинення роботи алгоритму.
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3. Основний результат. Складнiсть вирiшення дворiвневих задач опти-
мiзацiї може вимагати об’єднання безлiчi обслуговуючих iнформацiйних пiдси-
стем, що забезпечують єдиний процес обробки. Будемо розглядати об’єкт управ-
лiння як роєву систему, яка описується функцiєю виду:

Θ = ⟨𝑆,𝐴,𝐵,𝐶⟩ , (1)

де 𝑆 — безлiч моментiв часу, 𝐴 — безлiч станiв роєвої системи, 𝐵 — безлiч
миттєвих вхiдних управлiнь, 𝐶 — безлiч виходiв роєвої системи. З метою по-
будови моделi керованої системи будемо розглядати вхiднi впливи як канали
сприйняття, а вихiднi – в якостi каналiв передачi iнформацiї про стан керова-
ної системи. Крiм того, дослiдження рацiонального впливу вимагає наявностi
певної моделi об’єкта управлiння, що дозволяє приймати рiшення про вибiр
оптимального шляху, здатного наблизити об’єкт управлiння до поставленої ме-
ти (або повернути на задану траєкторiю) [15]. Ця модель може бути описана
рiзними вiдносинами у множинах 𝑆, 𝐴, 𝐵, 𝐶. Як показано в [3], процес мо-
же бути представлений сукупнiстю абстрактних елементарних актiв: процес ге-
нерацiї iнформацiї; процес рецепцiї iнформацiї; процес кодування iнформацiї;
процес передачi iнформацiї по каналу зв’язку; процес зчитування та реалiзацiї
iнформацiї; процес редуплiкацiї за допомогою оператора при розв’язаннi дво-
рiвневих задач оптимiзацiї. Для можливостi моделювання об’єкта управлiння з
використанням абстрактних примiтивiв, визначимо типову потокову структуру
кожного з них (рис. 1.).

Рис. 1. Потокова структура типових iнформацiйних процесiв в роєвих мережах
при розв’язаннi дворiвневих задач оптимiзацiї (сформовано на основi [3, 14]).

З огляду на специфiку об’єкта управлiння (частиною iнформацiйного про-
цесу часто є система оперативного управлiння, необхiднiсть побудови системи
управлiння на верхньому рiвнi обумовлена вимогами iнтеграцiї рiзнорiдних об-
числювальних систем i забезпечення структурного управлiння комплексом в цi-
лому) i iєрархiчнiсть системи управлiння, крiм функцiй оперативного управлiн-
ня необхiдна реалiзацiя механiзму комплексного оцiнювання дiяльностi об’єкта
управлiння, що формує i передає агрегований потiк iнформацiї [6]. Таким чи-
ном, система вирiшення дворiвневих задач оптимiзацiї здатна генерувати два
типи сигналiв: управлiнський вплив i iнформацiйний сигнал про стан об’єкта
впливу. Будемо розглядати роєву мережу як сукупнiсть спiльно цiлеспрямова-
них функцiонуючих розподiлених об’єктiв, що можна описати видом:

Ω = ⟨𝑋, 𝑌, 𝑆⟩ , (2)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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де 𝑋, 𝑌 — безлiчi вхiдних i вихiдних впливiв, якi є частиною унiверсуму; 𝑆 —
семантичний гiперграф, що iнтерпретує структуру системи:

𝑆 = (𝑆𝑁 , 𝑅, 𝑝) , (3)

де 𝑆𝑁 = {𝑆𝑖}𝑖=1,𝑁 — безлiч елементарних пiдсистем (𝑁 — потужнiсть безлiчi
𝑆𝑁), 𝑅 — безлiч типiв з’єднання пiдсистем, 𝑝 — предикат iнцидентностi, який
визначається для пар (𝑆𝑖, 𝑟) (𝑆𝑖 ∈ 𝑆𝑁 , 𝑟 ∈ 𝑅).

Елементарну пiдсистему визначимо у виглядi:

𝑆𝑖 = (𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑂𝑖, 𝜎𝑖, 𝑓𝑖), (4)

де 𝑋𝑖 — безлiч входiв, 𝑌𝑖 — безлiч виходiв, 𝑂𝑖 — iнформацiйний стан елементар-
ної пiдсистеми, 𝜎𝑖 — вихiдна функцiя; 𝑓𝑖 — згортка iнформацiї про стан об’єкта
впливу.

Вихiдна функцiя (𝜎𝑖 : 𝑂𝑖 ×𝑋𝑖 → 𝑌𝑖), що характеризує пiдсистему, визначає-
ться як композицiя трьох вiдображень:

𝜙1 : 𝑋𝑖 → 𝑂𝐵
𝑖 ; 𝜙2 : 𝑂

𝐵
𝑖 → 𝑂𝑈

𝑖 ; 𝜙3 : 𝑂
𝑈
𝑖 → 𝑌𝑖. (5)

Функцiя згортки iнформацiї (𝑓𝑖 : 𝑂𝑖 ×𝑋𝑖 → 𝑂𝑗) задається подiбним чином:

𝜓1 : 𝑂
𝐵
𝑖 → 𝑂𝑂

𝑗 ; 𝜓2 : 𝑂
𝑂
𝑖 → 𝑌𝑖. (6)

Модель еволюцiйного алгоритму системи 𝑂𝑖 включає три частини:
1) внутрiшня iнформацiя 𝑂𝐵 — частина моделi предметної областi, що вiд-

ображає вiдомостi системи про середовище, цiлi, що характеризують мо-
жливостi поведiнки роєвої системи i її призначення. Кiлькiсть внутрiшньої
iнформацiї визначає ступiнь органiзованостi роєвої системи, ступiнь обме-
ження числа її незалежних станiв;

2) вiдображає iнформацiя 𝑂𝑂 — вiдомостi про систему i середовищi, що хара-
ктеризують їх в кожен конкретний момент часу;

3) керуюча iнформацiя 𝑂𝑈 — сукупнiсть вiдомостей, переданих вiд керуючої
пiдсистеми до об’єкта управлiння i яка впливає на його поведiнку.
Для вiдображення динамiки еволюцiйного алгоритму системи вирiшення

дворiвневих задач оптимiзацiї використовуємо тимчасову логiку з багатогiл-
ковим часом, яка дозволяє найбiльш наочно вiдображати змiну станiв роєвої
системи та мотивований вибiр варiантiв реалiзацiї керуючого впливу [7]. Тодi
модель еволюцiйного алгоритму роєвої системи покажемо трiйкою:

𝑂 = (𝑊,𝑅, 𝑃 ), (7)

де 𝑊 — безлiч станiв, 𝑅 — вiдношення досяжностi одного стану з iншого
𝑅 ⊆ 𝑊 ×𝑊 , 𝑃 — функцiя призначення станiв атомарних висловлювань (ви-
словлювань пропозицiональної логiки).

Формалiзм опису iнтелектуальної багатоагентної роєвої системи при розв’я-
заннi дворiвневих задач оптимiзацiї. При транспарентному вiдборi зi всiєї без-
лiчi роєвих систем перш за все вiдбираються тi, якi вiдповiдають однiй i тiй
же сталiй цiлi або безлiчi стратегiчних цiлей. Застосовуючи цi принципи до
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етапу концептуального проєктування роєвих систем, з урахуванням невизначе-
ностi як невiд’ємної характеристики початкових етапiв проєктування, кожної з
вiдiбраних систем зiставляється нечiтка характеристика ступеня вiдповiдностi
поставленої мети.

Визначимо безлiч 𝑋Σ, елементами якого є всi можливi пiдсистеми розгля-
нутої предметної областi. Причому елементами безлiчi 𝑋Σ є не тiльки окремi
пiдсистеми, що представляють самостiйну цiннiсть, а й складовi їх частини, що
допускають розгляд в якостi пiдсистем. Вiдзначимо, що наведене визначення
безлiчi 𝑋Σ передбачає проєктування на рiвнi систем i пiдсистем i одержуванi ре-
зультати мати узагальнений характер. Однак, сучасний рiвень вирiшення дво-
рiвневих задач оптимiзацiї характеризується унiфiкацiєю компонентiв i iнтер-
фейсiв, модульною структурою створюваних систем (або компонентною стру-
ктурою iнформацiйних систем), причому окремi модулi реалiзують все бiльш
складнi функцiї [4].

Видiлимо вихiдне безлiч систем 𝑋 ⊆ 𝑋Σ з безлiчi всiх можливих роєвих
систем, якоюсь мiрою вiдповiдають поставленiй метi. Визначимо на 𝑋 безлiч
нечiтких вiдносин еквiвалентностi ̃︀𝑅, Конкретнi ̃︀𝑟𝑖 ⊆ ̃︀𝑅𝑖 можуть характеризува-
ти еквiвалентнiсть як по цiлi пiдсистеми в цiлому, так i вiдображати, наприклад,
факт володiння пiдсистемами 𝑥, 𝑦 ⊆ 𝑋 деяким загальним властивостям.

Пiд нечiтким вiдношенням ̃︀𝑟𝑖 на непорожню множину 𝑋 будемо розумiти̃︀𝑟𝑖 = (𝑋, ̃︀𝑅𝑗), де ̃︀𝑅𝑗 є нечiткою пiдмножиною декартова квадрата безлiчi 𝑋. При
цьому 𝑋 називається областю завдання, ̃︀𝑅𝑖 — нечiтким графiком вiдносини.
Носiєм нечiткої вiдносини ̃︀𝑟𝑖, називається чiтке ставлення 𝑟𝑖 = (𝑋, 𝑟𝑟), у якого
графiк 𝑅𝑖 є носiєм графiка ̃︀𝑅𝑖. Для можливостi зiставлення систем 𝑥, 𝑦 ⊆ 𝑋
задамо безлiч вiдносин часткового порядку 𝑃 i нечiткого часткового порядку̃︀𝑃 . Нечiтким вiдношенням часткового порядку називається нечiтке вiдношення,
носiєм якого є чiтке ставлення часткового порядку. При цьому нечiтке вiдно-
шення часткового порядку має такi властивостi:
1) рефлексивнiсть: 𝑝𝑖(𝑥, 𝑥) = 1;
2) антисиметричнiсть: 𝑝𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≻ 0 → 𝑝𝑖(𝑥2, 𝑥1) = 0;
3) транзитивнiсть: 𝑝𝑖(𝑥1, 𝑥3) ≥ 𝑝𝑖(𝑥1, 𝑥2) ∧ 𝑝𝑖(𝑥2, 𝑥3).
Будемо використовувати термiн «нечiткий простiр систем» (Σ) для позна-

чення пiдмножини 𝑋 безлiчi 𝑋Σ всiх роєвих систем з заданими на ньому не-
чiткими вiдносинами еквiвалентностi та часткової впорядкованостi, що мають
помiж ознак систем загальну «головну мету системи»:

Σ = (𝑋, ̃︀𝑅, ̃︀𝑃 ). (8)

Вiдзначимо переконливi властивостi вiдносин на Σ. Як було доведено, без-
лiч чiтких вiдносин еквiвалентностi 𝑅 з заданим на нiй частковим порядком
≤ (𝑟1 ≤ 𝑟2 ≡ 𝑥(𝑟1)𝑦 → 𝑥(𝑟2)𝑦 є повною структурою з одиницею, з чого можна
зробити висновок, що ̃︀𝑅 є нечiткою решiткою. Ця властивiсть нечiтких вiдно-
син на нечiткому просторi систем дозволяє застосовувати до побудованих на
його основi моделей роєвих систем, методи теорiї алгебраїчних систем, однiєю
з найбiльш розвинених i опрацьованих з яких є теорiя решiток. Представлення
роєвої системи за допомогою нечiткої решiтки дозволяє враховувати виникаючi
процеси моделювання її невизначеностi [10].

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Процес проєктування тiсно пов’язаний з аналiзом i синтезом характеристик
систем з 𝑋. Аналiз мiстити виявлення властивостей i параметрiв систем для
порiвняння, тобто вiдображення безлiчi елементiв 𝑋 на безлiч характеристик
або значень будь-якого функцiоналу. Синтез — зворотне вiдображення безлiчi
бажаних властивостей системи в безлiч 𝑋, при якому вiдбирається його пiд-
множина, елементи якого володiють необхiдними характеристиками. З метою
формалiзацiї даного факту розглянемо трiйку:

(𝑋, 𝑌, ̃︀𝑓). (9)

де 𝑋 ⊆ 𝑋Σ, 𝑌 — безлiч властивостей, якими можна характеризувати елементи
𝑋, ̃︀𝑓 — двомiсний нечiткий предикат iнцидентностi, властивий для всiх пар
(𝑥, 𝑦) (𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 ) i приймає значення в iнтервалi [0, 1], що характеризує
ступiнь володiння елемента властивiстю 𝑦:

̃︀𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → [0; 1] . (10)

До числа ознак можуть бути вiднесенi специфiчнi характеристики роєвих
систем якi виражають їх особливостi:
a) умови функцiонування;
b) рiвень безпеки;
c) вимоги щодо ресурсного забезпечення;
d) iнтелектуальне забезпечення;
e) технологiчна та комерцiйна досконалiсть [12].
З метою формалiзацiї процесу синтезу структури роєвих систем з безлiчi

елементiв 𝑋, припустимо, що всi типи вимог до проєктованої системи можуть
бути вираженi за допомогою єдиної iєрархiї, утвореної символами — простими
компонентами, з яких формуються складнi органiзацiйнi зв’язки, тобто «Мова
програмних висловлювань». Позначимо таку iєрархiю:

Ξ =
{︀
𝜉0𝛼, 𝜉

1
𝛼, . . . , 𝜉

𝑘
𝛼

}︀
. (11)

де 𝜉𝑖𝛼 — її блок, кiлькiсть блокiв 𝑘 приймає кiнцеве значення. Блок 𝜉 в iєрар-
хiї це ланцюжок елементiв iєрархiї 𝜉 =

{︀
𝜉𝑘1𝛼 , . . . , 𝜉

𝑘𝑠
𝛼

}︀
. Передбачається, що всi

блоки iєрархiї не порiвнюються вiдносно один одного, тобто один не випли-
ває з iншого. Для пiдтвердження прийнятих припущень можна звернутися до
формулювання мети на обмеженiй природнiй мовi, яка використовується в про-
грамних середовищах, для якої характерним є обмежене використання таких
лiнгвiстичних конструкцiй, як референцiя та елiпсис, що робить її структуру
близькою до лiнiйної [1]. Iєрархiя Ξ являє собою унiверсальне безлiч елементiв,
що виражають все властивостi систем 𝑥 ∈ 𝑋. На безлiчi Ξ введемо операцiю ⊕
зчеплення елементiв:

(𝜉𝑘1, 𝜉𝑘2, . . . , 𝜉𝑘𝑠)⊕ (𝜉𝑞1, 𝜉𝑞2, . . . , 𝜉𝑞𝑟) = (𝜉𝑘1, 𝜉𝑘2, . . . , 𝜉𝑘𝑠𝜉𝑞1, 𝜉𝑞2, . . . , 𝜉𝑞𝑟), (12)

причому операцiя зчеплення має такi властивостi:
1. Кожний елемент визначається зчепленням символiв алфавiту.
2. Будь-якi два символи або елементи можуть бути переставленi.
3. Символи та елементи мають властивiсть iдемпотентностi.
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4. Символ 𝜉𝛼 = 𝑎𝑖𝑚(𝑥) — (головна мета системи) вiдiграє роль одиницi та
володiння їм служить тут тривiальним висловлюванням, що не впливає на
вигляд.
Безлiч елементiв, що виражають характеристики систем, разом з операцiєю

зшивання перетворюють її на пiвгрупу:

Ω = (Ξ,⊕). (13)

Його, ми пропонуємо називати простором образiв систем, на якому можна
ввести операцiю часткового порядку:

(𝜉𝑘1, 𝜉𝑘2, . . . , 𝜉𝑘𝑠) ≤ (𝜉𝑞1, 𝜉𝑞2, . . . , 𝜉𝑞𝑟), (14)

якщо перший елемент є наслiдком другого, тобто якщо iснує елемент 𝜉𝑝1, . . . , 𝜉𝑝𝑡
такий, що утворює (𝜉𝑘1, 𝜉𝑘2, . . . , 𝜉𝑘𝑠) ≤ (𝜉𝑞1, 𝜉𝑞2, . . . , 𝜉𝑞𝑟), тобто бiльш вузький еле-
мент покриває бiльший клас об’єктiв, тодi як бiльш широкий елемент, шляхом
введення додаткових ознак, звужує цей клас.

Пару (Σ,Ω) будемо називати реалiзованою, якщо iснує сюр’єктивне нечiтке
вiдображення:

𝑋 ̃︀𝜙
−→

Ξ. (15)

Яке формує для в кожнiй роєвiй системi 𝑥 ∈ 𝑋 «елемент» 𝜉 ∈ Ξ, що мi-
стить ознаки 𝑥 i тiльки їх. Пiд сюр’єктивним вiдображенням 𝜌 безлiчi 𝐴 на 𝐵
розумiється накладення безлiчi 𝐴 на безлiч 𝐵, тобто таке вiдображення, для
якого ∀𝑏 ∈ 𝐵 ∃𝑎 ∈ 𝐴 | 𝜌(𝑎)𝑏 . Вiдображення ̃︀𝜙 вiдповiдає завданню аналiзу вла-
стивостей системи. Властивiсть сюр’єктивностi випливає зi змiсту вирiшення
дворiвневих задач оптимiзацiї — не має сенсу вводити характеристики, якими
не володiє аналiзована роєва система.

Розглянемо зворотне вiдображення ̃︀𝜙−1 : 𝜉 → 𝑥, яке здiйснює зiставлення
«елементу» 𝜉 ∈ Ξ, системи 𝑥 ∈ 𝑋, що реалiзує ознаки, якi укладенi в «елемен-
тi» 𝜉. Назвемо дане вiдображення оператором проєктування. Нехай (Σ,Ω) —
реалiзована пара, тобто iснує вiдображення 𝜙. Вiдомо, що кожне сюр’єктивне
вiдображення породжує еквiвалентнiсть — ядро вiдображення, при якому еквi-
валентнi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, для яких 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑦). Розглянемо безлiч 𝑋𝜉 прообразiв
елементiв 𝜉 ∈ Ξ при вiдображеннi 𝜙. В силу сюр’єктивностi вiдображення 𝜙
безлiчi 𝜉 ∈ Ξ не є пустими, не перетинаються i в сумi покривають весь простiр
𝑋:

𝑋 =
⋃︁
𝜉∈Ξ

𝑋𝜉; 𝑋𝜉1

⋂︁
𝑋𝜉2 = ∅𝜉1 ̸= 𝜉2. (16)

Розбиття простору 𝑋 на безлiчi 𝑋𝜉 вiдповiдає еквiвалентнiсть, для якої без-
лiчi 𝑋𝜉 служать сумiжними класами та назад. Оскiльки Ξ є структурою, то
часткова впорядкованiсть елементiв 𝜉 ∈ Ξ∧ може бути використана для визна-
чення часткової впорядкованостi сумiжних класiв на 𝑋 щодо вiдносин еквiва-
лентностi:

𝜉1 ≤ 𝜉2 → 𝑋𝜉1 ≤ 𝑋𝜉2. (17)

Як доведено в [5], декомпозицiя простору систем є ґратами щодо операцiй
перетину та об’єднання, де порядок заданий вкладенням множин. Представле-
ний спосiб вирiшення дворiвневих задач оптимiзацiї можна розглядати в якостi
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основи формалiзацiї багатоагентного компонування при використаннi роєвого
та еволюцiйного алгоритму.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Визначено, що
рiшення дворiвневих оптимiзацiйних задач вимагає комплексної iнтеграцiї рi-
знорiдних обчислювальних i iнформацiйних систем, що забезпечує ефективне
управлiння i взаємодiю всiх компонентiв системи для досягнення загальної цiлi.
Подання об’єкта управлiння як роєвої системи дозволяє детально аналiзувати
його стани через визначення вхiдних i вихiдних впливiв та їх взаємозв’язкiв,
що сприяє побудовi бiльш точних прогнозiв поведiнки системи.

Доведено, що використання еволюцiйних алгоритмiв управлiння роєвими
системами забезпечує адаптацiю до змiн у середовищi та здатнiсть до самоор-
ганiзацiї, що є критичним для динамiчних умов функцiонування. Застосування
концепцiї нечiтких iєрархiй та взаємозв’язкiв у системах управлiння дає можли-
вiсть врахування невизначеностi та складностi у прийняттi рiшень, що сприяє
створенню гнучких i масштабованих роєвих систем. Обґрунтовано, що викори-
стання тимчасової логiки дозволяє аналiзувати та прогнозувати змiни станiв
системи з часом, що покращує здатнiсть системи адаптуватися i вiдповiдати на
змiннi умови зовнiшнього середовища. Визначення ключових пiдсистем i ство-
рення нечiтких вiдносин в моделi дає змогу оптимiзувати управлiння, вибира-
ючи найбiльш важливi елементи для досягнення загальної цiлi системи.

Перспективи подальших дослiджень можуть бути органiзованi навколо кiль-
кох основних напрямкiв:
1) Дослiдження можуть бути спрямованi на розробку та впровадження нових,

бiльш ефективних алгоритмiчних стратегiй для зниження обчислювальної
складностi роєвих алгоритмiв;

2) Визначення нових областей, де роєвi та еволюцiйнi алгоритми можуть бути
ефективно застосованi, такi як робототехнiка, автоматизоване проєктува-
ння, кiбербезпека та iншi комплекснi системи, що вимагають високої ада-
птивностi та швидкого реагування;

3) Iнтеграцiя роєвих та еволюцiйних алгоритмiв з iншими машинно-навчальними
методами, як-от глибоке навчання, для створення гiбридних iнтелектуаль-
них систем, що поєднують переваги рiзних пiдходiв.
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Kyrylov S., Kyrylova L., Yuriy R. Application of the swarm and evolutionary
algorithm for solving two-level optimization problems.

The article examines the complexity of solving two-level optimization problems using
swarm systems. The object of management is considered as a complex swarm system,
which is described by the functions of interaction between time points, states, manage-
ment influences and outputs. Structurally, the system is presented as an integration of
computer systems and includes channels for receiving (inputs) and transmitting (outputs)
information. The main attention is paid to the analysis of the influence of information
signals on the behavior of the system, as well as to the development of models for opti-
mal control based on abstract information processes. The studied model of the controlled
system provides collection, generation, processing and reduplication of information in the
context of specific operating conditions, such processes are modeled through semantic hy-
pergraphs and the integration of elementary subsystems with the corresponding functions
of information convolution, which are described in detail in the article. The study also
considers the development of an evolutionary algorithm for the system, which includes the
analysis of internal and external information flows, as well as mechanisms of influence on
the behavior of the system. The results of modeling allow to display the dynamics of system
states and optimize management decisions based on a set of possible strategies. The paper
draws attention to the importance of temporal logic and fuzzy models to ensure the flexi-
bility and adaptability of swarm systems, focusing on the formalization of relations in the
system through fuzzy relations of equivalence and partial order. The use of lattices and al-
gebraic systems for the development of a structural management organization is described,
which allows to effectively model swarm systems as integrated complexes. Development
of methods for checking and validating the effectiveness of swarm algorithms in various
optimization tasks, ensuring their reliability and compliance. The paper highlights poten-
tial directions for further research, including the development of new methods to improve
algorithmic complexity and the application of swarm and evolutionary algorithms in new
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domains. Further integration with machine learning and other technologies can provide
greater adaptability and efficiency of control systems.

Keywords: swarm algorithm, evolutionary algorithm, optimization problem, objective
function, quadratic dependence, crossover operator, parent population.
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СЕГМЕНТАЦIЯ РИНКУ КРИПТОВАЛЮТ ЗА ТРЕНДАМИ
ВАРТОСТI

У сучасному свiтi ринок криптовалют постiйно еволюцiонує, вiдзначаючи значнi
змiни та тренди, якi впливають на їхню вартiсть. Серед широкого спектру криптова-
лютних активiв стежити за цими трендами стає все складнiше та важливiше, оскiльки
вони не лише вiдображають ринкову активнiсть, але i вказують на потенцiйнi можли-
востi та ризики для iнвесторiв та регуляторiв. Актуальнiсть задачi полягає в необхi-
дностi розумiння динамiки цього сектору, адаптування iнвестицiйних стратегiй до змiн
у цiновiй динамiцi та попитi на рiзнi види криптовалют. В ходi роботи сформовано на-
бiр даних рiчної вартостi 200 рiзновидiв криптовалют в несприятливому для розвитку
криптовалютного ринку часовому перiодi. Проведено сегментацiю криптовалют за ди-
намiкою вартостi криптовалютних активiв на основi лiнiй трендiв, моделей k-середнiх
та “лiктя”. В результатi, визначено 7 кластерiв та описано їх змiстовну iнтерпрета-
цiю. Проведений аналiз може допомогти розробити стратегiї управлiння ризиками та
прийняття рiшень для iнвесторiв та учасникiв ринку криптовалют.

Ключовi слова: криптовалюта, кластеризацiя, k-means, метод лiктя, сегментацiя.

Список умовних позначень:
Bias, Intercept — змiщення;
Data Mining — iнтелектуальний аналiз даних;
K-means — метод k-середнiх;
Slope — кутовий коефiцiєнт, нахил;
WCSS — Within-Cluster Sum of Squares (внутрiшньо кластерна сума квадратiв
вiдстаней).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



СЕГМЕНТАЦIЯ РИНКУ КРИПТОВАЛЮТ ЗА ТРЕНДАМИ ВАРТОСТI 139

1. Вступ. Тема криптовалют є поширеною в сучасному свiтi. Вiд початку iсну-
вання бiткоїна капiталiзацiя криптовалют значно зросла i постiйно зростає, а
їхня кiлькiсть постiйно збiльшується i вже перевищує тисячi. Iснує багато до-
слiджень щодо роботи цiєї “системи”, проте її не так легко зрозумiти. З одного
боку, ринок вiдкриває багато можливостей для iнвесторiв та комерцiйних орга-
нiзацiй чим створює сприятливу економiчну атмосферу та стимулює iнновацiї,
а з iншого, це хиткий i нестабiльний спосiб заробiтку, який має багато ризикiв.

Криптовалюта, включаючи Бiткойн, в останнi роки продемонструвала зна-
чну цiннiсть через обiг 14 мiльйонiв монет. Iнвестори, якi бачать потенцiал у
цiй технологiї, формують значну частину загальної капiталiзацiї. Цей процес
ймовiрно буде тривати до тих пiр, поки ринок остаточно не затвердить крипто-
валюту та не забезпечить стабiльнiсть її вартостi [1].

На вiдмiну вiд деяких країн, де заборонено криптовалюту, є iншi, якi про-
гресивнiшi в цьому планi i навiть визнають бiткойн офiцiйним засобом плате-
жу. Зокрема в Українi, Верховна рада легалiзувала використання вiртуальних
активiв [1].

Дане дослiдження має на метi проаналiзувати, узагальнити та сегментувати
основнi тенденцiї ринку криптовалют базуючись на даних перiоду з 1 жовтня
2022 по 1 жовтня 2023, використовуючи iнструменти Data Mining. Вiдповiдно,
необхiдно розробити програмно-аналiтичну систему, яка б реалiзувала методи
кластеризацiї та надавала додаткову iнформацiю про фiнансову поведiнку кри-
птовалют, допомагала визначити їхню перспективнiсть при прийняттi рiшень.
Зокрема, основна методологiя передбачає застосування алгоритмiв кластери-
зацiї криптовалют на пiдкласи, використовуючи їх представлення у виглядi
рiвняння тренду, сформованого на наявних iсторичних даних.

2. Огляд лiтератури. На даний час iснує достатньо багато наукових робiт
присвячених аналiзу ринку криптовалют. Можна видiлити основнi напрямки
таких дослiджень: побудова прогнозних моделей, сегментацiя цифрових валют
на групи схожостi та iнший аналiз. Так в [2–5] проведено порiвняння прогно-
зуючих моделей штучних нейронних мереж, авторегресiйних, ансамблевих та
iн.

Працi [6–8] присвяченi застосуванню рiзних пiдходiв кластеризацiї. Так в [6]
пропонується нова методологiя, яка заснована на застосуваннi трьох рiзних ал-
горитмiв роздiленої кластеризацiї, яка, як стверджується, допомагає впорядку-
вати та зрозумiти основнi тенденцiї ринку, на основi фiнансової поведiнки кри-
птовалют. В [7] проведено групування криптовалют методом k-Means iз вико-
ристанням додаткових пiдходiв редукцiї простору. В [8] проведено аналiз ринку
криптовалют iєрархiчною моделлю, що дало можливiсть визначати, яка валюта
здiйснює суттєвий вплив на iншi, а також прийняти рiшення щодо диверсифi-
кацiї ризикiв (iнвестуючи у валюти, що знаходяться у рiзних кластерах).

Праця [9] присвячена аналiзу 5 найпопулярнiших криптовалют щодо вияв-
лення розривiв, переломiв трендiв i викидiв, а в [10] розглянуто криптовалюту
як об’єкт iнвестування в Українi.

Враховуючи, що ринок криптовалют є вкрай динамiчним i швидкозмiнним
та наявнi певнi “необ’єктивнi” чинники, зокрема, регулювання криптовалют в
рiзних країнах, то постає необхiднiсть його дослiдження для розумiння i вияв-
лення можливостей, уникнення ризикiв при прийняттi обґрунтованих рiшень у
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цьому iнновацiйному секторi.
3. Постановка задачi. Метою даного дослiдження є проведення кластер-

ного аналiзу трендiв вартостi криптовалют для подальшого їхнього сегменту-
вання на однорiднi групи.

Для її реалiзацiї потрiбно виконати наступнi завдання:
� створити датасет вартостi криптовалют за перiод з жовтня 2022 по жовтень
2023;

� пiдготувати та обробити данi;
� реалiзувати кластеризацiю даних;
� вiзуалiзувати отриманi результати;
� провести порiвняльний аналiз результатiв та зробити їх змiстовну iнтерпре-
тацiю.
4. Формування датасету. У дослiдженнi були взятi данi з

https://coinmarketcap.com/ щодо помiсячної вартостi 200 криптовалют у перiод
з жовтня 2022 по жовтень 2023. За останнi роки з’явилась величезна кiлькiсть
нових криптовалют, частина з яких майже не торгувалась, що призвело до
їхньої недовговiчностi. Тому для точних та якiсних результатiв було включено
найбiльшi криптовалюти за ринковою капiталiзацiєю.

5. Методи. Метод k-Means це один iз найвiдомiших алгоритмiв кластери-
зацiї. Його принцип полягає в розподiлi 𝑛 спостережень на 𝑘 кластерiв, кожен з
яких визначається центроїдом. Перевага даної моделi у її простотi та швидко-
стi, а недолiк у потребi заздалегiдь визначати кiлькiсть кластерiв для розбиття.
Також цей алгоритм залежить вiд визначення початкових центроїдiв, тому вiн
є варiативним — виконуючи його кiлька разiв поспiль ймовiрно можуть вийти
рiзнi результати.

Метод лiктя є одним iз способiв визначення оптимальної кiлькостi кластерiв.
Для цього виявляють “лiкоть” на графiку, який вiдображає залежнiсть iндексу
суми внутрiшньокластерних вiдстаней (WCSS) вiд кiлькостi кластерiв. Лiкоть
— це точка, де спостерiгається рiзке зменшення приросту WCSS.

6. Експерименти. Дослiдження включало аналiз 200 рiзних криптова-
лют на основi їх рiвнянь трендiв, якi будувались методом лiнiйної регресiї. Для
покращення точностi аналiзу та уникнення спотворення результатiв використо-
вувалась методика виключення викидiв — значень, що вiдхиляються вiд очiку-
ваного розподiлу даних. Це сприяло уточненню результатiв кластеризацiї, що
було важливим етапом у роботi над дослiдженням. У випадку цього експери-
менту, викиди вказують на аномальнi значення коефiцiєнтiв рiвнянь трендiв
(кутового коефiцiєнта — slope або вiльного члена — bias, intercept). У резуль-
татi квантифiкацiї отримано 15 криптовалют, якi були вiдокремленi в окремi
групи 3 та 4 для забезпечення бiльш точного аналiзу iснуючих тенденцiй на
ринку.

Одним iз ключових етапiв експерименту було групування криптовалют на
основi значень кутового коефiцiєнта. Основну групу криптовалют розподiлено
за наявним “висхiдним чи низсхiдним трендом” розвитку їх вартостi. Групува-
ння криптовалют за значенням кутового коефiцiєнта (slope) було здiйснене з
метою виявлення тенденцiй в їхнiй цiновiй динамiцi та прогнозуванням подаль-
шого руху цiн. Такий пiдхiд використаний для видiлення активiв з рiзними
темпами росту або спаду цiн. Криптовалюти з кутовим коефiцiєнтом менше
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за 0 можуть вважатися активами з негативною тенденцiєю, тобто з цiнами,
якi знижуються. У той час як криптовалюти з додатнiм кутовим коефiцiєнтом
вказують на позитивну тенденцiю зростаючої вартостi. У результатi отримано
4 однорiднi групи.

Група 1: криптовалюти iз невеликим додатнiм числовим значенням кутового
коефiцiєнту (рис. 1).

Група 2: криптовалюти iз невеликим вiд’ємним значенням кутового коефi-
цiєнту тренду (рис. 2).

Цi групи характеризуються горизонтальним (бiчним) трендом.
Група 3: криптовалюти iз “вагомим” висхiдним трендом (рис. 3).
Група 4: “вартiснi” криптовалюти iз спадним трендом (рис. 4).
Подальший розгляд кожної з отриманих груп включав в себе додатково про-

ведений кластерний аналiз для розумiння їхньої внутрiшньої структури. Мето-
дом лiктя встановлено оптимальну кiлькiсть розбиттiв.

Для оцiнки iнтенсивностi (темпу) зростання чи спадання криптовалют було
визначено дiапазон змiни градусної мiри кута нахилу трендiв об’єктiв кожного
кластера, що дозволило докладнiше проаналiзувати отриманi результати.

7. Результати.

Рис. 1. Метод лiктя та вiзуалiзацiя кластерної структури криптовалют групи
1.

З рис. 1 видно, що метод лiктя визначає 2 кластера в групi 1 iз 37 крипто-
валют.

На рис. 2 методом лiктя проiндиковано 2 та 3 кластери для 148 криптова-
лют групи 2, в пiдсумку, врахувавши вiзуалiзацiю, прийнято рiшення провести
групування криптовалют на 2 сегменти.

У групi 3 метод лiктя (рис. 3) однозначно визначив оптимальну кiлькiсть
кластерiв — 2. У групi 4 мiстяться всього 3 криптовалюти, якi об’єднанi в один
кластер.

8. Обговорення. В ходi аналiзу криптовалюти роздiлили на 4 рiзнi групи,
що характеризувались такими ринковими тенденцiями як рiзке спадання чи
зростання, поступове спадання чи зростання їхнiх трендiв.

На рис. 1 представлена кластеризацiя двома кластерами в групi 1. Кластер
0 характеризується невеликими нахилами трендiв криптовалют (до 14 граду-
сiв), що можна iнтерпретувати, як їхню стабiльну або помiрно зростаючу попу-
лярнiсть серед iнвесторiв та користувачiв, тобто повiльним зростанням тренду.
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Рис. 2. Метод лiктя та вiзуалiзацiя кластерної структури криптовалют групи
2.

Рис. 3. Метод лiктя та вiзуалiзацiя кластерної структури криптовалют групи
3.

Рис. 4. Метод лiктя та вiзуалiзацiя кластерної структури криптовалют групи
4.

Кластер 1 визначає криптовалюти з середнiм темпом зростання вартостi. Такi
криптовалюти можуть бути пов’язанi з iнновацiйними технологiями.

На рис. 2 показана кластерна структура групи 2. Цi криптовалюти мають
вiд’ємнi значення кутового коефiцiєнту. Криптовалюти кластеру 2 характери-
зуються помiрно-стабiльним падiнням цiни, кластеру 3 — спадаючим трендом
середньої iнтенсивностi (кут нахилу до −66 градусiв). Це означає, що у цих
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криптовалют падає цiннiсть i вони можуть втрачати свою вартiсть з часом у
майбутньому.

У групу 3 входять дванадцять найбiльш перспективних криптовалют — Bi-
tcoin, Wrapped Bitcoin, Maker, PAX Gold, Ethereum та iншi. З рис. 3 видно,
що кластери 4, 5 мiстять криптовалюти iз iнтенсивно зростаючим трендом: в
кластерi 4 вiдносно недорогi по вiдношенню до кластера 7. Можна зробити ви-
сновки, що ця група найбiльш стiйка до зовнiшнiх чинникiв (вiйна, економiчнi
кризи, полiтичнi ситуацiї, тощо).

Група 4 включає “вартiснi” криптовалюти, що показали спадний тренд, хоча
вони достатньо популярнi в дослiджуваному перiодi. Сюди входили тiльки 3
криптовалюти, такi як BNB, Quant, BinaryX. Тому можна припустити, що вони
не є стiйкими до зовнiшнiх чинникiв в форсмажорних обставинах.

9. Висновки. Робота присвячена сегментацiї ринку криптовалют за трен-
дами вартостi та вiдображає напрямок розвитку прикладного аналiзу даних
[11, 12] i дозволяє зрозумiти вплив рiзних факторiв на криптовалютний ринок
та прогнозувати його подальший розвиток.

В дослiдженнi було створено датасет вартостi 200 криптовалют в несприя-
тливому для розвитку криптовалютного ринку часовому перiодi. Це дало дода-
ткову можливiсть проаналiзувати його динамiку в умовах негативної кон’юнк-
тури. Проведено сегментацiю криптовалют за динамiкою вартостi криптовалю-
тних активiв на основi лiнiй трендiв, моделей k-середнiх та “лiктя”. В результа-
тi, визначено 7 кластерiв криптовалют та описано їх змiстовну iнтерпретацiю.
Проведений аналiз може допомогти розробити стратегiї управлiння ризиками
та прийняття рiшень для iнвесторiв та учасникiв ринку криптовалют.
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changes and trends that affect their value. Among the wide range of cryptocurrency assets,
it is becoming increasingly difficult and important to follow these trends, as they not only
reflect market activity but also indicate potential opportunities and risks for investors
and regulators. The urgency of the task lies in the need to understand the dynamics of
this sector, to adapt investment strategies to changes in price dynamics and demand for
different types of cryptocurrencies. In the course of the work, a dataset of the annual value
of 200 types of cryptocurrencies in a time period unfavorable for the development of the
cryptocurrency market was formed. Cryptocurrencies were segmented by the dynamics
of the value of cryptocurrency assets based on trend lines, k-averages and elbow models.
As a result, 7 clusters are identified and their meaningful interpretation is described. The
analysis can help develop risk management and decision-making strategies for investors
and cryptocurrency market participants.
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ЕКВАЦIОНАЛЬНI КЛАСТЕРИ БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У роботi продовжується еквацiональне дослiдження в класi булевих алгебр. Роз-
глядається клас алгебр, який включає в себе всi алгебри з нульарними, унарними
та бiнарними операцiями. Вводяться новi поняття сигнатурних тотожностей та еква-
цiонального кластеру. Це дає можливiсть розбити множину алгебр 𝑀11 на кластери.
Алгебри, якi знаходяться в першому кластерi дають можливiсть виражати повну си-
стему тотожностей однiєї алгебри через iншу, використовуючи сигнатурнi тотожностi.

Ключовi слова: повна система тотожностей, сигнатурна тотожнiсть, еквацiональний
кластер.

1. Вступ. У роботi проводяться дослiдження класу унiверсальних булевих
алгебр класу 𝑀11. У роботi [1] дане повне описання класу нульарних алгебр,
алгебр Булевого кубу та кубу Жегалкiна. У роботах [2, 3, 4] приведенi еквацiо-
нальнi решiтки функцiонально повних i неповних алгебр класу 𝑀11, знайденi
повнi системи тотожностей для класу алгебр 𝑀6. Клас алгебр 𝑀6 включає в
себе всi алгебри сигнатура яких може мати тiльки операцiї 0, 1, ¬, ∨, ∧, ⊕.

У данiй роботi проводяться еквацiональнi дослiдження функцiонально не-
повних алгебр класу 𝑀11, вивчено 22 кластери з 24.

2. Основнi результати. Нехай задано клас унiверсальних булевих алгебр
𝑀 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ ; 𝐴 = {0, 1} ; Ω — деяка множина булевих операцiй}. Позна-
чимо через 𝑅(𝑈) множину всiх тотожностей алгебри 𝑈 .

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 називаються еквацiонально еквiвалентни-
ми, якщо 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈2).

Означення 2. Алгебра 𝑈1 еквацiонально вкладається в алгебру 𝑈2, якщо
𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Твердження 1. Якщо алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ еквацiонально вкладається в
алгебру 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, то Ω1 ⊂ Ω2.

Доведення. Якщо 𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2), а Ω1 ̸⊂ Ω2, то в алгебрi 𝑈1 можемо
побудувати формулу 𝐹 (𝜙), яка мiстить операцiю 𝜙 ∈ Ω1−Ω2. У цьому випадку
тотожнiсть 𝐹 (𝜙) = 𝐹 (𝜙) /∈ 𝑅(𝑈2).
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Нехай 𝑅(𝑈1) ⊂ 𝑅(𝑈2).

Означення 3. Тотожнiсть 𝐹2(𝜙) = 𝐹1(𝜓) ∈ 𝑅(𝑈2) називається сигна-
турною, якщо 𝐹2(𝜙) — формула, яка реалiзує операцiю 𝜙 ∈ Ω2 −Ω1, а 𝐹1(𝜓) —
формула, яка належить алгебрi 𝑈1.

Наприклад, якщо 𝑈1 = ⟨𝐴, ¬,∨,∧⟩, 𝑈2 = ⟨𝐴, ¬,∨,∧, ⇒,⇔⟩, то сигнатурнi
тотожностi мають вигляд: 𝑥⇒ 𝑦 = �̄� ∨ 𝑦; 𝑥⇔ 𝑦 = �̄� 𝑦 ∨ 𝑥𝑦.

Означення 4. Алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ називається еквацiональним розшире-
нням алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩, якщо ∀𝜙 ∈ Ω2 −Ω1 iснує сигнатурна тотожнiсть
𝐹2(𝜙) = 𝐹1(Ω1).

Множину таких сигнатурних тотожностей позначимо через 𝑅(Ω2 − Ω1).

Означення 5. Система тотожностей 𝐻 ⊂ 𝑅(𝑈1) називається повною в
𝑈1, якщо використовуючи операцiю суперпозицiї можна довести довiльну то-
тожнiсть до лексикографiчної рiвностi, використовуючи тiльки тотожно-
стi з 𝐻.

Твердження 2. Якщо для алгебри 𝑈1 знайдеться повна система тото-
жностей 𝐻(𝑈1), а алгебра 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ є еквацiональним розширенням 𝑈1, то
𝐻(𝑈2) = 𝐻(𝑈1)

⋃︀
𝑅(Ω2 − Ω1).

Доведення. Доведення твердження випливає з того, що сигнатурнi тото-
жностi дають можливiсть вивести операцiю 𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 з формул алгебри 𝑈2,
звести їх до формул алгебри 𝑈1, для якої знайдена повна система тотожностей
𝐻(𝑈1).

Означення 6. Алгебри 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑡 ∈𝑀 утворюють еквацiональний кла-
стер 𝐾, якщо в множинi 𝐾 iснує така алгебра 𝑈*, що ∀𝑈𝑖 ∈ 𝐾 iснує та-
ка послiдовнiсть алгебр 𝑈𝑖1 , 𝑈𝑖2 , . . . , 𝑈𝑖𝑙 ∈ 𝐾, що 𝑅(𝑈1) = 𝑅(𝑈𝑖1) ⊂ 𝑅(𝑈𝑖2) ⊂
⊂ . . . ⊂ 𝑅(𝑈𝑖𝑙) = 𝑅(𝑈*), i ∀𝑈𝑡 /∈ 𝐾,𝑅(𝑈𝑡) ̸⊂ 𝑅(𝑈*).

Означення 7. Алгебра 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩ називається еквацiональним звужен-
ням алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, якщо ∀𝜙 ∈ Ω2 − Ω1 iснує сигнатурна тотожнiсть
𝐹2(𝜙) = 𝐹1(Ω1).

Якщо алгебра 𝑈1 є еквацiональним звуженням алгебри 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩, i для
алгебри 𝑈2 знайдена повна система тотожностей 𝐻(𝑈2), то за допомогою сигна-
турних тотожностей можемо ввести в сигнатуру алгебри 𝑈1 операцiї Ω2 − Ω1.

У данiй роботi проводяться еквацiональнi дослiдження класу алгебр 𝑀11,
який включає в себе всi алгебри, сигнатури яких складаються з усiх унарних
операцiй арнiсть яких не перевищує два.

0 𝑥𝑦 𝑥 ⇐ 𝑦 𝑥 𝑦 ⇐ 𝑥 𝑦 𝑥⊕ 𝑦 𝑥 ∨ 𝑦 𝑥 ↑ 𝑦 𝑥 ⇔ 𝑦 𝑦 𝑦 ⇒ 𝑥 𝑥 𝑥 ⇒ 𝑦 𝑦|𝑥 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Пари функцiй �̄� i 𝑦 ; 𝑦 ⇒ 𝑥 i 𝑥 ⇒ 𝑦; 𝑥 ⇐ 𝑦 i 𝑦 ⇐ 𝑥 задають одну операцiю.
Таким чином, 16 функцiй задають 11 операцiй.

У данiй роботi дослiджується клас унiверсальних алгебр

𝑀11 = {𝑈 = ⟨𝐴,Ω⟩ , 𝐴 = {0, 1} , Ω = {0, 1,¬,∨,∧,⊕,⇒,⇐,⇔, |, ↑}} .
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Клас алгебр𝑀11 розiб’ємо на чотири пiдкласи𝑀11 =𝑀1
11

⋃︀
𝑀2

11

⋃︀
𝑀3

11

⋃︀
𝑀4

11,
де 𝑀1

11 — множина всiх алгебр в сигнатуру яких не входять стрiлка Пiрса та
штрих Шеффера, 𝑀2

11 — входить стрiлка Пiрса i не входить штрих Шеффера,
𝑀3

11 — входить штрих Шеффера i не входить стрiлка Пiрса, 𝑀4
11 — входить

стрiлка Пiрса та штрих Шеффера.
Розглянемо клас алгебр

𝑀1
11 = {𝑈 = ⟨𝐴, Ω⟩ , 𝐴 = {0, 1} , Ω = {0, 1,¬,∨,∧,⊕,⇒,⇒,⇔}} .

Алгебри цього класу утворюють дев’ятимiрний сигнатурний куб. До складу
цього кубу входять 512 алгебр. Кожна вершина кубу однозначно визначається
сигнатурою, яку iнодi позначають числом, що є розкладом за степенем двiйки.

У роботi [1] детально вивчено структуру цього сигнатурного кубу. Розiб’ємо
клас алгебр 𝑀1

11 на два сигнатурнi графи, якi представляють функцiонально
неповнi та функцiонально повнi алгебри, зображенi на рис. 1, 2.

Рис. 1. Функцiонально неповнi алгебри класу 𝑀1
11.

Еквацiональнi кластери зручно представляти у виглядi сигнатурно-еквiва-
цiональних графiв. Вершинами кластеру є алгебри, якi входять до складу кла-
стеру, а ребра позначають сигнатурними тотожностями, якi з’єднують пари
алгебр, одне з яких є еквацiональним розширенням (звуженням) iншої. Всього
в класi алгебр 𝑀11 побудовано двадцять п’ять кластерiв. Вiсiмдесят вiсiм фун-
кцiонально неповних алгебр розподiленi по двадцяти чотирьох кластерах: чо-
тирнадцять одноелементних, два двохелементних, один трьохелементний, два
чотирьохелементних, один двадцятиелементний, два вiсiмнадцятиелементних.
Отже 424 елементний кластер об’єднує всi функцiонально повнi алгебри.

Еквацiональний кластер має алгебру, що має максимальну сигнатуру 𝑈* i
декiлька елементiв з мiнiмальною сигнатурою. Еквацiональнi кластери дають
можливiсть:
А) знаходити повнi системи тотожностей для алгебр еквацiонального кластеру;
Б) передавати проблему 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈1) для алгебри для якої не знайдено

повну систему тотожностей алгебрi 𝑈2, для якої повнi системи тотожностей
знайденi.
Еквацiональнi кластери подiляються на три типи:
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Рис. 2. Функцiонально повнi алгебри класу 𝑀1
11.

1) Кластери для яких виконано повне еквацiональне описання. У цих класте-
рах для кожної алгебри знайдено повнi системи тотожностей.

2) Кластери в яких виконано часткове еквацiональне описання. Знайдена пов-
на система тотожностей принаймнi для однiєї алгебри кластеру.

3) Кластери, в яких виконано початкове еквацiональне описання: знайденi си-
гнатурнi тотожностi кластеру. Не знайдено жодної повної системи тотожно-
стей для алгебри цього кластеру.
У роботi [2] побудованi повнi ситеми тотожностей для алгебр одноелемен-

тних кластерiв. У цiй же роботi знайденi повнi системи тотожностей в першому
двохелементному кластерi, i в трьохелементному кластерi. У класi 𝑀11 маємо
два двохелементнi кластери, один трьохелементний та два чотирьохелемнтних
кластери.

Рис. 3. Двохелементнi кластери.

У чотирьохелементних кластерiв виконано тiльки початкове еквацiональне
описання, тобто не знайдена повна система тотожностей для жодної з восьми
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Рис. 4. Трьохелементний кластер.

Рис. 5. Чотирьохелементнi кластери.

алгебр. Знайдемо повнi системи тотожностей для другого двохелементного кла-
стеру. Перейдемо до знаходження повних систем тотожностей другого двохеле-
ментного кластеру.

Знайдемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩. Повна си-
стема тотожностей:
1) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥;
2) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
3) (𝑥⇔ 𝑦) ⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
4) 𝑥⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑦;
5) (𝑥⇔ 𝑦) ⇔ (𝑥⇔ 𝑥) = 𝑥⇔ 𝑦.
1. Тотожнiсть (3) дає можливiсть опустити дужки у доданках алгебри 𝑈 =

= ⟨𝐴, ⇔⟩.
2. З тотожностей (1), (5) випливає, що формула 𝑥⇔ 𝑥 є окремою формулою,

або вона поглинається iншими формулами. Тому довiльна формула алгебри
𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩ або спiвпадає з формулою 𝑥 ⇔ 𝑥 або має вигляд 𝑥𝑖1 ⇔ 𝑥𝑖2 ⇔
⇔ . . .⇔ 𝑥𝑖𝑘 .
Нехай 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩). Покажемо, що 𝐹1 = 𝑥𝑖1 ⇔ 𝑥𝑖2 ⇔ . . . ⇔

⇔ 𝑥𝑖𝑘 = 𝐹2 = 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ . . . ⇔ 𝑥𝑗𝑙 , якщо вони лексикографiчно спiвпадають.
Допустимо, що 𝑥𝑖1 ∈ 𝐹1, a 𝑥𝑗1 /∈ 𝐹2, тодi на наборi 𝑥𝑖1 = 0, а решта змiнних
рiвна одиницi, формула 𝐹1 = 0, а формула 𝐹2 = 1. Тобто формула 𝐹1 = 𝐹2 /∈
𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩). Таким чином, знайдена повна ситема тотожностей для алгебри
𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩.

Повну систему тотожностей алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ⇔, 1⟩ можемо отримати з
𝑅(𝑈 = ⟨𝐴, ⇔⟩) через тотожнiсть 1 = 𝑥⇔ 𝑥.

Випишемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩:
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1) 0 ⇔ 0 = 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
2) 0 ⇔ 𝑥⇔ 0 = 𝑥;
3) 0 ⇔ 0 ⇔ 0 = 0;
4) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦 ⇔ 𝑥
5) (𝑥⇔ 𝑦) ⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
6) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥.
За допомогою цих тотожностей для довiльних формул 𝐹 алгебри

𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩ можна побудувати тотожностi формул, в яких кожна змiнна i
0 будуть зустрiчатися не бiльше одного разу. Тодi в цiй алгебрi iснують форму-
ли тiльки двох типiв:

0 ⇔ 𝑥𝑖1 ⇔ 𝑥𝑖2 ⇔ . . .⇔ 𝑥𝑖𝑘 , 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ . . .⇔ 𝑥𝑗𝑙 .

Легко показати, що якщо лексикографiчно приведенi формули не спiвпада-
ють, то iснує набiр, на якому вони приймають рiзнi значення.

Покажемо, що повною системою тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, ¬,⇔⟩ є
така система рiвностей:
1) ¯̄𝑥 = 𝑥;
2) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
3) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦 ⇔ 𝑥;
4) (𝑥⇔ 𝑦) ⇔ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⇔ 𝑧);
5) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑥;
6) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
7) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
8) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
9) 𝑥⇔ 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑦;
10) 𝑥1 ⇔ 𝑥2 ⇔ 𝑥3 ⇔ 𝑥4 = 𝑥1 ⇔ 𝑥3 ⇔ 𝑥2 ⇔ 𝑥4;
11) 𝑥⇔ 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑦.

Використовуючи формули (1) i (6) отримаємо формули, у яких заперечення
зустрiчається тiльки над змiнними i не бiльше одного разу. Тотожнiсть (10) дає
можливiсть отримати формули, якi мають не бiльше одного заперечення.

У данiй алгебрi iснує тiльки три типи формул:
1) 𝑥𝑖1 ⇔ 𝑥𝑖2 ⇔ . . .⇔ 𝑥𝑖𝑘 ;
2) 𝑥𝑖1 ⇔ 𝑥𝑖2 ⇔ . . .⇔ 𝑥𝑖𝑘 ;
3) 𝑥𝑖1 ⇔ 𝑥𝑖2 ⇔ . . .⇔ 𝑥𝑖𝑘 .
Для кожної з цих формул можемо знайти набiр, на якому вона приймає

протилежне значення до формули з якою вона лексикографiчно не спiвпадає.
Знайдемо повну систему тотожностей для алгебри 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩. Повна

система тотожностей:
1) 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑦 ⊕ 𝑦;
2) 𝑥⊕ 𝑥⊕ 𝑥 = 𝑥;
3) (𝑥⇔ 𝑥) ⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑥⇔ 𝑦;
4) (𝑥⊕ 𝑥) ⇔ (𝑥⇔ 𝑦) = 𝑥⊕ 𝑦;
5) (𝑥⇔ 𝑥) ⇔ (𝑥⊕ 𝑦) = 𝑥⇔ 𝑦;
6) 𝑥⇔ 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑥⇔ 𝑦;
7) (𝑥⊕ 𝑦) ⇔ (𝑥⊕ 𝑧) = 𝑦 ⇔ 𝑧;
8) (𝑥⇔ 𝑦)⊕ (𝑥⇔ 𝑧) = 𝑦 ⊕ 𝑧;
9) (𝑥⇔ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⇔ (𝑦 ⊕ 𝑧);
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10) 𝑥⊕ 𝑦 ⇔ 𝑧 ⊕ 𝑢 = 𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧 ⇔ 𝑢;
11) (𝑥⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧) ;
12) (𝑥⊕ 𝑦) ⇔ (𝑥⊕ 𝑧) = 𝑦 ⇔ 𝑧.

Тотожностi (9), (11), (12) дають можливiсть опустити всi дужки у формулах
цiєї алгебри. Тотожностi (3) i (5) опускають формулу 𝑥 ⇔ 𝑥, а тотожностi (2)
i (4) формулу 𝑥 ⊕ 𝑥. Формула (10) дає можливiсть перенести доданки через
операцiю ⇔.

У результатi використання цих тотожностей формулу 𝐹 можна звести до
вигляду: 𝑥𝑖1 ⊕ 𝑥𝑖2 ⊕ . . .⊕ 𝑥𝑖𝑘 ⇔ 𝑥𝑗1 ⇔ 𝑥𝑗2 ⇔ . . .⇔ 𝑥𝑖𝑘 .

Тотожнiсть (7) дає можливiсть отримати формули, в яких жодна змiнна не
може одночасно належати {𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . . , 𝑥𝑖𝑘} i {𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , . . . , 𝑥𝑖𝑘}.

Легко показати, якщо у формулах 𝐹1 i 𝐹2, отриманих в результатi цих пе-
ретворень, 𝑥𝑖 ∈ 𝐹1 i 𝑥𝑖 /∈ 𝐹2 , то iснує набiр 𝛼, що 𝑥𝑖 = 0, а всi iншi змiннi дорiв-
нюють одиницi. На цьому наборi 𝐹1 (𝛼) = 0, а 𝐹2 (𝛼) = 1, тобто 𝐹1 = 𝐹2 ∈ 𝑅(𝑈),
якщо вони лексикографiчно спiвпадають.

Таким чином, знайденi повнi системи тотожностей для всiх мiнiмальних ал-
гебр кластера: 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⊕⟩, 𝑈 = ⟨𝐴, 0,⇔⟩, 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩, 𝑈 = ⟨𝐴, ¬,⇔⟩,
𝑈 = ⟨𝐴, ¬,⊕⟩. Ми виконали повне еквацiональне описання двадцятиелемен-
тного кластера.

Рис. 6. Двадцятиелементний еквацiональний кластер.

Випишемо сигнатурнi тотожностi, якими позначенi ребра двадцятиелемен-
тного кластера:
1) 𝑥⇔ 𝑦 = 𝑥⊕ 𝑦;
2) 𝑥⊕ 𝑦 = 𝑥⇔ 𝑦;
3) 1 = 0̄;
4) 0 = 1̄;
5) �̄� = 𝑥⊕ 1;
6) �̄� = 𝑦 ⇔ (𝑥⊕ 𝑦);
7) �̄� = 𝑥⇔ 0;
8) 1 = 𝑥 ∨ �̄�;
9) 1 = 𝑥⇔ 𝑥;
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10) 0 = 𝑥⇔ 𝑥;
11) 0 = (𝑥⇔ 𝑦) ⇔ (𝑥⊕ 𝑦);
12) 0 = 1⊕ 1;
13) 0 = 𝑥⊕ 𝑥;
14) 𝑥⊕ 𝑦 = (0 ⇔ 𝑥) ⇔ 𝑦;
15) 𝑥⇔ 𝑦 = 1⊕ 𝐸 ⊕ 𝑦;
16) �̄� = (𝑥⊕ 𝑥) ⇔ 𝑥.

Справдi для того, щоб знайти, наприклад, повну систему тотожностей алге-
бри 𝑈 = ⟨𝐴, 0, 1,⇔,⊕⟩ досить рухаючись по ребрах (використовуючи вiдповiднi
сигнатурнi тотожностi (11) перейти до сигнатури алгебри 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⇔,⊕⟩, а
далi або за допомогою (9) перейти до алгебр 𝑈 = ⟨𝐴,⇔,⊕⟩ або за допомогою
(12) до алгебр 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⊕⟩. Таким чином, алгебра 𝑈 = ⟨𝐴, 1,⇔,⊕⟩ у двадцяти-
елементному еквацiональному кластерi має 4 ·2 ·2 = 16 повних систем тотожно-
стей. Найбiльше повних систем тотожностей має алгебра 𝑈* = ⟨𝐴, 0, 1,¬,⇔,⊕⟩,
а найменше — по однiй повнiй системi п’ять алгебр першого ярусу.

Рухаючись по ребрах еквацiонального кластеру вiдбувається процес усуне-
ння «надлишкових» операцiй.

3. Висновки. У даному дослiдженнi знайденi методи, якi дозволяють:
1. Розбити множину алгебр 𝑀11 на 25 кластерiв.
2. Для кожного кластеру визначити його тип. Це дає можливiсть знайти повнi

системи тотожностей у всiх алгебрах кластерiв першого типу i повнi систе-
ми тотожностей для частини алгебр другого типу.

3. Визначити класи алгебр, якi належать до алгебр кластеру третього типу,
для яких знаходження повних систем тотожностей виявилось досить скла-
дною задачею.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Equational clusters of Boolean
Algebras.

The paper continues the equational research of the class of Boolean algebras. A class of
algebras is considered, which includes all algebras with null, unary, and binary operations.
New concepts of signature identities and equational clusters are introduced. This makes
it possible to divide a set of algebras into clusters. Algebras in the first cluster make it
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possible to express the complete system of identities of one algebra through another, using
signature identities.

Keywords: complete system of identities, signature identity, equational cluster.
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МОДЕЛЬ ПIДТРИМКИ ПРИЙНЯТТЯ РIШЕНЬ ЩОДО
ДОЦIЛЬНОСТI ФIНАНСУВАННЯ У РОЗВИТОК

ТУРИСТИЧНОЇ IНФРАСТРУКТУРИ

Проведено дослiдження актуальної задачi розроблення моделi пiдтримки прийня-
ття рiшень щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфраструкту-
ри, на основi прогнозованої оцiнки рiвня туристичного руху вiдносно iнфраструктури
та доступностi дослiджуваних регiонiв, думок експертiв щодо рiвня якостi туристи-
чних послуг та розвитку туризму, а також мiркуваннях експертiв стосовно перспектив
швидкого зростання туристичного руху в регiонi.

В основу дослiдження покладений сучасний математичний апарат, а саме теорiя
нечiтких множин, регресiйний аналiз, системний пiдхiд, iнтелектуальний аналiз знань
та нейро-нечiткi мережi, що в сукупностi дозволяють пiдвищити ступiнь обґрунтова-
ностi остаточних управлiнських рiшень.

Цiннiсть моделi є те, що вона з одного боку поєднує кiлькiснi прогнозованi оцiнки
рiвня туристичного руху вiдносно iнфраструктури та доступностi дослiджуваних ре-
гiонiв, отриманi за допомогою аналiзу реальних даних, а з iншого, експертнi висновки
щодо рiвня якостi туристичних послуг та перспектив швидкого зростання туристи-
чного руху в регiонi.

На основi вихiдної оцiнки пiдвищується ступiнь обґрунтованостi прийняття управ-
лiнських рiшень щодо доцiльностi фiнансування iнвесторами у розвиток туристичної
iнфраструктури, вибору найкращої комбiнацiї регiонiв, наприклад для мережевого бi-
знесу, або органам державної влади щодо пiдтримки окремих регiонiв для зменшення
розриву розвитку туризму.

Подальше дослiдження проблематики вбачаємо в розробленi програмного забезпе-
чення у виглядi веб-платформи, на основi розробленої моделi пiдтримки прийняття
рiшень щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфраструктури.

Ключовi слова: гiбридна модель, прийняття рiшень, багатокритерiальне оцiнюван-
ня, нечiткi множини, туристична iнфраструктура, сталий розвиток регiонiв.

1. Вступ. Розвиток туризму може внести суттєвий внесок у економiку. При
правильному фiнансуваннi iнфраструктури можна привертати бiльше туристiв,
що сприяє зростанню доходiв для мiсцевого бiзнесу i збiльшує податковi над-
ходження. Розвиток туристичної iнфраструктури часто супроводжується ство-
ренням нових робочих мiсць у сферi готельного господарства, ресторанного
бiзнесу, транспортних послуг i т.д. Крiм цього,iнвестицiї в туристичну iнфра-
структуру можуть покращити iмiдж регiону як туристичного напрямку, що
привертає увагу туристiв та iнвесторiв. Правильно спроектована iнфрастру-
ктура може допомагати зберiгати та охороняти природнi та культурнi ресурси
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регiону. Покращення iнфраструктури, яка задовольняє потреби туристiв, часто
також призводить до полiпшення якостi життя мiсцевого населення через новi
можливостi та послуги.

У зв’язку з вище наведеним, представлене наукове дослiдження, що спрямо-
ване на пiдтримку прийняття рiшень щодо доцiльностi фiнансування у розвиток
туристичної iнфраструктури в регiонах, на прикладi Закарпатської, Львiвської
та Iвано-Франкiвської областях. Математична модель базується на прогнознiй
аналiтицi, поєднує кiлькiснi данi з експертними висновками та використовує
сучасний iнструмент нейро-нечiтких мереж. У дослiдженнi визначається кiль-
кiсна оцiнка рiвня щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iн-
фраструктури регiонiв, iз застосуванням теорiї нечiтких множин, регресiйного
аналiзу, системного пiдходу, iнтелектуального аналiзу знань та нейро-нечiтких
мереж. Дослiдження було проведене на реальних експертних даних, що дало
можливiсть налаштувати розроблену модель iз застосування навчання нейро-
нечiткої мережi.

Основною метою даного дослiдження є розроблення моделi пiдтримки прий-
няття рiшень щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфра-
структури, на основi прогнозованiй оцiнцi рiвня туристичного руху вiдносно
iнфраструктури та доступностi дослiджуваних регiонiв, думок експертiв щодо
рiвня якостi туристичних послуг та розвитку туризму, а також мiркуваннях
експертiв стосовно перспектив швидкого зростання туристичного руху в регiо-
нi.

2. Огляд лiтератури. В перiод отримання та обробки iнтелектуальних
знань, постає задача формалiзацiї думок експертiв, щодо певного об’єкту дослi-
дження. Вiдсутнi унiверсальнi способи перетворення дослiдних людських екс-
пертних знань у базу знань систем нечiткого виведення. Системи нечiткого
виведення можуть використовувати людськi експертнi знання та виконувати
нечiтке виведення для отримання вихiдної оцiнки [1]. Також iснує потреба в
розробцi методiв навчання для отримання вихiдної оцiнки з необхiдним рiвнем
точностi [2]. Тому нейро-нечiткi мережi широко застосовуються в рiзних сфе-
рах та прикладних задачах [3]. Вони поєднують нейроннi мережi для навчання
процесiв з експертними (суб’єктивними) мiркуваннями для обробки нечiткої iн-
формацiї. Крiм того, механiзм навчання нейронних мереж не покладається на
людську експертизу, а через однорiдну структуру нейронних мереж складно
витягти структурованi знання [4].

У роботi [5] вказують на складнiсть процесiв прийняття рiшень у сферi ту-
ризму через рiзнi iнституцiйнi та географiчнi рамки, а також полiтику, що ство-
рює макросередовище туристичних систем. Це вимагає залучення експертних
груп до розробки систем пiдтримки прийняття рiшень, якi б уможливили аналi-
зувати асиметричнi напрями соцiально-економiчного розвитку дослiджуваних
регiонiв.

Також Резванi та iн. [6] звертають увагу на сильну неоднорiднiсть проблем
прийняття рiшень у туристичнiй галузi та дослiджують можливiсть усунення
ризику в процесах прийняття рiшень у сферi природного туризму. Автори те-
стують вiдповiднi процеси прийняття рiшень з урахуванням рiзних ступенiв
ризику, щоб допомогти менеджерам з оптимальними процесами розподiлу ре-
сурсiв.
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У роботi [7] наголошують на необхiдностi вивчення рiзних демографiчних
профiлiв туристiв у пiдготовцi платформи даних, необхiдної для розробки си-
стем прийняття рiшень. Результати їхнього аналiзу пiдтвердили значнi вiдмiн-
ностi мiж когортами поколiнь у сферах використання iнформацiйних-комунiка-
цiйних технологiй, а також у пiдходах до ризикiв.

Стилос у роботi [8] звертає увагу на те, що технологiчний прогрес спри-
яє розробцi нових додаткiв, наприклад штучного iнтелекту, але одночасно з
цим розвитком також необхiдно створити новi теоретичнi основи, якi б пiдтвер-
джували роль когнiтивних теорiй. На думку авторiв, їхня позицiя зараз дуже
слабка.

Критичний аналiз i синтез мiждисциплiнарної лiтератури також необхiднi
для пiдтримки розробки нових систем, методiв i моделей, що використовуються
в стратегiчних процесах. Тому автори у роботi [9] дослiджували стратегiчнi про-
цеси в туристичному маркетингу та їх складнiсть. На думку авторiв, результати
аналiзу економiчних наслiдкiв подiй також повиннi бути впровадженi в процеси
прийняття рiшень. Це також висуває вимоги до конкретної бази даних i пiдтри-
мує створення iнновацiйних методологiй.

Багатокритерiальнi процеси прийняття рiшень представляють собою виклик
для впровадження iнновацiйних методологiй, розроблених на основi конкретних
заходiв, реалiзованих у туристичних дестинацiях. Через це, у роботi [10] крити-
кується обмеження результатiв вiд використання багатокритерiальних методiв
прийняття рiшень, якщо вони застосовуються традицiйними процесами. Дове-
дений факт, що стандартизованi показники важливi для порiвняльного аналiзу
та створення рейтингiв країн, регiонiв, населених пунктiв, напрямкiв, але в iн-
дивiдуалiзованих процесах прийняття рiшень на основi специфiки регiонiв та
iнвестицiйних планiв необхiдно залучати якiснi оцiнки експертiв. Вони володi-
ють найбiльшими знаннями та досвiдом iз галузевою специфiкою, що виключає
ризики на рiзних аналiтичних рiвнях.

Таким чином, наведене вище, аргументує та пiдтверджує актуальнiсть роз-
робки моделей пiдтримки прийняття рiшень щодо доцiльностi фiнансування у
розвиток туристичної iнфраструктури.

3. Матерiали та методи. Формально модель пiдтримки прийняття рi-
шень щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфраструктури,
описується у виглядi теоретико-множинної моделi наступним чином:

{𝑅, С, 𝑀1,𝑀2,𝑀3|𝑓}. (1)

Де маємо: 𝑅 = {𝑅1;𝑅2; . . . ;𝑅𝑚} — множина регiонiв, по яких буде оцiнюва-
тись рiвень доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфраструктури;
С = {с1; с2; . . . ; с𝑛} — множина учасникiв туристичного руху, що оцiнювали
рiвень внутрiшньої та зовнiшньої iнфраструктури у мiсцi призначення, що вiд-
вiдали у вiдповiдному регiонi; 𝑀1 — модель прогнозування рiвня туристичного
руху для регiонi; 𝑀2 — гiбридна нечiтка модель оцiнювання рiвня якостi ту-
ризму в регiонi; 𝑀3 — прогнозна модель оцiнювання рiвня доцiльностi фiнан-
сування у розвиток туристичної iнфраструктури на основi нейро-мережевого
пiдходу.

В результатi отримаємо вихiдну оцiнку 𝑓 — кiлькiсна оцiнки рiвня щодо
доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфраструктури. Отриманий
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рiвень мiстить змiст доцiльностi фiнансування iнвесторами у розвиток тури-
стичної iнфраструктури, вибору найкращої комбiнацiї регiонiв для мережевого
бiзнесу, або органам державної влади щодо пiдтримки окремих регiонiв для
зменшення розриву розвитку туризму.

Оскiльки поставлена задача з областi пiдтримки прийняття рiшень та екс-
пертного оцiнювання, тодi вводяться наступнi суб’єкти управлiння: експерт —
це особа, що має досвiд, знання та компетенцiї у туристичнiй галузi, його суча-
сного стану та перспектив розвитку; системний аналiтик — це особа, яка збирає
вхiднi данi та налаштовує процеси оцiнювання на основi запропонованих мо-
делей; ОПР — це особи (iнвестори, органи державної влади, мiсцеве самовря-
дування), що приймають подальшi рiшення стосовно доцiльностi фiнансування
проектiв для розвитку туристичної iнфраструктури.

Модель прогнозування рiвня туристичного руху вибраного регiону — 𝑀1.
Нехай у деякому вибраному регiонi 𝑅 наявна можливiсть експертно оцiни-

ти рiвень туристичного руху вiдносно iнфраструктури та доступностi в рiзнi
перiоди 𝜀𝑝 (𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑙). Таке оцiнювання авторами вже було проведене у
попередньому дослiдженнi [11], яке дозволяє отримати вхiднi агрегованi оцiнки
𝑚𝑅 ∈ [0; 1]. Такi оцiнки обумовлюють рiвень задоволеностi подорожi вiдно-
сно очiкуваного та реального досвiду, ґрунтуючись на реальних даних експер-
тiв та лiнгвiстичних критерiїв оцiнювання рiвня туристичного руху вiдносно
iнфраструктури та доступностi туристичного руху. Вхiднi агрегованi оцiнки
𝑚𝑅 ∈ [0; 1], отримуються за допомогою нечiткої моделi оцiнювання рiвня ту-
ристичного руху вiдносно iнфраструктури та доступностi в регiонах [11]. Не
зменшуючи загальностi, звiсно, що можна застосувати й iншi методи та мо-
делi, якi здатнi оцiнити рiвень туризму в регiонi у рiзнi перiоди, а на виходi
отримуються нормованi оцiнки [0; 1].

Нехай наявнi вхiднi кiлькiснi оцiнки 𝑚𝑅 (𝜀1) ; 𝑚𝑅 (𝜀2) ; . . . ; 𝑚𝑅 (𝜀𝑙) рiвня
туристичного руху вiдносно iнфраструктури та доступностi деякого регiону 𝑅
для рiзних рокiв 𝜀1; 𝜀2; . . . ; 𝜀𝑙. У зв’язку з цим, маємо можливiсть прослiдку-
вати динамiку та спрогнозувати рiвень туристичного руху на майбутнi перiоди
𝜀𝑙+1, 𝜀𝑙+2, . . ..

Для цього пропонується парна лiнiйна регресiя, що здатна спрогнозувати
кiлькiсну оцiнку 𝑚𝑅 рiвня туристичного руху вiдносно iнфраструктури та до-
ступностi деякого регiону 𝑅 для майбутнiх перiодiв. Рiвняння парної лiнiйної
регресiї для даної задачi буде мати наступний вигляд [12]:

𝑌 (𝜀) = 𝑎+ 𝑏𝜀, (2)

Значення коефiцiєнтiв 𝑎, 𝑏 пропонується обчислювати методом найменших
квадратiв:

𝑏 =

𝑙 ·
𝑙∑︀

𝑢=1

𝜀𝑢 ·𝑚𝑅 (𝜀𝑢)−
𝑙∑︀

𝑢=1

𝜀𝑢 ·
𝑙∑︀

𝑢=1

𝑚𝑅 (𝜀𝑢)

𝑙 ·
𝑙∑︀

𝑢=1

(𝜀𝑢)
2 −

(︂
𝑙∑︀

𝑢=1

𝜀𝑢

)︂2 , (3)

𝑎 =
1

𝑙

𝑙∑︁
𝑢=1

𝑚𝑅 (𝜀𝑢)− 𝑏 · 1
𝑙

𝑙∑︁
𝑢=1

𝜀𝑢. (4)
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Пiдставляючи значення майбутнього перiоду 𝜀𝑙+1 у рiвняння (2) отримує-
ться вихiдна прогнозована оцiнка (𝑚𝑅)𝑃 = 𝑌 (𝜀𝑙+1 ) ∈ [0; 1] рiвня туристичного
руху вiдносно iнфраструктури та доступностi вибраного регiону 𝑅. На основi
таких оцiнок, можна прослiдковувати динамiку та тренд рiвня туристичного
руху дослiджуваного регiону. Маючи такi данi, ОПР може приймати проактив-
нi рiшення щодо пiдвищення якостi туристичного руху.

Звiсно дана модель не враховує рiзнi непередбачуванi ситуацiї та обмежен-
ня, наприклад пандемiю COVID-19. Вона здатна оцiнювати у безпечних умовах
функцiонування системи. Для оцiнювання рiвня керованостi процесами у систе-
мi з врахуванням режимiв функцiонування можна використовувати iншi нечiткi
пiдходи.

Гiбридна нечiтка модель оцiнювання рiвня якостi туризму в регiонi — 𝑀2.
Пропонується гiбридна нечiтка модель, що базується на основi:

1) прогнозованого рiвня (𝑚𝑅)𝑃 ∈ [0; 1] задоволеностi подорожi вiдносно очiку-
ваного та реального досвiду — рiвень досвiду туристiв;

2) мiркувань експертiв стосовно якостi туризму у регiонi — рiвень досвiду
експертiв.

На виходi моделi отримується нормована кiлькiсна оцiнка рiвня якостi ту-
ризму вибраного регiону.

Формально модель представляється наступним чином. Нехай аналiзується
об’єкт iз двома входами та одним виходом:

𝑌 = 𝑋𝑅((𝑚𝑅)𝑃 ,∆𝑅). (5)

Де 𝑌 (𝑋𝑅) = Ξ — вихiдна нормована оцiнка рiвня якостi туризму вибрано-
го регiону; вхiднi прогнозованi оцiнки (𝑚𝑅)𝑃 рiвня туристичного руху вiдносно
iнфраструктури та доступностi вибраного регiону з iнтервалу [0; 1]; 𝑅 — регiон
оцiнювання рiвня туристичного руху; ∆𝑅 — лiнгвiстичнi мiркування експертiв
стосовно якостi туристичних послуг та розвитку туризму в оцiнюваному регiо-
нi; 𝑋𝑅 — оператор, що ставить у вiдповiднiсть вихiдну змiнну 𝑌 , при вхiдних
змiнних ((𝑚𝑅)𝑃 ,∆𝑅) для вiдповiдного регiону.

Нехай iснують деякi експерти в галузi туризму, якi висловлюють свої лiн-
гвiстичнi мiркування ∆ щодо якостi туристичних послуг та розвитку туризму
для вiдповiдного регiону. Для унiфiкованих вiдповiдей пропонується наступна
терм-множина лiнгвiстичних змiнних ∆ = {∆1; ∆2; ∆3; ∆4; ∆5}, де: ∆1 — «низь-
кий рiвень якостi туристичних послуг»;∆2 — «рiвень якостi туристичних послуг
нижче середнього»; ∆3 — «середнiй рiвень якостi туристичних послуг»; ∆4 —
«рiвень якостi туристичних послуг вище середнього»; ∆5 — «високий рiвень
якостi туристичних послуг».

Нехай терм-множина лiнгвiстичних змiнних ∆ представлена на деякому чи-
словому промiжку для розмежування термiв [𝑎0; 𝑎5] ∈ [0; 1], де ∆1 ∈ [𝑎0; 𝑎1],
∆2 ∈ [𝑎1; 𝑎2], ∆3 ∈ [𝑎2; 𝑎3], ∆4 ∈ [𝑎3; 𝑎4], ∆5 ∈ [𝑎4; 𝑎5] . Значення розбиття про-
мiжкiв можуть налаштовуватись та змiнюватись системними аналiтиками за
побажаннями ОПР. 𝑡𝑅 — змiнна з терм-множини ∆ для 𝑅𝐶-го регiону.

Далi обчислюється рiвень якостi туризму вибраного регiону на основi про-
гнозованої кiлькiсної оцiнки рiвня, вiдносно iнфраструктури та доступностi, а
також лiнгвiстичного рiвня якостi туристичних послуг та розвитку туризму в
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регiонi, за допомогою наступної характеристичної функцiї:

Ξ𝑅 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎1 · (𝑚𝑅)𝑃 , якщо 𝑡𝑅 ∈ ∆1;
𝑎2 · (𝑚𝑅)𝑃 , якщо 𝑡𝑅 ∈ ∆2;
𝑎3 · (𝑚𝑅)𝑃 , якщо 𝑡𝑅 ∈ ∆3;
𝑎4 · (𝑚𝑅)𝑃 , якщо 𝑡𝑅 ∈ ∆4;
𝑎5 · (𝑚𝑅)𝑃 , якщо 𝑡𝑅 ∈ ∆5.

. (6)

Таким чином, отримано вихiдну кiлькiсну оцiнку Ξ𝑅 ∈ [0; 1] рiвня якостi
туризму деякого регiону 𝑅. Рiвень якостi у даному трактуваннi розглядається
вiдносно прогнозної аналiтики рiвня iнфраструктури та доступностi. Оцiнка
характеризується тим, що чим бiльше значення, тим краща iнфраструктура,
зовнiшня та внутрiшня доступнiсть, з погляду учасникiв туристичного руху, а
рiвень якостi туристичних послуг та розвитку туризму в регiонi — високий. На
основi кiлькiсної оцiнки рiвня якостi туризму, можна аналiзувати ситуацiю у
туристичнiй iнфраструктурi, в розрiзi регiонiв, для прийняття рiшень щодо до-
цiльностi покращення доступностi, внутрiшньої та зовнiшньої iнфраструктури
з метою пiдвищення туристичного руху регiонiв.

Прогнозна модель оцiнювання рiвня доцiльностi фiнансування у розвиток
туристичної iнфраструктури на основi нейро-мережевого пiдходу — 𝑀3.

Розроблено прогнозну модель оцiнювання рiвня доцiльностi фiнансування
у розвиток туристичної iнфраструктури на основi нейро-мережевого пiдходу,
яка з одного боку використовує кiлькiсну оцiнку рiвня якостi туризму деяко-
го регiону, отриману на основi прогнозної аналiтики, а з iншого боку викори-
стовує досвiд, знання та компетенцiї експертiв стосовно перспектив швидкого
зростання туристичного руху в регiонi. Дане дослiдження стосується процесу
моделювання досвiду, знань та компетенцiї експертiв для отримання кiлькiсної
оцiнки рiвня доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфраструктури
на основi нейро-нечiтких мереж.

Нехай маємо 𝑚 регiонiв дослiдження 𝑅 = {𝑅1;𝑅2; . . . ;𝑅𝑚}. Також наявнi,
кiлькiснi нормованi оцiнки рiвня якостi туризму в розрiзi по регiонах Ξ𝑅 =
= (Ξ𝑅1 ,Ξ𝑅2 , . . . ,Ξ𝑅𝑚).

Також використовуються мiркування експертiв, що аналiзують полiтику де-
якого регiону стосовно можливостi швидкого потенцiйного росту туристичного
руху. Для цього, експерт (група експертiв) аналiзує ситуацiю, на основi вла-
сного досвiду, знань та компетенцiї щодо туризму в регiонi, роблячи висновки
та ставить одну лiнгвiстичну оцiнку по кожному регiону 𝑅 щодо перспектив
швидкого зростання туристичного руху, з терм-множини 𝐿 = {𝑙1; 𝑙2; 𝑙3; 𝑙4; 𝑙5}.

Таким чином, для оцiнювання рiвня щодо доцiльностi фiнансування у роз-
виток туристичної iнфраструктури, маємо наступнi вхiднi данi: 𝐼1(Ξ𝑅1; 𝐿(𝑅1)),
𝐼2(Ξ𝑅2 ; 𝐿(𝑅2)), . . ., 𝐼𝑚(Ξ𝑅𝑚 ; 𝐿(𝑅𝑚)). На основi представлених вхiдних даних, не-
обхiдно вивести вихiдну агреговану оцiнку 𝑓 , де 𝑓 ∈ [0; 1]. Аналiзуючи значення
𝑓 , приймається остаточне рiшення щодо доцiльностi фiнансування у розвиток
туристичної iнфраструктури для дослiджуваних регiонiв 𝑅.

Для розв’язку сформульованої задачi скористаємось моделлю п’ятишарової
нейро-нечiткої мережi типу Takagi-Sugeno-Kang [13]. Далi покроково представ-
ляється прогнозна модель оцiнювання рiвня доцiльностi фiнансування у розви-
ток туристичної iнфраструктури.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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1-й-крок
На першому кроцi виконується операцiя фазифiкацiя, яка кожному вхiдно-

му значенню 𝐼𝑔(Ξ𝑅𝑔 ; 𝐿(𝑅𝑔)), 𝑔 = 1,𝑚 ставить у вiдповiднiсть значення функцiї
належностi. Для цього пропонується наступний пiдхiд. Розглядається терм-
множина лiнгвiстичних змiнних 𝐿 = {𝑙1; 𝑙2; 𝑙3; 𝑙4; 𝑙5} у виглядi трикутних фун-
кцiй належностi на числовому промiжку [0; 1]. Де:

𝑙1 = “низькi перспективи швидкого зростання туристичного руху в регiонi”;
𝑙2 = “перспективи швидкого зростання туристичного руху в регiонi нижче

середнього”;
𝑙3 = “середнi перспективи швидкого зростання туристичного руху в регiонi”;
𝑙4 = “перспективи швидкого зростання туристичного руху в регiонi вище

середнього”;
𝑙5 = “високi перспективи швидкого зростання туристичного руху в регiонi”.
Шляхом експериментальних дослiджень на реальних даних Закарпатської,

Львiвської та Iвано-Франкiвської областей отримано розбиття лiнгвiстичних
змiнних на числовому промiжку [0; 1]: 𝑙1 ∈ [0; 0,2], 𝑙2 ∈ [0,1; 0,4], 𝑙3 ∈ [0,2; 0,6],
𝑙4 ∈ [0,4; 0,8], 𝑙5 ∈ [0,6; 1].

Далi вводиться змiнна 𝜗𝑔, що дозволяє коригувати оцiнку вiдносно впевне-
ностi експерта щодо присвоєння ним оцiнки:

𝜗𝑔 = 𝐼𝑔(Ξ𝑅𝑔 ; 𝐿(𝑅𝑔)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0,1 · Ξ𝑅𝑔 якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙1;
0,2 · Ξ𝑅𝑔 якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙2;
0,4 · Ξ𝑅𝑔 якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙3;
0,6 · Ξ𝑅𝑔 якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙4;
0,8 · Ξ𝑅𝑔 якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙5.

, 𝑔 = 1,𝑚. (7)

Для фазифiкацiя даних обчислюються значення функцiй належностi насту-
пним чином [13]:

𝜇𝑙1
𝑔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝜗𝑔 ≤ 0,

10𝜗𝑔, якщо 0 < 𝜗𝑔 ≤ 0,1,
2− 10𝜗𝑔, якщо 0,1 < 𝜗𝑔 < 0,2,

0, якщо 𝜗𝑔 ≥ 0,2.

; (8)

𝜇𝑙2
𝑔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝜗𝑔 ≤ 0,1,

10𝜗𝑔 − 1, якщо 0,1 < 𝜗𝑔 ≤ 0,2,
2− 5𝜗𝑔, якщо 0,2 < 𝜗𝑔 < 0,4,

0, якщо 𝜗𝑔 ≥ 0,4.

; (9)

𝜇𝑙3
𝑔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝜗𝑔 ≤ 0,2,

5𝜗𝑔 − 1, якщо 0,2 < 𝜗𝑔 ≤ 0,4,
3− 5𝜗𝑔, якщо 0,4 < 𝜗𝑔 < 0,6,

0, якщо 𝜗𝑔 ≥ 0,6.

; (10)

𝜇𝑙4
𝑔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝜗𝑔 ≤ 0,4,

5𝜗𝑔 − 2, якщо 0,4 < 𝜗𝑔 ≤ 0,6,
4− 5𝜗𝑔, якщо 0,6 < 𝜗𝑔 < 0,8,

0, якщо 𝜗𝑔 ≥ 0,8.

; (11)
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𝜇𝑙5
𝑔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝜗𝑔 ≤ 0,6,

5𝜗𝑔 − 3, якщо 0,6 < 𝜗𝑔 ≤ 0,8,
5− 5𝜗𝑔, якщо 0,8 < 𝜗𝑔 < 1,

0, якщо 𝜗𝑔 ≥ 1.

. (12)

В результатi процесу фазифiкацiї отримуються наступнi функцiї:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜇1
𝑔 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜇𝑙1
𝑔 , якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙1;
𝜇𝑙2
𝑔 , якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙2;
𝜇𝑙3
𝑔 , якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙3;
𝜇𝑙4
𝑔 , якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙4;
𝜇𝑙5
𝑔 , якщо 𝑅𝑔 ∈ 𝑙5.
𝜇2
𝑔 = Ξ𝑅𝑔.

(13)

Причому 𝜇1
𝑔 ̸= 0; 𝜇2

𝑔 ̸= 0, 𝑔 = 1,𝑚. В протилежному випадку подальшi
обчислення не мають змiсту.

Таким чином, у нейронах першого шару розкривається суб’єктивнiсть екс-
пертних думок, якi стають нормованi та порiвнюванi.

2-й-крок
На наступному кроцi вiдбувається агрегацiя рiвнiв належностi. Вiн склада-

ється з 𝑚 мультиплiкативних вузлiв i формує радiально базиснi активацiйнi
функцiї [13]: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜇1 =
𝑚∏︀
𝑔=1

𝜇1
𝑔,

𝜇2 =
𝑚∏︀
𝑔=1

𝜇2
𝑔.

(14)

Де 𝜇1, 𝜇2 агрегованi рiвнi належностi на 2 шарi.
3-й-крок
На третьому кроцi вiдбувається навчання. Даний шар нейро-мережi склада-

ється iз синаптичних ваг 𝑤1, 𝑤2. Ваги обчислюються в процесi навчання нейро-
нечiткої мережi на реальних даних прикладної задачi. Iншими словами — це
параметричний шар, в якому адаптацiї пiдлягають лiнiйнi ваги.

У загальному випадку для глибокого навчання синаптичнi ваги представля-
ються у виглядi многочленiв:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑤1 = 𝑤1
0 +

𝑚∑︀
𝑔=1

𝑤1
𝑔𝑥𝑔,

𝑤2 = 𝑤2
0 +

𝑚∑︀
𝑔=1

𝑤2
𝑔𝑥𝑔.

(15)

Для проведеного дослiдження було здiйснено глибоке навчання на реальних
даних [14], щоб визначити значення синаптичних ваг 𝑤1, 𝑤2. При цьому, згiдно
початкових умов експерт (група експертiв) вважається компетентний, а його
висновки близькi до iстини. В якостi експертiв виступали автори статтi. У ре-
зультатi проведеного експерименту отримано наступнi значення синаптичних
ваг:

𝑤1 = 𝛼; 𝑤2 = 𝛼 + 0,051. (16)
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Де

𝛼 =

⎧⎨⎩
0, 𝑢2 ≤ 0;

𝑢2/0,226, 0 < 𝑢2 < 0,226;
1, 𝑢2 > 0,226.

𝑢2 = 𝜇1 + 𝜇2.

В даному пiдходi, говорити про адекватнiсть навчання, а отже i отримання
вихiдної оцiнки, можливо лише у випадку, коли згiдно початкових умов експер-
ти компетентнi. В протилежному випадку, отриманi ваги будуть свiдчити про
рiвень компетентностi експертної групи.

4-й-крок
Четвертий крок представляє собою шар нейро-мережi, що утворений дво-

ма модулями сумування i обчислює суми вихiдних сигналiв другого i третього
шарiв [13]: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢1 = 𝑤1𝜇1 + 𝑤2𝜇2 = 𝑤1

𝑚∏︀
𝑔=1

𝜇1
𝑔 + 𝑤2

𝑚∏︀
𝑔=1

𝜇2
𝑔,

𝑢2 = 𝜇1 + 𝜇2 =
𝑚∏︀
𝑔=1

𝜇1
𝑔 +

𝑚∏︀
𝑔=1

𝜇2
𝑔.

(17)

5-й-крок
Вiдбувається нормалiзацiя, в результатi якої формується вихiдний сигнал

для виведення рiвня доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iнфра-
структури:

𝑓 =
𝑢1
𝑢2
. (18)

Таким чином, вiдбувається дефазифiкацiя даних та отримується 𝑓 ∈ [0; 1] —
кiлькiсна оцiнка рiвня щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної
iнфраструктури з використанням досвiду, знань та компетенцiй експертiв сто-
совно перспектив швидкого зростання туристичного руху в регiонi. Значення
рiвня можна характеризувати наступним чином. Якщо оцiнка прямує до 1 —
це означає, що тренд розвитку та якостi туристичної iнфраструктури регiону
зростає, учасники туристичного руху задоволенi послугами, туристичний потiк
з кожним роком буде збiльшуватися, тому вкладенi кошти у проекти розвитку
туристичних об’єктiв регiону швидко у майбутньому окупляться.

Розроблена модель пiдвищує точнiсть та об’єктивнiсть оцiнювання, оскiльки
з одного боку використовує кiлькiснi оцiнки рiвня якостi туризму деякого ре-
гiону, а з iншого використовує досвiд, знання та компетенцiї експертiв стосовно
перспектив швидкого зростання туристичного руху в регiонi.

4. Результати дослiдження. Результати дослiдження були верифiкова-
нi та апробованi на реальних даних, що збиралися з жовтня по грудень 2023
року, вiд 327 респондентiв учасникiв туристичного руху в Закарпатськiй, Львiв-
ськiй та Iвано-Франкiвськiй областях [14]. З метою вiдкритостi даних, всi данi
та обчислення, що стосуються даного дослiдження представленi авторами у
вiдкритому доступi [14]. Респонденти повиннi були заповнити дослiдницьку ан-
кету, що була нацiлена на вивчення ставлення туристичного досвiду у рiзних
вибраних сферах. Респонденти висловитися щодо вражень про вiдвiдуванi ре-
гiони за перiод з 2020 до 2023 рокiв. У загальному дослiдницька анкета мiстила
320 питань, якi були об’єднанi у 16 груп. Хочемо зауважити, що отриманий
набiр даних вiдповiдає всiм вимогам формування статистичної вибiрки даних,
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причому респонденти вiдiбралися у вiдповiдностi демографiчним вимогам та
охоплювали повну множину елементiв дослiджуваної проблематики.

Оцiнювання здiйснюється на основi всiх даних. У якостi експерименту на-
водяться приклади оцiнювання на фрагментах даних певних регiонiв.

Нехай, для iлюстрацiї моделi прогнозування рiвня туристичного руху ви-
браного регiону — 𝑀1, наприклад, наводиться Закарпатська область. Тут, на
основi реальних наборiв даних було проведене дослiдження та експертно оцi-
нено доступнiсть регiону та вiдповiдно рiвень туристичного руху в рiзнi роки
2020 та ранiше (45 експерти), 2021 (40 експертiв), 2022 (34 експертiв), 2023 (90
експерти).

Вхiднi данi, що обумовлюють рiвень задоволеностi подорожi вiдносно очiку-
ваного та реального досвiду учасниками туристичного руху, якi позначаються
оцiнками 𝑚𝑅 представленi у базi даних [14], у розрiзi по рiзних роках.

Вхiднi кiлькiснi оцiнки рiвня туристичного руху вiдносно iнфраструктури
та доступностi Закарпатської областi, наступнi: 𝑚𝑅 (2020) = 0,808; 𝑚𝑅 (2021) =
= 0,794; 𝑚𝑅 (2022) = 0,791; 𝑚𝑅 (2023) = 0,887.

Здiйснимо прогнозну аналiтику рiвня туристичного руху вiдносно iнфра-
структури та доступностi застосовуючи парну лiнiйну регресiю (2), а значен-
ня коефiцiєнтiв 𝑎, 𝑏 обчислюються методом найменших квадратiв (3) та (4):
𝑏 = 0,022, 𝑎 = −43,65, тодi регресiйне рiвняння буде мати вигляд 𝑌 (𝜀) =
= −43,65 + 0,022𝜀.

Маючи рiвняння лiнiйної регресiї, перш за все перевiримо правильнiсть про-
гнозу на наявних даних. Для цього в отримане рiвняння пiдставимо рiк 2023:
𝑌 (2023) = −43,65 + 0,022 · 2023 = 0,856. Бачимо, що прогнозоване значення
близьке до реального, з наближеною похибкою 3% (0,887− 0,856 = 0,031), тому
рiвняння може бути застосоване для прогнозування майбутнiх перiодiв. На-
приклад, для рокiв 2024–2026 маємо наступнi вихiднi прогнозованi оцiнки рiв-
ня туристичного руху вiдносно iнфраструктури та доступностi Закарпатської
областi: 𝑚𝑅 (2024) = 0,878; 𝑚𝑅 (2025) = 0,9; 𝑚𝑅 (2026) = 0,922.

Як видно з динамiки, можемо зробити висновок, що Закарпатська область
має позитивну динамiку щодо iнфраструктури, зовнiшньої та внутрiшньої до-
ступностi в пунктi призначення, при цьому реальний позитивний досвiд буде
переважати очiкуваний.

Продовжуючи експерименти, проiлюструємо обчислення за допомогою роз-
робленої гiбридної нечiткої моделi оцiнювання рiвня якостi туризму в регiонi —
𝑀2.

Наприклад, вибрано наступнi райони: Берегiвський (Закарпатська область);
Калуський (Iвано-Франкiвська область); Львiвський (Львiвська область); Ра-
хiвський (Закарпатська область); Хустський (Закарпатська область). Прогнозо-
ваний рiвень задоволеностi подорожi вiдносно очiкуваного та реального досвiду
на 2024 рiк.

Нехай системний аналiтик терм-множину лiнгвiстичних змiнних∆ iнтерпре-
тує на числовому промiжку [0; 1], де ∆1 ∈ [0; 0,2, ∆2 ∈ [0,2; 0,4], ∆3 ∈ [0,4; 0,6],
∆4 ∈ [0,6; 0,8], ∆5 ∈ [0,8; 1] . Далi аналiтики висловили свої лiнгвiстичнi мiрку-
вання ∆ щодо якостi туристичних послуг та розвитку туризму для вiдповiд-
ного регiону. Здiйснюється мультиплiкацiя для отримання оцiнок рiвня якостi
туризму регiону за допомогою характеристичної функцiї (6). Вхiднi данi та ре-
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зультати обчислень представленi у табл. 1.

Таблиця 1.
Вхiднi данi по вибраним регiонам

Райони
Прогнознi
оцiнки

Мiркування
аналiтикiв

Вихiдна
кiлькiсна
оцiнка

Берегiвський 0,823 ∆3 0,494
Калуський 0,78 ∆4 0,624
Львiвський 0,925 ∆5 0,925
Рахiвський 0,829 ∆3 0,497
Хустський 0,785 ∆4 0,628

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi по-
будована модель пiдтримки прийняття рiшень щодо доцiльностi фiнансування
у розвиток туристичної iнфраструктури. Iнновацiйна модель пiдвищує ступень
обґрунтованостi прийняття управлiнських рiшень щодо доцiльностi фiнансува-
ння у розвиток туристичної iнфраструктури оцiнюваних регiонiв. Вона базує-
ться на прогнозованiй оцiнцi рiвня туристичного руху вiдносно iнфраструктури
та доступностi дослiджуваних регiонiв, думок експертiв щодо рiвня якостi тури-
стичних послуг та розвитку туризму, а також мiркуваннях експертiв стосовно
перспектив швидкого зростання туристичного руху в регiонi.

В основу дослiдження покладений сучасний математичний апарат, а саме те-
орiя нечiтких множин, регресiйний аналiз, системний пiдхiд, iнтелектуальний
аналiз знань та нейро-нечiткi мережi, що в сукупностi дозволяють пiдвищити
ступiнь обґрунтованостi остаточних управлiнських рiшень. Цiннiсть моделi є
те, що вона з одного боку поєднує кiлькiснi прогнозованi оцiнки рiвня туристи-
чного руху вiдносно iнфраструктури та доступностi дослiджуваних регiонiв,
отриманi за допомогою аналiзу реальних даних, а з iншого, експертнi виснов-
ки щодо рiвня якостi туристичних послуг та перспектив швидкого зростання
туристичного руху в регiонi.

На основi вихiдної оцiнки пiдвищується ступiнь обґрунтованостi прийняття
управлiнських рiшень щодо доцiльностi фiнансування iнвесторами у розвиток
туристичної iнфраструктури, вибору найкращої комбiнацiї регiонiв, наприклад
для мережевого бiзнесу, або органам державної влади щодо пiдтримки окремих
регiонiв для зменшення розриву розвитку туризму.

Подальше дослiдження проблематики вбачаємо в розробленi програмного
забезпечення у виглядi веб-платформи, на основi розробленої моделi пiдтримки
прийняття рiшень щодо доцiльностi фiнансування у розвиток туристичної iн-
фраструктури. Таке програмне забезпечення буде корисним iнструментом для:
пiдтримки прийняття рiшень щодо фiнансування у розвиток туристичної iн-
фраструктури; органiв державної влади з метою пiдтримки окремих регiонiв
для зменшення розриву розвитку туризму; вибору найкращої комбiнацiї регiо-
нiв, для вiдкриття мережевого бiзнесу та iнше.
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Polishchuk I. V., Durnyak B. V. Mathematical model of decision-making sup-
port regarding the suitability of �nancing in the development of tourist infrastruc-
ture.

Research has been carried out on the actual task of developing a mathematical model
to support decision-making regarding the feasibility of financing the development of tourist
infrastructure, based on the predicted assessment of the level of tourist traffic concerning
the infrastructure and accessibility of the studied regions, the opinions of experts regarding
the level of quality of tourist services and the development of tourism, as well as the opinions
of experts regarding the prospects of rapid growth of tourist traffic in the region. The
research is based on a modern mathematical apparatus, namely the theory of fuzzy sets,
regression analysis, systematic approach, intellectual analysis of knowledge, and neuro-
fuzzy networks, increasing the validity of final management decisions. The value of the
model is that, on the one hand, it combines quantitative estimates of the level of tourist
traffic about the infrastructure and accessibility of the studied regions, obtained through
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the analysis of real data, and on the other hand, expert conclusions on the level of quality
of tourist services and the prospects for the rapid growth of tourist traffic in the region.

Based on the initial assessment, the degree of reasonableness of management decision-
making regarding the practicality of financing by investors in the development of tourism
infrastructure, the choice of the best combination of regions, for example for network
business, or the support of individual regions to reduce the gap in tourism development
is increased. Further research of the problem can be seen in the developed software in
the form of a web platform, based on the developed decision support model regarding the
feasibility of financing the development of tourist infrastructure.

Keywords: hybrid model, decision-making, multi-criteria evaluation, fuzzy sets, tourist
infrastructure, sustainable development of regions.
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МОДЕЛЮВАННЯ УПРАВЛIННЯ СКЛАДНИМИ
IНФОРМАЦIЙНИМИ БАГАТОКОМПОНЕНТНИМИ

СИСТЕМАМИ

Поняття складностi має рiзноманiтнi аспекти, включаючи математичнi моделi, не-
визначенiсть та синергетичнi ефекти. Визначення критерiїв складностi детермiнова-
них систем залишається проблемою через її багатозначнiсть. У цiй статтi розглядає-
ться моделювання лiнiйних та дисипативних динамiчних систем. Лiнiйнi системи опи-
суються матрицями та функцiями, що визначають залежностi мiж станом, «входом»
та «виходом» системи. Дослiдження дисипативних систем важливе для уточнення
моделей складних систем, оскiльки враховує явища дисипацiї енергiї. Аналiз типiв
атракторiв дисипативних систем та їх властивостей допомагає розумiти поведiнку си-
стеми в рiзних умовах. Врахування впливу початкових умов та реакцiї системи на
випадковi величини є ключовим аспектом для ефективного управлiння складними
системами.

Ключовi слова: моделi, багатокомпонентнi системи, динамiчнi системи, дисипативнi
динамiчнi системи, атрактори, хаос, рiвновага системи.

1. Вступ. Огляд сучасних джерел [1–4] свiдчить, що при формулюваннi по-
няття «складна система» автори роблять акцент на двох ключових аспектах:
структурi та поведiнцi системи. Загалом, уявлення бiльшостi авторiв зводиться
до того, що складна система вiдрiзняється унiкальною структурою та непере-
дбачуваною поведiнкою. Така система складається з множини взаємопов’язаних
елементiв i є складною для опису, розумiння та управлiння.

Незважаючи на широке використання термiну "складнi системи на сього-
днiшнiй день вiдсутнi чiткi критерiї для оцiнки та порiвняння детермiнованих
систем за складнiстю. Це зумовлено тим, що саме поняття складностi є бага-
тозначним i може бути розглянуте як атрибут, так i сутнiсне поняття. Прикла-
ди складностi можуть включати: складнiсть обчислень, топологiчну складнiсть
графа, технологiчну складнiсть iнтерфейсу, складнiсть управлiння рухомими
об’єктами, апроксимацiю рельєфу, алгоритмiчну складнiсть, складнiсть генети-
чного коду, складнiсть випадкових взаємодiй, складнiсть нелiнiйних процесiв
та iншi.

2. Проблема моделювання процесiв багатокомпонентних систем.
Розумiння складних систем, якi змiнюються мiж рiзними станами та саморегу-
люються за допомогою потокiв [5–6], дає можливiсть дослiджувати динамiчнi
системи з чiткою або не повнiстю визначеною поведiнкою.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Основною ознакою складних багатокомпонентних систем є розвинена бага-
торiвнева структура взаємодiї пiдсистем та елементiв усерединi пiдсистем. На
рисунку 1 зображено узагальнену структурну декомпозицiю багатовимiрних ди-
намiчних систем.

Рис. 1. Структурна декомпозицiя багатовимiрних динамiчних систем.

Аналiзуючи рисунок 1, можна зробити припущення, що складним багато-
компонентним системам властива наступна низка ознак:
– розвинена структура з псевдоiєрархiчним розподiлом, де взаємодiя вiдбу-
вається не лише згори донизу, але й у зворотному напрямку, та вимагає
впровадження адаптивних iнтелектуальних систем управлiння з гнучкою
структурою [7];

– множина описiв можливих математичних моделей складних систем та не-
обхiднiсть використання методiв i алгоритмiв ранжування та вибору реалi-
зацiї системної моделi;

– рiзноманiтнi форми невизначеностi 𝜉 [8], що призводять до непередбачува-
них динамiчних процесiв та виникають в складних системах пiд впливом
взаємодiї пiдсистем;

– наявнiсть синергетичного ефекту, що призводить до багатоварiантної пове-
дiнки пiдсистем та їх елементiв.
Початкове моделювання процесiв цiльового управлiння складними iнформа-

цiйними багатокомпонентними системами рiзного призначення зазвичай розпо-
чинається з моделювання детермiнованої динамiчної системи з кiлькох причин:
– по-перше, детермiнованi моделi дозволяють легше розумiти та аналiзува-
ти основнi принципи функцiонування системи, оскiльки вони базуються на
чiтких математичних взаємозв’язках. Це допомагає iдентифiкувати клю-
човi фактори та взаємозв’язки мiж компонентами системи, що може бути
корисним для подальшого розвитку бiльш складних моделей.
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– по-друге, моделювання детермiнованих динамiчних систем сприяє створен-
ню базової структури, яка може служити основою для подальшого вдоско-
налення та оптимiзацiї моделей. Це особливо корисно в контекстi складних
iнформацiйних систем, де принципи функцiонування може бути важко ви-
значити через велику кiлькiсть компонентiв та їхнi взаємозв’язки.
Початкова детермiнована модель дозволяє розширити розумiння системи та

визначити ключовi аспекти, якi необхiдно врахувати для досягнення поставле-
ної мети управлiння. Такий початковий пiдхiд створює основу для подальшого
вдосконалення та адаптацiї моделi до реальних умов та вимог управлiння.

Припустимо, що ми розглядаємо лiнiйну динамiчну систему, яка має двi
важливi властивостi:
– по-перше, вона повнiстю керована, що означає, що ми маємо повний кон-
троль над усiма її входами та можемо манiпулювати ними за нашим бажа-
нням;

– по-друге, ця система є повнiстю спостережуваною, що означає, що ми маємо
доступ до iнформацiї про всi її стани або виходи у будь-який момент часу.
Лiнiйна динамiчна система (рисунок 1) буде мати вигляд (1)–(2), де 𝐴, 𝐵,

𝐶 — незмiннi матрицi, вiдповiдно:

𝑥 (𝑡+ 1) = 𝐴 · 𝑥 (𝑡) +𝐵 · 𝑢 (𝑡) , (1)

𝑦 (𝑡) = 𝐶 · 𝑥 (𝑡) , (2)

де 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор стану системи; 𝑢 ∈ R𝑟 — вектор «входу»; 𝑦 ∈ R𝑚 — вектор
«виходу»; 𝑛≫ 1, 𝑚 · 𝑟 ≥ 𝑛; матрицi 𝐵 ∈ R𝑛×𝑟, 𝐶 ∈ R𝑚×𝑛 мають повний ранг.

Спектр матрицi 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 буде мати значення (3):

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐴) =
{︀
𝜆𝑖 ∈ C| det (𝐴− 𝜆𝑖 · 𝐼𝑛) = 0, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
, (3)

де C — простiр комплексних чисел; 𝐼𝑛 — одинична матриця розмiру 𝑛× 𝑛.
Рiвняння змiни вхiдного сигналу (вектор «входу») 𝑢𝑖 вiд часу 𝑡 буде мати

вигляд:
𝑢𝑖 (𝑡) = 𝐹𝑖 (𝑡, (𝑦𝑖 (𝑡−∆𝑡) , 𝑢𝑖 (𝑡−∆𝑡))) , (4)

де 𝐹𝑖 — функцiя, що визначає залежнiсть «вхiдного» сигналу вiд стану системи
(«виходу») на попередньому етапi та зовнiшнiх факторiв.

Розгляд детермiнованих динамiчних систем важливий, але часто є недоста-
тнiм для повного моделювання складних багатокомпонентних систем. Це по-
яснюється тим, що багатокомпонентнi системи можуть включати в себе вели-
ку кiлькiсть елементiв, що взаємодiють мiж собою iз складними структурами
зв’язкiв та поведiнки. Детермiнованi моделi не завжди в змозi врахувати всi
аспекти цiєї взаємодiї, що призводить до втрати точностi та реалiстичностi ре-
зультатiв. Водночас дисипативнi динамiчнi системи враховують явища диси-
пацiї енергiї, якi можуть бути критичними для правильного опису поведiнки
складних систем. Це важливо, оскiльки дисипацiя може впливати на стiйкiсть
системи, змiну її режимiв роботи та загалом динамiку системи вiдповiдно до
її фiзичних властивостей. Таким чином, розгляд дисипативних динамiчних си-
стем є необхiдним для отримання бiльш повного та реалiстичного уявлення про
складнi багатокомпонентнi системи.
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Припустимо, що 𝑢(0) = 𝑢0 та 𝐵 — матриця, що визначається гладкою фун-
кцiєю, то рiшення (4) для часу 𝑡 iснує для будь-якого 𝑡 у кожнiй точцi фазового
простору.

Знайдемо величину змiни «вхiдного» сигналу:

∆Ψ =
∏︁
𝑖

∆𝑢𝑖, 𝑡→ 0, (5)

вiдповiдно,

𝑑 (∆Ψ)

𝑑𝑡
=
𝑑 (∆𝑢1)

𝑑𝑡
·
∏︁
𝑖>1

∆𝑢𝑖 +
𝑑 (∆𝑢2)

𝑑𝑡
·
∏︁
𝑖>2

∆𝑢𝑖 + . . . =

=
∏︁
𝑖

∆𝑢𝑖 ·
𝑑 (∆𝑢1)

𝑑𝑡
· 1

∆𝑢1
+
∏︁
𝑖

∆𝑢𝑖 ·
𝑑 (∆𝑢2)

𝑑𝑡
· 1

∆𝑢2
+ . . .

(6)

Враховуючи (5) та (6), отримаємо:

𝑑 (∆Ψ)

𝑑𝑡
= ∆Ψ ·

∑︁
𝑖

1

∆𝑢𝑖
· 𝑑 (∆𝑢𝑖)

𝑑𝑡
,

або

Λ ≡ 1

∆Ψ
· 𝑑 (∆Ψ)

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑖

1

∆𝑢𝑖
· 𝑑 (∆𝑢𝑖)

𝑑𝑡
. (7)

Якщо ∆𝑢𝑖 = 𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑢𝑖(0)
· 𝑢𝑖(0), то 𝑑(Δ𝑢𝑖)

𝑑𝑡
= ∆𝑢𝑖(0)

𝑑
𝑑𝑡

· 𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑢𝑖(0)
, отже в момент часу

𝑡→ 0 рiвняння (7) буде мати вигляд:

Λ |𝑡→0 =
∑︁
𝑖

∆𝑢𝑖 (0)

∆𝑢𝑖
· 𝑑
𝑑𝑡

· 𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑢𝑖(0)

|𝑡→0 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑢𝑖
= 𝑑𝑖𝑣 𝐹. (8)

Вважаючи, що 𝑡 → ∞, то всi рiшення дисипативних динамiчних систем
зосередженi в деякiй пiдмножинi рiшень (атрактори), вiдповiдно 𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 0.

Атрактори дисипативних динамiчних систем бувають трьох основних типiв:
стiйка стацiонарна точка, стiйкий граничний цикл та iнварiантний тор. Для чi-
ткої диференцiацiї цих типiв атракторiв необхiднi чiткi критерiї, якi також ма-
ють бути здатнi розрiзняти регулярний та хаотичний рух системи. Враховуючи,
що хаотичнiсть зумовлена нестiйкiстю фазових траєкторiй, якi розходяться з
часом, то мiра їх розбiжностi слугує логiчним критерiєм для опису динамiчної
системи.

Припустимо, що в час 𝑡 = 0 iснує двi фазовi точки стану системи 𝑥1(0) i
𝑥2(0), з яких починається еволюцiйний розвиток багатокомпонентної системи,
яка суворо залежить вiд початкових умов (𝑡 > 0). Якщо розвиток системи буде
мати вплив малої випадкової величини 𝜉, то виникне розбiжнiсть мiж станом
точок 𝑥1(𝑡) i 𝑥2(𝑡):

𝑙(𝑡) = |𝜉(𝑡)| = |𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡)| > 0. (9)

Вважаючи, що багатокомпонентнi системи зазвичай функцiонують в дов-
готривалих перiодах (𝑡→ ∞), то середня швидкiсть експоненцiйного розбiгу
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траєкторiй, незважаючи на тип режиму функцiонування системи (хаотичний
або регулярний), буде мати вигляд:

ℎ ≈ lim
𝑙(0) → 0
𝑡 → ∞

1

𝑡
ln
𝑙(𝑡)

𝑙(0)
, (10)

де ℎ — ентропiя Колмогорова-Сiная [9].
Вiдповiдно, якщо:
– 𝑙(𝑡) → 0, ℎ < 0 — система має стiйку стацiонарну точку;
– 𝑙(𝑡) → 0, ℎ > 0 — система має хаотичний характер поведiнки.
Враховуючи (8), рiвняння (1) для 𝑛-iтерацiй буде мати вигляд:

𝑥 (𝑡+ 2) = 𝐴2 · 𝑥 (𝑡) + (1 + 𝐴) ·𝐵 · 𝑢 (𝑡) ,

𝑥 (𝑡+ 3) = 𝐴3 · 𝑥 (𝑡) +
(︀
𝐴2 + 𝐴+ 1

)︀
·𝐵 · 𝑢 (𝑡) ,

. . . ,

𝑥 (𝑡+ 𝑛) = 𝐴𝑛 · 𝑥 (𝑡) +𝐵 · 𝑢 (𝑡) ·

(︃
1 +

𝑛∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛−1

)︃
. (11)

Вiдповiдно, рiвняння (2) буде мати вигляд:

𝑦 (𝑡+ 𝑛) = 𝐶 ·

(︃
𝐴𝑛 · 𝑥 (𝑡) +𝐵 · 𝑢 (𝑡) ·

(︃
1 +

𝑛∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛−1

)︃)︃
. (12)

Рiвняння (11)–(12) забезпечують пiдґрунтя для подальшого аналiзу нелiнiй-
ної динамiчної системи.

Як було зазначено, рiвняння (10) передбачає самобалансування динамiчної
системи, тобто в процесi тривалого функцiонування система повертається в стан
рiвноваги. Але, якщо для керування системою є критичною можливiсть вини-
кнення хаотичної поведiнки (суттєвого впливу випадкової величини 𝜉), то рiв-
няння (11) доцiльно доповнити параметром коригуючого сигналу 𝐹𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟, який
буде мати опосередкований вплив на «вхiд» системи. Вiдповiдно, рiвняння (11)
буде мати вигляд:

𝑥 (𝑡+ 𝑛) = 𝐴𝑛 · 𝑥 (𝑡) +𝐵 · 𝑢 (𝑡) ·

(︃
1 +

𝑛∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛−1

)︃
+ 𝐹𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟,

або

𝑥 (𝑡+ 𝑛) = 𝐴𝑛 · 𝑥 (𝑡) +𝐵 · 𝑢 (𝑡) ·

(︃
1 +

𝑛∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛−1

)︃
+ 𝑙(𝑡) · 𝑒ln

𝑙(𝑡)
𝑙(0) . (13)

В процесi планування системи керування багатокомпонентних динамiчних
систем (складних систем) необхiдно розумiти, що цi системи є залежними вiд
початкового стану системи. Цi системи можуть мати декiлька атракторiв, ко-
жен з яких матимуть власний центр тяжiння, i значення 𝑙(𝑡) (вiдхилення вiд
очiкуваного стану рiвноваги) буде залежати вiд в якiй точцi 𝑥1(0) виявиться
система.
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3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi дослi-
джено поняття складних систем, зокрема їх структура та поведiнка, як ключовi
аспекти. Розглянуто процес моделювання процесiв багатокомпонентних систем.
Розглянуто лiнiйну динамiчну систему та її характеристики, зокрема спектр ма-
трицi та змiну вхiдного сигналу. Детермiнованi моделi не завжди враховують
всi аспекти складних багатокомпонентних систем, тому важливо було розгляну-
ти дисипативнi динамiчнi системи. Атрактори цих систем можуть бути рiзних
типiв, включаючи стiйкi стацiонарнi точки та хаотичнi цикли. Запропонова-
ний пiдхiд вiдiграє важливу роль у розвитку керування складними системами,
враховуючи їхню залежнiсть вiд початкових умов, i забезпечує основу для ада-
птацiї до реальних умов та вимог управлiння, розглядаючи як системи з повним
керуванням, так i спостережуванi системи.

Список використаної лiтератури
1. Shan S., Zhang Z., Ji W., Wang H. Analysis of collaborative urban public crisis governance in

complex system: A Multi-agent Stochastic Evolutionary Game Approach. Sustainable Cities
and Society. 2023. Vol. 91. P. 104418. DOI: https://doi.org/10.1016/j.scs.2023.104418

2. Jin M., Sun K., He S. A novel fractional-order hyperchaotic complex system and its synchroni-
zation. Chinese Physics B. 2023. Vol. 32. P. 060501. DOI: https://doi.org/10.1088/1674-
1056/acc0f6

3. Huang Z., Sun Y., Wang W. Generalizing Graph ODE for Learning Complex System Dynami-
cs across Environments. 29th ACM SIGKDD Conference on Knowledge Discovery and Data
Mining : Proceedings from 2023. P. 798–809. DOI: https://doi.org/10.1145/3580305.3599362

4. Shritika Waykar E. A. Innovations in Computational Approaches for Nonlinear Problems and
Complex System Simulations. Communications on Applied Nonlinear Analysis. 2023. Vol. 31,
No. 1. P. 34–51. DOI: https://doi.org/10.52783/cana.v31.298

5. Симонов Д. I. Алгоритм визначення оптимального потоку в ланцюгах постачання з ура-
хуванням багатокритерiальних умов та стохастичностi процесiв. Вiсник Київського нацiо-
нального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Серiя фiзико-математичнi науки. 2021.
№ 2. С. 109–116. DOI: https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/2.15

6. Симонов Д. I. Аналiз потоку в мережi як метод оптимiзацiї управлiння ланцюгом поста-
чання. Журнал обчислювальної та прикладної математики. 2023. № 1. С. 5–14. DOI:
https://doi.org/10.17721/2706-9699.2023.1.01

7. Shi P., Yan B. A Survey on Intelligent Control for Multiagent Systems. IEEE Transacti-
ons on Systems, Man, and Cybernetics: Systems. 2021. Vol. 51, No. 1. P. 161–175. DOI:
https://doi.org/10.1109/TSMC.2020.3042823

8. Симонов Д. I., Горбачук В. М. Метод пошуку рiшень у динамiчнiй моделi управлi-
ння запасами за невизначеностi. Вiсник Київського нацiонального унiверситету iме-
нi Тараса Шевченка. Серiя фiзико-математичнi науки. 2022. № 4. С. 31–39. DOI:
https://doi.org/10.17721/1812-5409.2022/4.4

9. Gutjahr T., Keller K. Ordinal Pattern Based Entropies and the Kolmogorov–Sinai Entropy:
An Update. Entropy. 2020. Vol. 22, No. 1. P. 63. DOI: https://doi.org/10.3390/e220100

Symonov D. I., Zaika B. Y. Modeling the management of complex information
multicomponent systems.

The concept of complexity has various aspects, including mathematical models, un-
certainty and synergistic effects. Determining the criteria of complexity of deterministic
systems remains a problem due to its multidimensionality. In this article, we consider the
modeling of linear and dissipative dynamical systems. Linear systems are described by ma-
trices and functions that define the dependencies between the state, "input" and "output"
of the system. The study of dissipative systems is important for refining models of complex
systems because it takes into account the phenomena of energy dissipation. The analysis
of the types of attractors of dissipative systems and their properties helps to understand
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the behavior of the system under different conditions. Taking into account the influence
of initial conditions and the system’s response to random variables is key to the effective
management of complex systems.

Keywords: models, multicomponent systems, dynamical systems, dissipative dynamical
systems, attractors, chaos, system equilibrium.

References

1. Shan, S., Zhang, Z., Ji, W., & Wang, H. (2023). Analysis of collaborative urban public cri-
sis governance in complex system: A Multi-agent Stochastic Evolutionary Game Approach.
Sustainable Cities and Society, 91, 104418. https://doi.org/10.1016/j.scs.2023.104418

2. Jin, M., Sun, K., & He, S. (2023). A novel fractional-order hyperchaotic complex system and its
synchronization. Chinese Physics B., 32, 060501. https://doi.org/10.1088/1674-1056/acc0f6

3. Huang, Z., Sun, Y., & Wang, W. (2023). Generalizing Graph ODE for Learning Complex Sys-
tem Dynamics across Environments, 29th ACM SIGKDD Conference on Knowledge Discovery
and Data Mining: Proceedings from 2023. https://doi.org/10.1145/3580305.3599362

4. Shritika Waykar, E. A. (2023). Innovations in Computational Approaches for Nonlinear Prob-
lems and Complex System Simulations. Communications on Applied Nonlinear Analysis, 31(1),
34–51. https://doi.org/10.52783/cana.v31.298

5. Symonov, D. I. (2021). Algorithm for determining the optimal flow in supply chains taking into
account multi-criteria conditions and stochasticity of processes. Bulletin of Taras Shevchenko
Kyiv National University. Series of physical and mathematical sciences, (2), 109–116. DOI:
https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/2.15 [in Ukranian].

6. Symonov, D. I. (2023). Network flow analysis as a method of optimizing supply
chain management. Journal of Computational and Applied Mathematics, (1), 5–14.
https://doi.org/10.17721/2706-9699.2023.1.01 [in Ukranian].

7. Shi, P., & Yan, B. (2021). A Survey on Intelligent Control for Multiagent Systems.
IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics: Systems, 51(1), 161–175. DOI:
https://doi.org/10.1109/TSMC.2020.3042823

8. Symonov, D. I., & Gorbachuk, V. M. (2022). A method of finding solutions in a dy-
namic model of inventory management under uncertainty. Bulletin of Taras Shevchenko
Kyiv National University. Series of physical and mathematical sciences, (4), 31–39.
https://doi.org/10.17721/1812-5409.2022/4.4 [in Ukranian].

9. Gutjahr, T., & Keller, K. (2020). Ordinal Pattern Based Entropies and the Kolmogorov–Sinai
Entropy: An Update. Entropy, 22(1), 63. https://doi.org/10.3390/e220100

Одержано 15.04.2024

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ВИКОРИСТАННЯ НЕЧIТКИХ МОДЕЛЕЙ У СОЦIОЛОГIЧНИХ ДОСЛIДЖЕННЯХ 175

УДК 519.21
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2024.44(1).175-181

М. М. Шаркадi1, А. Ф. Доровцi2

1 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
доцент кафедри кiбернетики i прикладної математики,
кандидат економiчних наук, доцент
marianna.sharkadi@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1850-996X
2 Закарпатський угорський iнститут iм. Ференца Ракоцi II,
ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
асистент кафедри математики та iнформатики ЗУI iм. Ференца Ракоцi II,
аспiрант кафедри кiбернетики i прикладної математики
adam.dorovtsi@uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4038-4945

ВИКОРИСТАННЯ НЕЧIТКИХ МОДЕЛЕЙ У СОЦIОЛОГIЧНИХ
ДОСЛIДЖЕННЯХ

У сучасному свiтi ми все частiше стикаємося з невизначенiстю, як у реальному
життi, так i в науцi. Цi невизначеностi також зустрiчаються i в соцiологiчних дослi-
дженнях. У статтi розглянемо, як нечiткi моделi можуть бути застосованi у соцiоло-
гiчних дослiдженнях. Запропоновано метод застосування нечiктої логiки на прикладi
дослiдження добробуту населення. Оскiльки добробут населення є багатогранним i
складним явищем, ми спочатку побудуємо iєрархiчну систему, щоб зробити його бiльш
зрозумiлим i легшим для моделювання. Таким чином, добробут населення можна по-
дiлити на три основнi категорiї: економiчний, екологiчний i соцiальний. У данiй роботi
придiлимо бiльше уваги дослiдженню економiчного добробуту, побудувавши його ма-
тематичну модель за допомогою нечiтких множин.

Ключовi слова: соцiологiчнi дослiдження, нечiткi множини, добробут населення,
моделювання, економiчний добробут.

1. Вступ. Моделювання процесу дослiдження соцiального стану суб’єкта по-
требує системного пiдходу, тобто застосування системного аналiзу для розгля-
дуваних ситуацiй, процесiв, явищ, об’єктiв тощо. Виходячи iз принципiв систем-
ного аналiзу, процес визначення рiвня добробуту має iєрархiчну будову, тобто
наявнiсть множини елементiв рiзних рiвнiв iз вiдповiдним пiдпорядкуванням.
Основною закономiрнiстю таких систем являється iєрархiчна структура їх за-
гального розташування на багатьох рiвнях [1].

Однiєю iз властивостей систем iєрархiчної структури можна вважати: по-
слiдовне вертикальне розмiщення пiдсистем (вертикальна декомпозицiя); права
впливу пiдсистем верхнього рiвня або прiоритетне право; залежнiсть пiдсистем
верхнього рiвня вiд пiдсистем нижнього рiвня через їх функцiональне викона-
ння.

Змiст вертикального пiдпорядкування означає, що будь-яка iєрархiя пред-
ставлена сукупнiстю взаємодiючих пiдсистем. Пiд “системою” або “пiдсистемою”
будемо розглядати блоки обробки вхiдної iнформацiї у вихiдну.

Право впливу це коли на дiяльнiсть пiдсистеми будь-якого рiвня безпосере-
дньо i явно дiють вищi рiвнi, частiше всього ближчий старший рiвень. Ця дiя
носить обов‘язковий характер для пiдсистем нижчого рiвня, оскiльки через неї
виражається прiоритет дiй i цiлей бiльш високих рiвнiв.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2024, том 44, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



176 М. М. ШАРКАДI, А. Ф. ДОРОВЦI

Залежнiсть пiдсистем верхнього рiвня вiд пiдсистем нижнього рiвня це iсну-
вання оберненого зв‘язок знизу вгору мiж елементами системи. Успiх роботи
верхнього рiвня залежить i вiд сумарного ефекту роботи пiдсистем нижнього
рiвня. Таким чином, iнформацiя, що надсилається «вгору» — агрегується, а та,
що надходить «вниз» — декомпозується.

Найбiльш типовою i простою структурою iєрархiї є дворiвнева, яка має лише
один вище стоячий координуючий елемент i 𝑛 пiдлеглих йому нижче стоячих
елементiв (рис. 1). Така структура дозволяє будувати будь-якi багаторiвневi
iєрархiї з дворiвневими пiдсистемами, як iз окремих модулiв.

Рис. 1. Дворiвнева iєрархiчна структура.

2. Аналiз дослiджень i публiкацiй. Про аналiз добробуту населення-
присвячена низка наукових праць, зокрема: Вдовин М. Л. зi спiвавторами [5–6],
Палига Є. та Панчишин Т. у [7] здiйснюють статистичну оцiнку добробуту жи-
ття населення в Українi

3. Постановка проблеми дослiдження. У роботi розглядається процес
визначення рiвня стану «добробут населення», тобто його оцiнка.

Добробут населення — це багатогранне явище. Люди часто плутають еконо-
мiчний добробут з реальним добробутом населення, однак економiчне благопо-
луччя не дає повної картини реального добробуту населення. Як зазначено на
сайтi ОЕСР, «реальний добробут — це щось бiльше, нiж просто ВВП i стати-
стичнi данi» [2]. У роботi [3] розглянуто iндикатори добробуту, сформульованi
OECD Better Life Index, для України. В данiй статтi побудуємо iєрархiчну стру-
ктуру на основi наявних iндикаторiв, а також побудуємо математичну модель з
використанням нечiтких множин для оцiнки цих iндикаторiв. Iндикатори, сфор-
мульованi ОЕСР, є наступними: дохiд, житло, робота, громада, освiта, навколи-
шнє середовище, участь у суспiльному життi, здоров’я, задоволенiсть життям,
безпека.

Для того, щоб оцiнити добробут населення, вищезазначенi показники не-
обхiдно згрупувати, щоб зробити математичне моделювання бiльш прозорим i
зрозумiлим з використанням нечiтких множин.

Пропонується наступне групування iндикаторiв:
1) Економiчнi iндикатори

a) Дохiд

b) Житло

c) Робота
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2) Соцiальнi iндикатори

a) Громада

b) Освiта

c) Участь у суспiльному життi

d) Здоров’я

e) Задоволенiсть життям

f) Безпека

3) Навколишнє середовище

4. Результати дослiджень. На основi вищезгаданого групування будуємо
iєрархiчну структуру, яка буде виглядати наступним чином (рис. 2.):

Рис. 2. Iєрархiчна структра для оцiнювання рiвня добробуту. Побудовано
авторами.

Пiсля побудови iєрархiчної структури запропоновано математичну модель
для оцiнки кожного iндикатора i приведемо приклад побудови нечiтких множин
[4] для визначення рiвня економiчного добробуту, тобто будуємо моделi для
таких iндикаторiв як: дохiд, житло, робота. У дослiдженнi використовується
програмне забезпечення Matlab.

Iндикатора «Дохiд», наприклад, можна оцiнити на основi наступних пара-
метрiв: чисте багатство на одну особу, чистий наявний дохiд. Для даних па-
раметрiв побудуємо функцiї належностi, наприклад, чистого наявного доходу
можемо описати трьома функцiями належностi. Якщо чистий наявний дохiд
«низький» — тодi пропонуємо лiнiйну 𝑧-подiбну функцiю належностi, яка опи-
сується наступною формулою:

𝑓 (𝑥, 𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑥 ≤ 𝑎;
𝑏−𝑥
𝑏−𝑎

, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏;

0, 𝑏 ≤ 𝑥.

Якщо чистий наявний дохiд «середнiй» — тодi пропонуємо трикутну фун-
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кцiю належностi, яка описується наступною формулою:

𝑓 (𝑥, 𝑎, 𝑏, 𝑐) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 𝑎;
𝑥−𝑎
𝑏−𝑎

, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;
𝑐−𝑥
𝑐−𝑏

, 𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐;

0, 𝑐 ≤ 𝑥.

Якщо чистий наявний дохiд «високий» — тодi пропонуємо лiнйну s-подiбну
функцiю належностi, яка описується наступною формулою:

𝑓 (𝑥, 𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑥 ≤ 𝑎;
𝑥−𝑎
𝑏−𝑎

, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0, 𝑏 ≤ 𝑥.

Такими же функцiями належностi описується i чисте багатство на одну осо-
бу. На основi двох вхiдних параметрiв i 9 правил «Якщо — То» на виходi по-
лучаємо оцiнку iндикатора «Дохiд». Fuzzy Inference System (в подальшому FIS-
структура) має наступний вигляд (рис. 3):

Рис. 3. FIS-структура для iндикатора «Дохiд».

Далi побудуємо FIS-структури для iнших iндикаторiв. FIS-структури iнди-
каторiв «Житла» та «Робота» показанi на рисунках 4 та 5 вiдповiдно.

Рис. 4. FIS-структура для iндикатора «Житло».
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Рис. 5. FIS-структура для iндикатора «Робота».

Для отримання рiвня економiчного добробуту нам потрiбно з’єднати вище-
згаданi FIS-структури, тому з отриманих FIS-структур побудуємо FIS-дерево,
який показано на рисунку 6.

Рис. 6. FIS-дерево для економiчних iндикаторiв.

5. Висновки. Проведене дослiдження покращує наше розумiння складної
системи оцiнки стану соцiологiчних результатiв. Нечiтке моделювання, що ви-
користовується в дослiдженнях, дозволяє точнiше охопити притаманну скла-
днiсть цих процесiв шляхом включення елементiв невизначеностi та неточно-
стi. Майбутнi шляхи розвитку цього дослiдження охоплюють впровадження рi-
зноманiтних форм функцiй належностi та дослiдження того, як їхнi параметри
впливають на ефективнiсть нечiтких моделей у представленнi невизначеностей,
притаманних експериментальним даним.

6. Подяка. Роботу виконано в рамках держбюджетної науково-дослiдної
теми Ужгородського нацiонального унiверситету “Методи обчислювального iн-
телекту для обробки i аналiзу даних” (номер державної реєстрацiї 0121U109279).
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Sharkadi M. M., Dorovtsi A. F. Fuzzy models' use in sociological researches.

In the modern world, we are increasingly faced with uncertainty, both in real life and in
science. These uncertainties also occur in sociological researches.The article considers how
fuzzy models can be applied in sociological research. We propose a method of applying
fuzzy logic as an example of a study of the well-being of the population. Since human
well-being is a multifaceted and complex subject, we first build a hierarchical system to
make it more understandable and easier to model. Thus, human well-being can be divided
into three main categories: economic, environmental and social. In this paper, we will pay
more attention to the study of economic well-being by building its mathematical model
using fuzzy sets.

Keywords: sociological research, fuzzy sets, population well-being, modelling, economic
well-being.
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